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✓4 presentaęao 


A edueaęao e um ato de amor e, portanto, 
um ato de coragem. Ndo pode temer o debate, 
a analise da realidade; 
ndo pode fugir a discussao criadora, 
sob pena de ser umafarsa. 


Paulo Freire 


Caro estudante 


O simples fato de os jovens estarem em permanente convivio 
social, interagindo com informaęoes e vivencias diversas, os faz 
possuidores de conhecimentos e experiencias valiosas. Essa vivencia 
eonąui stada encontrara, no professor, o elo para chegar a novas 
informaęoes, desta vez, de forma sistematizada, podendo, dai, cons- 
truir ou aprofundar conhecimentos. 

O pensamento acima, deixado por Paulo Freire, esteve presente na 
elaboraęao desta obra. Mantendo o rigor matematico, desenvolvemos 
as ideias e os conceitos basicos referentes ao conteudo do ensino me- 
dio (2 e grau). 

Concluindo, podemos dizer que o nosso objetivo maior e coloca- 
los diante de uma Matematica que os instigue e ao mesmo tempo 
ofereęa algumas das condięSes para a busca da compreensao do 
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0omo este volume esta organizado 


Este volume e constituido por unidades que apresentam os seguintes itens; 





O desenvolvimento 
teórico utiliza uma 
linguagem simples e 
objetiva, atraves de 
exemplos,evitando 
o formalismo 
precoce, sem 
incorrer na falta 
de rigor 
mateniatico. 


Os exerctcios re$olvidos 
fayorecem o esclarecimento 
imediato das duvidas e 
dificuldades sobre a aplicaęao 
do assunto em estudo. 


Os exercicios propostos 
dao a oportunidade de 
fixar o conteudo e de 
aprimorar a criathddade, 
na busea de soluęoes. 
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A ficha-resumo 
constitui uma fonte de 
pesąuisa pratica e 
rapida, destacando as 
principais condusoes a 
que se chegou no 
desenvolvimento da 
unidade. 
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Os exercicios complementares 
permitem rever todo o 
conteudo estudado na 
unidade e, ao mesmo tempo, 
conhecer ąuestoes dos 
mais variados exames 
vestibulares. 


Saiba um pouco mais 
encerra a unidade, 
trazendo artigos cuja 
abordagem relaciona o 
assunto matematico 
em estudo com a 
nossa vida. 
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Conjuntos 


yĄ Tij/MZ-Ą, Aa AnmĄntAń,Ae. nsiAe tAmfieni en* 
Stui AtverslAAAe. 

£,Ca Aeve ser protest Ad em toAos os sens 

Asputos — ćuttutĄi, faotó$co, fiUosofićO, 

esplntunt. pAfA Isso a toUrnnaA, A opintAo 

Ao ontro, A ućhsa Aas verAAAes AefiMitivAS 

Aevem ser sempre teth&mAAS. 

Texto de urna das medidas aprovadas na Conferencia dos 
Premios Nobesl, reunida no paiacio do ELiseu - Paris 


1. Revendo a teoria dos conjuntos 

No estudo dos conjuntos numericos utUizaremos urna linguagem matematica- 
mente adeąuada. Por esse motivo, vamos rever alguns itens daTeoria dos Conjuntos. 

Stmbolos lógicos 

Com o auxflio dos simbolos lógicos, como estes que descrevemos abaixo, a 
linguagem matematica torna-se mais simples e compreensivel. 


F Simbolo lógico 

Leitura 

3 x 

existe pelo menos um x 

3x 

nao existe x algum 

31 x 

existe um unico x 

V x j 

para todo x ou qualquer que seja x 


impłica 

<=> 

1 - 

equivalente 

1 ' 

tal que 

r rw i i 


Pertinencia 


a E A 

le-se:« pertence a A. 

a e B 

le-se: a nao pertence a B. 


Exemplo: 

Dado o conjuntoA = {0,l,2,3,4,...},temos: 
3 6Ae-3«A 


Representaęao 

Um conjunto pode ser representado entre chaves de duas maneiras: por exten- 
so, enumerando elemento por elemento ou abreviadamente, destacando uma pro- 
priedade comum apenas aos seus elementos. 
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Exemplo: 

Os elementos do conjunto A sao os divisores positivos de 24. A representa 

ęao entre chaves pode ser feita: 

por extenso: A = {1,2,3,4,6,8,12,24} ou 

abreviadamente: A = {x | x e divisor positivo de 24} 


Diagramu de Venn 

E a representaęao de um conjunto com o auxiiio de uma linha fechada e nao- 
entrelaęada e seus pontos interiores. 


Exemplo: 

Seja o conjunto A — {1,2,3,4,6,8,12,24}. 



Igualdade 

Dois conjuntos sao iguais quando possuem os mesmos elementos. 
A = B le-se: A e igual a B. 


Exemplo; 

Dados os conjuntosA — {1,3,5} e B = {x| x eimpar,positivo,menor que 7}, 
temos que: 

A = B. 


Desigualdade * 

Dois conjuntos sao diferentes quando existe pelo menos um elemento que per- 
tence a um dos conjuntos e nao pertence ao outro. 

A ^ B le-se: A e diferente de B. 


Exemplo: 

Dados os conjuntosA — {9,11,13,...} e B = {x | x e impar,positivo, maior ou 
igual a 7}, temos que: 


A^B. 
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15 


Rev£NDO a TEORIA DOS CONJUNTOS 


Resolvidos 


1 Utilizar os sfmbolos e e relacionando os elementos com os conjuntos A = {a, e, i, o, u} e 
8 = (b, c, d, f, 3). 

a)aeA b)ueB c)cefl d ) deA 

a) a G A b) u£B c) c 6 B d) d £ A 

S Representar, abreviadamente e por extenso o conjunto A dos multiplos negativos de 3. 

abreviadamente: A = (x | x < 0 e xż multiplo de 3} 
por extenso: A = {-3, -6, -9, -12, -15,...} 

3 Relacionar os conjuntos utiiizando os slmbolos = ou *. 

a) A = {1,3,5, 7} e B = (x | x t um nómero fmpar, positivo, menor que 9) 

b) A = (verde, amarelo) e B = (x I x e uma cor da bandeira do Brasii} 

a) A = {1, 3, 5, 7] e B = (1, 3, 5, 7}; portanto, A = B. 

b) A = fverde, amarelo} e B = (verde, amarelo, azul, branco}; portanto, A * B. 

4 Representar, usando um diagrama de Venn, o conjunto A dos nOmeros naturais primos menores 
do que 30, 



Propostos 

1 Utiiizando os sfmbolos 6 ou e, relacione os elementos com os conjuntos A = {1, 3,5, 7,...} e 
8 = {-1, -3, -5, -7, 

a) 3eA c)-1eA e)-3eB 

b) 5efi d) 7eA f)-7eA 

2 Represente, abreviadamente e por extenso, o conjunto A dado que: . 

a) os elementos de A sao as consoantes do nosso alfabeto 

b) os elementos de A sao numeros nao-negativos cuja escrita term! na em 0 ou 5, na ordem das 
unidadessimples 

3 Relacione os conjuntos utiiizando os simbolos = ou 

a) A = {0, — 1, - 2 , -3} e B = {x | x ź um numero positivo} 

b) A = {sabado, domingo} e B = (x | x t dla da semana) 

c) A = {RS, SC, PR} e B = [x | x t sigla de um estado da regiao sul do Brasii} 

d) A = {O, H) e B = {x | x ź um elemento que compóe a molćcula da śgua} 

4 Use um diagrama de Venn para representar o conjunto dos numeros inteiros n§o-negativos meno¬ 
res do que 100 e que sejam muftiplos de 11. 
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Inclusao — subconjuntos 

Um conjunto A esta contido em um conjunto B ąuando cada elemento de A 
tambem pertence a B. Neste caso dizemos que A e subconjunto de B. 

A C B le-se: A esta contido em B. ACB« (Vx) (x G A => x E B) 


Exemplo: 

Dados os conjuntos A = {1,3,5}e 
B = {0,1,2,3,4,5}, temos: 

{1, 3,5} C {0,1,2,3,4,5} ou 
A C B 



A negaęao da inclusao e representada por: 

A <L B le-se: A nao esta contido em B. A2B«3x£A|x®B 


Exemplo: 

Dados os conjuntos A = {0,2,4} e 
B = {1,2,3,4,5}, temos: 

{0,2,4} <t {1,2,3,4,5} ou 
A <L B, pois 0 6 A e 0 £ B 



Neste caso o conjunto A nao e subconjunto de B. 

Dizer que“A contem B" equivale a dizer que“B esta contido em A”. 

A D B le-se: A contem B. 


Exemplo: 

Dados os conjuntos A - {-1,0,1,2,3} eB = {-1,1,3}, temos: 
{-1,0,1,2, 3} 3 {-1,1, 3}ou 
A Z) B 


Dizer que“A nao contem B”ć o mesmo que dizer U £J nao esta contido em A”. 
A D B le-se: A nao contem B. 


ExempIo: 

Dados os conjuntos A = {-5,-3,-1} e B = {-5, -4, -3, -2, -1}, temos: 
{-5,-3,-1} D {-5, -4, -3,—2,-1}ou 
AD B 



Conjuntos 


REVEN0O A TEORIA DOS CONJUNTOS 




Resolvidos 


1 Utilizar os simbolos c ou <L, relacionando os conjuntos: A = (x | x ź letra do affabeto latino}; 
B = (a, e, i, o, u] e C = {x | x <Ł consoante do alfabeto latino} 

a) Aefi b) AeC c) BeA d) CeA 

a) AEB (nem todo elemento de A pertence ao conjunto fi) 

b) A 2 C (nem todo elemento de A pertence ao conjunto C) 

c) B c A (cada elemento de B tambem pertence ao conjunto A) 

d) C c A (cada elemento de C tambem pertence ao conjunto A) 

2 Utilizar os slmbolos D ou D, relacionando os conjuntos: A = {1, 2, 3, 5,8,13,21,...}, B = (3, 5, 8 } 
e C = (13,21, 34}, de acordo com cada item: 

a)AeS b) BeA c) CeA d)AeC 

a) A D B (todo elemento de 8 pertence ao conjunto A). 

b) B 3 A (nem todo elemento de A pertence ao conjunto 8), 

c) C 2 A (nem todo elemento de A pertence ao conjunto C). 

d) A D C (todo elemento de Cpertence ao conjunto A). 


Utilizando os sfmbolos c ou <Z, relacio- 
ne os conjuntos A = {x | x t um estado ffsi- 
co da matória}, B = {sólido, !lquido} e 
C = {liquido, gasoso}. 

a) Ae fi c) AeC 

b) fieA d) CeA 


Reunido 

O conjunto reuniao de A com B e formado pelos elementos que pertencem a A, 
a B ou a ambos. 


Propostos 

5 Utilizando os simbolos c ou <Z, relacio- 
ne os conjuntos A = {0, -1, -3, -5], 
8 = (-3, -5] e C = {0, -1}. 

a) Aefi c )AeC 

b) Se A d) Ce A 


A U B le-se: A uniaoB. 


* 

A U B = {x | x E A ou x € B} 


ExempIo: 

Dados os conjuntos A = {-3,-2, 
eB={-l,0,1}, temos: 

AU B = {-3, — 2, — 1,0,1} 


1 , 0 } 



Reyendo A TEORIA DOS CONJUNTOS 
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Conjuntos 







Intersecęao 

O conjunto intersecęao dc A comBć formado pelos elementos comuns aAcaB. 
A n B le-se: A intersecęao B. AnB = |x|x€Aex€B) 


Exemplo: 

Dados os conjuntos A = {-3, — 2, -1,0} e 
B - {-1,0, lJ,temos: 

An B = {-1,0} 



Conjunto vazio 

Conjunto vazio e o conjunto que nao possui elemento. 


0 ou {} le-se: conjunto vazio. 


Exemplo: 

Dados os conjuntos A = {0,-1, —2} e B = {1,2,3},temos: 
An B = 0 


Diferenęa 

O conjunto diferenęa de A e B e formado por elementos de A que nao perten- 
cem a B. 

* 

A - B le-se: A menos B. A — B = {x|xGAex€B} 


Exemplo: 

Dados os conjuntos A = {—4,—3, “2,— 1,0} 
e B - {-2,—1,0, l},temos: 
A-B={-4,-3} 




CONJUKTOS 


REVENDO a TEORIA DOS CONJUNTOS 


Complementar 

O conjunto complementar de B em relaęao a At dado por 
C A B = A - B (Condięao: B C A). 

C A B le-se: complementar de B em relaęao a A. 


Exemplo: 

Dados os conjuntos A = (—4, — 3, - 2, — 1, 0} e 
B = {-2, -1,0}, temos: 

C a B=A-B = {-4,-3} 




Resolvidos 


1 Dados os conjuntos A = {0,1, 2, 3, 4, 5}, B = {0, 2,4} eC = {1, 3, 5}, determinar os seauintes 
conjuntos: 

a) AuB b)AuC c) BuC d)AnB e) AdC OBnC 


a) A u B = (0, 1, 2, 3, 4, 5] (o conjunto reu- 
niao de A com Be formado pelos elemen- 
tos que pertencem ao A, ao Bou a ambos) 

b) AuC = {0,1,2, 3,4,5} 

c) B U C = |0, 1,2, 3,4, 5} 


d) A n B = {0,2,4} (o conjunto intersecęao 
de A com B e formado pelos elementos 
comuns ao A e ao B ) 

e) AnC = {1,3,5} 

f) B n C = 0 


2 Dados os conjuntos A = {-2, -1,0,1,2}, B = {0,1,2} e C = {0, -1, -2}, obter os conjuntos: 

a) C A B b)C A C c) C b A d)C c A 

3) C A B = A - B = {-2, -1} (o conjunto diferenęa t formado por elementos do A que nao 
pertencem ao B) 

b) C A C = A - C = {1,2} 

c) C 3 A = 0 

d) C c A = 0 



ropostos 

Dados os conjuntos A = {a, e, i, o, u}, B = {a, e, i} e C = {o, u], determine os conjuntos abaixo: 

a) A U B c) B u C e) A n C 

b) A u C d) A n 8 f) B n C 

Dados os conjuntos A = {0, -1, -2, -3, -4}, B = {0, -1} e C = {-2, -3, -4}, escreva os 
conjuntos: 

a) C a B b) C A C c) C^A d) C c A 



Revendo A TEORIA DOS CONJUNTOS 


Conjuntos 












Dados os conjuntos A = (membrana ceiular, citoplasma, nucleo}, 8 = (membrana ceiular, 
citoplasma) e C = (nucleo), escreva os conjuntos: 


a) C A 8 


b) C*c 


c) C«A 


d) CrA 


10 

11 

12 


(fatec-SP) O conjunto A tern 20 elementos; A n B tern 12 etementos e A u B tern 60 elementos. O 
numero de elementos do conjunto BŁ 

a) 28 b) 36 * c) 40 d) 48 t) 52 

I 

I 

(UFAŁ) Se A e B sao dois conjuntos nao-vazios tais que: 

A U B = (1, 2, 3, 4,5, 6 , 7, 8 ), A - B = (1, 3, 6 , 7} e B - A = (4, 8 ) 

Entao, A n B e o conjunto; 

a) 0 b) (1, 4 } c) ( 2 , 5) d) (ó, 7, 8 } e) (1,3,4, 6 , 7, 8 } 

(UCSal-BA) Tr£s conjuntos nao-vazios A, Be C sao tais que A = (0, 1 ), B u C = (0, 2, 3), 
A u B = (0,1, 2) e B n C = (0). Nessas condięóes, ć verdade que Sć o conjunto: 
a) (0,1} b) (0, 2) c) (0, 3} d> (1, 2) e) (1 , 3) 


2. Conjuntos numericos 

Os conjuntos numericos, na forma como estao organizados atualmente, sao o 
resultado de urna evoluęao cientifica e, como tal, podem sofrer inovaęoes que aten- 
dam a adaptaęao do homem ao seu mundo. 

Vamos analisar como evolutram os numeros no decorrer da historia. 

Conjunto Ndos numeros naturais 

No estagio das civilizaęoes primitivas (encontradas ainda hoje em alguns locais 
do planeta), as necessidades de contagem eram muito rudimentares, bastando a nu* 
meraęao que surgiu gradativa e naturalmente e que hoje representamos por 1,2,3,4, 
5,6,7,8e 9. 

Posteriormente, a ideia de “nao-existencia’’ foi representada pelo zero, que al¬ 
guns autores aceitam como numero natural. 

O mais importante e perceber quao maravilhosa foi essa criaęao do homem, pois 
com apenas dez simbolos conseguiu atender as necessidades da numeraęa® escrita e, 
com isso, resolver os problemas de operaęao. 

Atualmente esses algarismos combinados representam numeros que formam o 
que denominamos conjunto N dos numeros naturais. 

N = (0,1,2,3,4,...} 1 


Entre os subconjuntos de N, merece destaąue: 

N* = (1,2,3,4,...} 

► O sinal * significa que o zero foi excluido do conjunto. 



Conjuntos 


CORIUNTOS NUMŚRJCOS 









ResoMdos 


i 


a 


Enumerar os elementos, escrevendo os conjuntos: 

a) A={x|xeMe7^x<11]ouA = {xEN|7 ! Sx<11} 

b) B = {x|x = 2n 3 -1e1=en<5enEN}ou8 = {xGNIx = 2n 3 -1e1«n<5eneN} 


a) A = {7, 8,9,10} 

b) Como x = 2n 3 -1,1 «n<5eneN, temos: 
n = 1 =>x = 2(1) 3 - 1 - 1 

n = 2=>x = 2(2) 3 - 1 = 15 
n = 3 => x » 2(3) 3 - 1 = 53 
n = 4=»x=>2(4) 3 - 1 = 127 
Logo: B HI, 15, 53,127} 


Obter o valor numćrico da expressao 


y = 


a 3 + 3b 

(a - b) 8 ' 


para a 


= 5 e b = 


1. 


5 3 + 3 • 1 _ 125 + 3 _ J28 
(5 - I) 2 4 S 16 


3 Determinar tres numeros naturais e consecutivos cuja soma seja 33. 

Considerando tres numeros naturais e consecutivos (x, x + 1 e x + 2), temos: 
x + X + 1 + x + 2 = 33=s3x = 30=>x = 10 
Assim: x = 10, x + 1 = 11 ex + 2 = 12 
Portanto, os numeros sao 10,11 e 12. 


p 

ropostos 


13 

Enumerando os elementos, escreva os con¬ 

17 


juntos: 

a) A = {x e N | x < 5} 

b) B = {x 6 N15 =£ x « 9} 


c) C = (x e N* 1 xi par} 

d) D “ (x | x = 3n 8 - 1,2 n ^ 5 e n e N) 

18 

14 

Sendo a = 2 e b = 1 , determine o valor nu- 
mćrico das expressóes: 

a) y = a® + 2 ab + b 5 

b) y = (a - b ) 3 + a 3 + b 3 

19 

15 

Calcule o valor da expressao 5 x - 3 y + xy 
para x = 8 e y = 7. 


16 

Dź o conjunto verdade das equaę 6 es, no 
campo dos numeros naturais. 
a) 3x - 9 = 0 



b) 4{x - 1)= 1ó 

20 


c) 2x - 15 = 0 



d) (x - x : 2) : 3 - 1 



e) 3x + 2[x + (x+ 11 ) ■ 31 = 88 

f) x + 3(2x + 3(x + 4}] = 20 

Quantas raizes tern a equaęao 
(a s - 4) x = a - 2, quando a = 2? 

Determine os nOmeros naturais impares x 
tais que x > 5 e x< 12. 

* 

Se a mćdia aritmćtica de vśrios numeros e 
o quociente da soma desses numeros pela 
quantidade deles, determine a mśdia arit- 
mćtica dos numeros em cada item e indi- 
que as que representam numeros naturais. 

a) 2 e 8 

b) 3,4 e 8 

c) 8,9,10 e 5 

d) 6e7 

Se a mćd ia geometrica dos numeros a e b 
t -Ta • b, a mćdia geomćtrica dos nume¬ 
ros 50 e 18 1 um numero natural? 


Conjuntos numSrkos 
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Conjuntos 
























fil 

Se a soma das medidas dos lados de um 
triangulo retangulo £ igual a 12 cm, calcule 
a area desse triangulo, sabendo que esses 
numeros sao consecutivos. 

84 

fifi 

A media aritmćtica das idades dos 30 alu- 



nos de urna ciasse ć 18 anos. Qual ć a soma 



dessas idades? 

95 

23 

(UFCE) Um numero positivo W de dois alga- 
rismos £ tal que, ao inverterem-se os dois 
algarismos, o novo numero formado exce- 
de Nem 27 unidades. Se a soma dos alga¬ 
rismos de Nć igual a 11, qual o valor de N? 



(Santa Casa-SP) A media aritmetica dos 100 
numeros de um conjunto i 56. Retirando- 
se os numeros 48 e 64 desse conjunto, a 
mćdia aritmetica dos numeros restantes serś: 

a) 28 c) 38 e) 56 

b) 28,5 d) 48,5 

(Fuvest-SP) Um estudante terminou um tra- 
balho que tinha npśginas. Para numerarto* 
das essas pśginas, iniciando com a pśgina 
1, eie escreveu 270 algarismos. Entao o va- 
lor de n£-. 

a) 99 O 126 e) 270 

b) 112 d) 148 


Conjunto Z dos numeros inteiros 

Os numeros naturais comeęaram a ser insuficientes diante de casos como o das 
operaęóes inversas.Na subtraęao.por exemplo,nao havia possibilidade de se efetuar 
a operaęao quando o minuendo era menor que o subtraendo: 


5 



numero negativo (n§o pertencc ao conjunto dos naturais) 


Podemos dizer que os primeiros vestigios de numeros negativos foram encontra- 
dos nos trabaihos de Diofanto deAlexandria por vo!ta de 250 d.C. A ideia de negati- 
vo foi dificil de ser aceita, mas amadureceu com a colaboraęao de varios matemati- 
cos,principalmente Descartes e Newton. 

Os numeros negativos foram reunidos aos naturais, configurando o que chama- 
mos modernamente de conjunto Z dos numeros inteiros. 


Z = {...,-3,-2, -1,0,1,2,3,...} 


Alguns subconjuntos de Z merecem destaque: 

Z* = {...,-3,-2,-1,1,2,3,...} 

Z + = {0,1,2,3,...} (conjunto dos numeros inteiros nao-negativos) 

Z_ = {0, -1, -2, -3,...} (conjunto dos numeros inteiros nao-positivos) 

► Convencionaremos que o asterisco agregado ao simbolo de um conjunto nume- 
rico significa a supressao do zero desse conjunto; o sinal + indica a supressao 
dos numeros positivos; o sinal - indica a supressao dos numeros negativos; ain- 
da podemos ter as combinaęoes desses sinais: * com + e * com —. 


CONJUNTOS 
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CONJUNTOS NUMtSiCOS 









Reso!vidos 


1 Relacionar os elementos e os conjuntos dados, utilizando os simbolos eoue 
a)4eN b)-3eN* c) -óeZ 


d)feZ 


a) 4 E N (o numero 4 e um elemento do conjunto dos numeros naturais) 

b) -3 E N* (o numero -3 nao e um elemento do conjunto dos numeros naturais em que o zero 
e excluldo) 

c) -6 E Z (o numero -6 e um elemento do conjunto dos numeros inteiros) 

o o 

d) — E Z (o numero nao e um elemento do conjunto dos numeros inteiros nao-positivos) 


2 Determrnar, no campo dos numeros inteiros, o conjunto verdade da equaęao: 
(2x — I) 2 + 3(x + 1) = 7 

b ± -Ja 


(2x-1) b + 3(x+1)«7 
4x 2 — 4x + 1 + 3x + 3 = 7 
4x 2 - x - 3 = 0 
a » 4, b = -1 ec = -3 
A = b e - 4ac = (-1) 2 - 4 


Como 1 eZe-T^Z, entao: 

4 

V= {1} 


x = 


2a 


4 ■ (-3) = 49 


„ _ 1 ± V49 _ 1 ± 7 
8 8 


x' = 1 


X “ 4 


p 

'ropostos 

29 

26 

Relacione os elementos e os conjuntos da¬ 
dos, utilizando os simbolos e oug. 

a) 6eN e)5eW 

b) |eZ f) (2 + 3) e N* 



c) —12eN* g) {ó - 12) e Z! 



d) -~eZ- h) -7eZ+ 


27 

Calcule o va!or das express5es: 



a) 2x + 6, para x = -3 

30 


b) 3x 2 - 2x - 1, para x = -4 



c) 2 tc rCh + r), para h = 2 e r = 5 



3xV - 2xy* - xy 



d) - g 1 - - > P 31 ^ x = -1 e 

y=-2 

31 

28 

(Fuvest-SP) 0 valor da expressSo 



a 3 - 3a®xV, para a - 10, x = 2 ey = 1, Ł 

32 


a) 100 c) 250 e) -200 



b) 50 d) -150 



Determine, no campo dos numeros inteiros, 
o conjunto verdade das equaęóes: 

a) x 2 - 2(x + 1) = -2x + 7 

b) (x + 3) • (x - 2) = 0 

c) 2x® + 1 = 3x 

d) 3■ (2x-1) 2 -(2x + 1)-(2x- 1) = 2x +1 

e) 77T + ~- - 3 -.ondex.Oe 


Ache um numero cujo produto por 12 
seja igual ao mesmo ntimero aumenta- 
do de 22. 

A soma de tres numeros inteiros e conse- 
cutivos 1 36. Quais sao esses numeros? 


A soma de trfis numeros inteiros pares e 
consecutivos t 30. Quais sao esses nti- 
meros? 



Conjuntos num^ricos 


Conjuntos 
























Conjunto Qdos numeros racionais 

A ideia de medir esta ligada a de comparar,ou seja,quantas vezes uma determina- 
da distancia ou superficie e maior ou menor do que determinada unidade adotada 
como padrao. 

Se,por exemplo,tentarmos medir a altura de um predio com uma unidade como 
o metro, podemos obter eventualmente um numero nao inteiro e estariamos diante 
da ideia de uma fraęao de metro. 

O conjunto dos numeros racionais e formado por todos os numeros que podem 

ser escritos na forma —,onde a e um numero inteiro qualquer e b,um numero inteiro 

b 

qualquer diferente de zero. Ś indicado por Q e representado da seguinte forma: 



Todo numero racional tambem pode ser escrito na forma decimal, que pode ser: 
Exata: quando conseguimos representa-lo por um numero fmito de algarismos. 


ExempIos: 

3 6 3 • 

• 0,6 pode ser escrito na forma —, isto e, 0,6 = — = — ; 3 £ Z e 5 € Z* 

a 7 

• 7 pode ser escrito na forma —, isto e,7 = y;7 £ Z e 1 £ Z* 

a 18 

• 0,18 pode ser escrito na forma —, isto e,0,18 = ; 18 £ Z e 100 £ Z* 


Nao-exata,periódica:quando sua representaęao e periódica e possui um nume¬ 
ro infinito de algarismos. 


Exemplos: 

a 7 

• 0,777... pode ser escrito na forma —, isto e, 0,777... = —;7£Ze9€Z* 

a 13 

• 0,1313...pode ser escrito na forma isto e,0,1313...= ^-;13 ^Z e 99 € Z* 



CONJUNTOS 


CONJUNTOS NUMŚRICOS 




Resolvidos 


1 Calcular os valores racionais de: 


a) l + 4 


11 

12 


b)0,2-l + i 

b)0,2-| + i = 4-T + 4:- 


20 


10 10 

±+X 

20 20 


20 


10 


Determinar o numero racional — sendo: 


x = 


x = 


0,3+^ 

0,1 


0»3 + ~ 
0,1 


e y = 


2 —- 

2 


2 + X 
2 


LOSO:~ = 


II 

_2_ 

3 

5 


JL + 1 

JO 1 

10 

j>5 

6 


6 + 5 


11 


20 20 _ 11 

_L J_ 2 

10 10 


y = 


2 - _ 
__ 2 

2 + 4 


4- 1 


4 + 1 


3 

-1 = 1 

1 5 

2 


Propostos 


33 Calcule osvalores racionais de= 


,3 J 

a) 4 + 6 

K * 2 1,1 

b) 5 “ 6 + 2 


c) 1 - 0,1 


34 (Fuvest-SP) Calcule: 

a \ J__l 

a) 10 6 


d) 2 + 1,3 - 0,4 
} 5 * 4 10 

1+ f 

0-f-3 

2 - — 

4 


b) 


0,2 • 0,3 
3,2 - 2,0 


35 (Fuvest-SP) O va lor da expressao 


1 1 

para a = 2 -eb = yć: 


a + b 

1 - ab' 


a) 5 

b) 1 

c) 0 


d) 3 

e) 6 


36 (FAAP-SP)Expresse 


A = 


(-2)° ■ {—C—2) 3 ] • 5 

(-3)" 1 • C-C5-*>] 
numero racional inteiro. 


na forma de urn 


37 (Fuvest-SP) O vaior de (0,2) 3 + (0,16) s t. 

a) 0,0264 d) 0,2568 

b) 0,0336 e) 0,6256 

c) 0,1056 

* 

38 (Cessranrio-RJ) Considere a expressao 


0,999, 


1 + 1 
5 3 


y. Efetuando as opera- 


3 __ 

5 5 

ęóes indicadas e simplificando, temos: 

15 


a >ł 


d) 


e) 1 


CONJUNTOS NUMSRJCOS 



26 


COMJUNTOS 





















39 

40 


(Fuvest-SP) Calcule 



Simplifique; 



41 

42 

43 

44 


Calcule o valor racional de 


para x = 3. 


x + 


1 


, 1 

* + x 


(Fuvest-SP) Ache a mćdia aritmćtica dos 
3 13 1 

numeros 

(Fuvest-SP) Calcule o vaior numćrico de 


-x 2 + xy 


, para x = -0,1 e y = 0,001. 


Determine, em U = CJ, o conjunto verdade 
das equaęóes: 

i 

a) 3x + g- = x - 1 

b) — * * = x + 3 

, 4x + 1 , x + 3 

c) —-— + 


d) 


2 

x + 7 

4 


4 

x - 7 


3x + 1 
4 

6x + 1 


+ 4 


45 


46 


47 


48 


49 


(UFGO) Diminuindo-se 6 anos da idade de 

3 

minha fitha, obtćm-seos— de sua idade. A 

idade de minha fiiha, em anos, Ł-. 

a) 9 c) 12 e) 18 

b) 10 d)15 


Qual ć o numero que devemos acrescentar 

, 3 

a ambos os termos da fraęao y para que 
1 f 

ela se tome igual a 


(FGV-SP) Urn numero de dois algansmos t 

3 

tal que o algarismo das dezenas e igual a — 

doalgarismodas unidades. Se os algarismos 
forem permutados entre si, obtćm-se um nu¬ 
mero que ź 9 unidades maior do que o pri- 
meiro. Entao, a sonna dos dois algarismos ć. 

a) 8 c) 6 e) 7 

b) 5 d) 9 


(Cesgranrio-RJ) Um atleta, correndo com ve- 
locidadeconstante, completou a maratona 
em M horas. A fraęao do percurso que ele 
correu em 2M minutos foi: 




c> TT 

d) ik 


e) 


120 


(Fuvest-SP) A diferenęa entre y e seu 


valor aproximado 0,333 i igual a x% do va- 
lor exato. Entao o valor de x i: 

a) 0,0001 O 0,01 e) 0,3 

b) 0,001 d) 0,1 


Conjunto I R dos numeros irracionais 

Os numeros racionais nao solucionaram muitos problemas envolvendo a Geo¬ 
metria e a Aritmetica. Em determinadas figuras, alguns segmentos nao tern urna uni- 
dade de medida que caiba um numero inteiro de vezes em cada um deles; sao os 
chamados segmentos incomensuraveis. Os pitagóricos ja haviam acusado essa difi- 
culdade com relaęao a diagonal e ao lado do quadrado. 

Exemplificando, para um ąuadrado de lado 6 = 1 e diagonal d, temos: 

A t B 

Aplicando o teorema de Pitagoras no 
trianguloABC, obtemos: 

d 2 = l 2 + l 2 
d 2 - 2 

d = -Jl = 1,4142 ... € Q 
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CONJUNT05 NUMtKCOS 



























Fica evidente que nem sempre a raiz de um numero raciortal e um numero ra- 
cional. Para que a teoria dos numeros racionais evoluisse foi necessario o avanęo dos 
estudos sobre infinitos e geometria analitica. Foram gastos alguns seculos para que, 
entre tantas contribuięóes, chegassemos ao seculo XIX com Dedekind 0.W.R. 
Dedekind, 1831-1916) e Cantor (Georg Cantor, 1845-1918), dando um rigor cientifi- 
co a essa teoria. 

O conjunto II R dos numeros irracionais e formado por numeros cujas formas 
decimais nao sao exatas e nem periódicas. 


. Exemplos: 

■ O numero n = 3,141592..., resultado da divisao da medida do compri- 
mento de urna circunferencia peta medida do seu diametro. 

• O numero e = 2,718..., conhecido como numero de Euler (Leonhard 
Euler, 1707-1783). 

• Radicais do tipo -Jl = 1,4142...; V3 = 1,7320...; ^5 = 2,2360... 


Conjunto Rdos numeros reais 

O conjunto R dos numeros reais e formado pela reuniao do conjunto Q dos 
numeros racionais com o conjunto H R dos numeros irracionais. 


Exemplos: 

0;-3;0,13; 0,222...; 3,1010010001... ;V2 ; -4^259; e; -789 ;n 


Representaęao dos conjuntos numericos atraves de diagramas; 



Observe que o conjunto dos numeros irracionais e o complemento do conjunto 
dos numeros racionais em relaęao ao conjunto dos reais, e vice-versa. 


Conjuntos numEricos 
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Conjuntos 








Resolvidos 

1 Reiacionar os elementos e os conjuntos dados, utilizando ossfmbolos € ou £. 

a) 0,4 et) c) 0,444... e Q 

b) V2eQ d) -1 eR* 

4 

a) 0,4 g Q (o nu mero 0,4 = -^ ć elemento do conjunto dos numeros racionais) 

b) >/2 £ Q (o nu mero V2 nao pertence ao conjunto dos numeros racionais) 

4 

c) 0,444... e Q (o numero 0,444... = ę -1 elemento do conjunto dos numeros racionais) 

d) -1 G R* (o numero - 1 e elemento do conjunto dos numeros reais, em que o zero Ł exc!u(do) 

2 Assinalar com Vas sentenęas verdadeiras e com F, as falsas. 

a) N* C N d) Q- C Q + 

b) N <L l e) N c R 

c) Z+CZ 0 li c Q 

a) V{o conjunto dos numeros naturais sem o numero zero estś contido no conjunto dos numeros 
naturais) 

b) F( o conjunto dos numeros naturais estś contido no conjunto dos numeros inteiros) 

c) F(o conjunto dos numeros inteiros nao-negativos estś contido no conjunto dos numeros intei¬ 
ros) 

d) F(o conjunto dos numeros racionais nao-positivos nao estóconf/do no conjunto dos numeros 
racionais nao-negativos) 

e) V(o conjunto dos numeros naturais estś contido no conjunto dos numeros reais) 

f) \/(o conjunto dos numeros inteiros positivosestó contido no conjunto dos numeros racionais) 

3 Representar os segumtes conjuntos por extensao de seus elementos: 

a) A = {x G N I x ó] 

b) B = [x G Z | -4 < x « 2) 

c) C = (x € N I 2x - 1 = 7} 

d) D = {x G V I X* - 2x - 0] 

e) E = {x G R | x s - x + 1 =0} 

* 

a) A = (x G N I x. 6) 

O conjunto A e formado pelos nOmeros naturais menores ou iguais a 6, Assim: 

A = (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} 

b) 3 = [xeZ|-4<x«2) 

O conjunto Se formado pelos numeros inteiros compreendidos entre -4 e 2, exclusive o -4 
e inclusive o 2. Desse modo: 

B = {-3, -2, -1,0,1,21 

C) C = (x G N | 2x - 1 = 7} 

O conjunto C e formado por urn numero natural, raiz da equaęao 2x - 1 =7: 
2x-1=7=*2x = 7 + 1=>2x = 8=$x = 4 
Entao: C = {4} 
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d) D = {x £ Z* I x s - 2x = 0} 

O conjunto De formado peia raiz da equaęao x 5 - 2x = 0, elemento do conjunto dos nume- 
ros inteiros nao-nulos. 
x s - 2x = 0 

x' = 0 (nao convćm, pois x £ Z') 
x-(x-2) = 0C^ . „ 

x = 2 

Entao: D - {2} 

e) E - [x £ R | x s - x + 1 - 0} 

O conjunto Et formado por numeros reais, raizes da equaęao x 2 - x + 1 = 0, onde a = 1, 
b = -1 ec = 1. Assim: 

A-= b ! - 4 • a • c = (-1 )* — 4*1 • 1 = -3 

Como A < 0, a equaęao nao admite raiz real; entao o conjunto Et um conjunto vazio. 

E = 0 


4 


Racionalizaro denominador das fraęóes: 



b) 


2 + -73 

2 -73 


372 _ 372 

a) TT^/I = 1" 

* 

^ (2 + 75 ) (2 + 73) 4 + 473 + 3 , , , & 

b) (?w!j-few!) - 4 ^ 3 — * 7 + 473 

5 Determinar, em U = R, o conjunto verdade da equaęao x® - 2x — 1 = 0. 


a = 1, b = -2ec = -1 
A = b s — 4ac = (-2)® - 4 ■ 1 ■ (-1) - 8 

-b ± Ta 2 ± 78 _ 2 ± 272 x' = 1 + 72 
2a 2 _ 2 x" = 1 - 72 

v = {i - 72, 1 + 72} 


p 

ropostos 


52 

50 

Reiacione os elementos e os conjuntos da- 



dos, utilizandoos 

slmbolos £ ou £. 



a) 72 eR 

e) (0,2 • 0,1 )e Z* 



b) 0,333 e R 

f) -234 eZ. 



c) 7=3 eR 

3) 0,777... eR + 



d) (3 : 7)e R 

100 e ®' 


51 

Assinale com Vas sentenęas verdadeiras e, 



com E, as falsas. 


53 


a) N cl 

f)QCR 


b) N* <Z N 

3)^CQ 



c)N*CN 

h) Z + c Q+ 



d)Z. cl 

i) NCR 



z) Z- dl 

j) Ri C R 



Represente cada um dos sesuintes conjun- 
tos por extensao de seus elementos: 

a) A = [x € NI x ^ 4} 

b) G = {x e N 11 < x < 6} 

c) C = {x £ Z | x ^ -3) 

d) D = (x e Z* | -3 x *£ 1} 


Considerando Az B como subconjuntos 
nao-vazios de R mostre que t correto 
afirmar: 

C R (BuC R A)nC R (A-B) = 0 


CoNjUNros numEbicos 
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54 (UFU-MG) Sejam os conjuntos A e fi. Assi- 
nale a proposięao falsa. 

a) x € A - B»xGAex€B 

b) VA,VBtem-seA-BCA 
C) A C B => Ca 8 = B — A 

d) 3A|AuB = A 

e) VA, VB tem-se A C A e B C B 

55 (Mack-SP) Dados os conjuntos A, BeC, nao- 
vazios, sabe-seque AcB. Entaosempre 
se tem: 

a) A n C = 0 

b) A n B = 0 

c) B n C = 0 

d) A n B c C 

e) A n C c B 

56 Determine o valor das expressóes 

a) (5 - 72 f 

b) (3 + 72 f + (3 - 72)* 

c) 3 v/TÓÓÓ + Ve\~ 3Vaóoić 

d) 72 - (750 - 3718 + 5798) 

e) (277 + 573) ■ (277 - 573) 

0' (1 - 75) • (1 + Ta) 

g) (372 + 73 + i) • (72 - 273 - i) 

h) (ł/m — 72 + x) • (Tm + 72 - x), 
onde msO 


58 


59 


60 


61 


Racionalize os denominadores das fraęóes: 



b) 73 i 72 
,77 + 72 

c) 77 - 72 


(Fuvest-SP)Ovalordaexpressao — ź. 

72 - 1 

a) 72 d) -1 

c) 2 

(Mack-SP) -^-j= - 1 e igual a-. 

a) 72 d) 2 • (72 + i) 

b) -2 e) -272 

0 2 


Racionalize o denominador da fraęao 

1 

1 + 72 - 73 • 

(Fuvest-SP) Qua! ź o vafor da expressao 

73 + 1 , 73 -1 
73 -1 73 + 1 

a) 73 d) 2 

b) 4 e) 72 

c) 3 


Intewalos reais 

Os intervalos reais sao subconjuntos dos numeros reais. Serao caracterizados 
por desigualdades, conforme veremos a seguir. 

Considerando dois numeros reais, a e b, sendo a < b, temos: 


Intewalo fecbado 


a 


b 


R 


Notaęao: [a, b] = {x 6 R I a *£ x =£ b} 

A este inten alo pertencem todos os numeros compreendidos entre a e b, indu 
sive a tb. 
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Exemplo: 


2 




5 


Notaęao: [2, 5] = (x e R | 2 x *£ 5} 


*■ 

R 


A este intervalo pertencem todos os numeros compreendidos entre 2 e 5, inclu- 
sive 2 e 5. 


Intewalo aberto 


- o--—-O --- w- 

a b R 

Notaęao: ]a, b[ = {x G R i a < x < b} 

A este intervalo pertencem todos os numeros compreendidos entre a e b, nao 
incluindo nem a nem b. 

Exemplo: 



2 5 R 


Notaęao: ]2,5[= {x G R | 2 < x < 5} 

A este intervalo pertencem todos os numeros compreendidos entre 2 e 5, nao 
incluindo 2 e 5. 

Intewalo fecbado d esąuerda e aberto a direita 

- m o --- 

a b R 

Notaęao: [a, b[ = {x G R | a x < b} 

A este intervalo pertencem todos os numeros compreendidos entre a e b, inclu¬ 
indo a e nao incluindo b. 


Exemplo: 

2 5 *1* 

Notaęao: [2, 5[ - {x G R | 2 =£ x < 5} 

A este intervalo pertencem todos os numeros compreendidos entre 2 e 5, inclu¬ 
indo o 2 e nao incluindo o 5. 
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Interualo aberto a esąuerda efechado a direita 


a b R 

Notaęao: Ja, b] = (x£R|a<x«b| 

A este intervalo pertencem todos os numeros compreendidos entre a e b, nao 
incluindo a e induindo b . 

Exemplo: 

- Q ---* -► 

2 5 R 

Notaęao: ]2, 5] = {x E R | 2 < x ^ 5} 


A este intervalo pertencem todos os numeros compreendidos entre 2 e 5, nao 
incluindo o 2 e induindo o 5. 


Intervalos indicadospelo simbolo oo 


-- 0 - 

a 

—- ► 

R 



a 

R 

a 

"*R 

a 

*R 

R 


(infinito) 

Notaęao: ]a,+oo[ = (xeR|x>aJ 
Notaęao: ] - oo, a[ = {x € R | x < a) 

Notaęao: [a, + oo [ = (x £ R | x ^ a) 
Notaęao: ] - oo, aj = |x £ R | x 5 a) 
Notaęao: J - oo, + oo [ = R 


► 


— Os numeros reais a e b sao denominados extremos dos intervaios. 

— O intervalo e sempre aberto na indicaęao do infinito. 





Resolvidos 


1 Representar na reta real os inten/alos: 

a) I—1,3] = {xeR| -1 <x<3} 

b) [2, 6] = {x £ R | 2 *2 x =£ 6} 

c) ]-oo, 1[ = {x G R | x < 1} 


- O- 

-1 

^3 

—-► 

R 

9 

6 

- o—- 
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2 Escrever a notaęao para os sesuintes intervalos, representados na reta reah 


a) 

b) 

O 


-4 


J3 


a) ]3, 5] = {x G R I 3 < x =£ 5} 

b) [-4, 5] = (x G R i -4 x =s 5) 

C) [ V3, - {x G R | x 5= V3} 


R 


R 


R 


Propostos 

62 Represente na reta rcal os intervalos= 

a) [6, 8] = {x € RI 6 « x 8) 

b) ]—3, 5] = {x e R | -3 < x 5} 

c) ]—2, ó[ = [x G R | -2 < x < 6} 

d) [-1, 5[ = {x G R I -1 ^ x < 5} 

e) ]-oo, 1] = {xe R|x*s 1) 

f) ]4, + oo[ = {x G R | x > 4) 

3 ) Rt = JO, +ool = {x G R | x > 0} 

h) R! = ]-(», 0[ = {xgR|x<0] 

i) R+ = [0, + co[ = (x G R | X 5: 0} 

j) R* = {xgR|x*0) = R —(0) 
DR 

m) R_{1) 


63 Escreva a notaęao para os sesuintes inter- 
valos, representados na retaR. 


a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

f) 

3) 

h) 

i) 

j) 
0 

m) 


-4 


-1 


-Jś 


-i i 


S 


-100 


100 
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Unido e intersecęao de intervalos 

Aplicamos as definięoes de uniao e de intersecęao de conjuntos na representa- 
ęao grafica dos intervalos, projetando-os num mesmo eixo. 


Exemplos: 

Sejam os intervalos ] —3,2] e [1,3]: 

a)j-3, 2] U [1, 3] 

-3 -2 -1 0 

Reta real —|-■-< f- 

]- 3 , 2 ] -4 -— 

i 

[1,3] —|- 

i 

3-3, 2] U [1,33 —*> - 


Entao: ]—3,2] U [1,3] = ]— 3,3] 


b)]-3, 2] n [1,3] 

-3 -2 -1 0 

Reta real —|-'-'-«- 

i 

* 

3-3,2] - 


[1,33 


3-3,2J n [1,33- 

Entao: ]-3, 2] n [1,3] = [1,2] 




Determine a intersecęao dos sesuintes in- 
tervalos: 

a) [1,3] n [2,5] 

b) [—2, 3] n [0,6] 

c) 3-3,23 0 [2,5) 

d) 31,33 0 1-00,8] 

e) [-1,3] o ]0, +«»[ 



Propostos 

64 Determine a uniao dos sesuintes interva!os: 

a) [1,3] U [2,5] 

b) 3-1,4] U [3, 7] 

c) ]2,4[U[1,3[ 

d) [-5, 5] U [0, 3[ 

e) l-oo,!] u [1,3] 
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F i cłra-re sumo 


r Conjuntos: operagoes 

AUB = |x|xGAoux6B( 
AnB = |x|x€Aex€B) 


A-B={x|x€Aex€B} 
C A B = A - B, onde B C A 


r Conjuntos Numericos - 

Conjunto dos numeros naturais 

Conjunto dos numeros naturais nao-nulos 

% 

Conjunto dos numeros inteiros 
Conjunto dos numeros inteiros nao-nulos 
Conjunto dos numeros inteiros nao-negativos 
Conjunto dos numeros inteiros nao-positivos 
Conjunto dos numeros racionais 


N = {0,1,2,3, 


N = {1,2,3,...} 


Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...1 


Z = 1..., —3, —2, — 1,1,2,3, ...J 
Z + = {0,1,2,3. .4 
Z- = {...,-3,-2,-1, Oj 
Q = {x|x = -g;aEZebE Z*} 


O conjunto H R dos numeros irracionais e formado por numeros cujas formas de- 
cimais nao sao exatas nem periódicas como,por exemplo: \/2 = 1,414...; -Ji~ 1,732...; 
jc = 3,141592...; e = 2,718... 

O conjunto R dos numeros reais e formado pela reuniao do conjunto dos nume¬ 
ros racionais Q com o conjunto dos numeros irracionais n a . 



r Conjuntos numericos: 
diagramas 


Intewalos reais - 

Dados os numeros reais a e b, tais que 
a < b 

[a, b]-{x€R|a<x«b) 

]a, b[ = {x E R | a < x < bj 
[a, b[ = {x 6 RI a x < b} 

]a, b] = {x E R | a < x *£ b) 

(a, +<»[ — {x E R I x Sf aj 
]-oo, a] = {x€R|x«a} 

]a, + oo[ = {x E R | x > a} 

]-oo, a[ = (x E R | x< a} 


a 

b 





a 

b 


a 

- w- 

b 


a 

~b 


a 

a 

a 

--c -fr- 
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Complementares 

66 Relacione os elementos e os conjuntos da¬ 
dos, utilizandoos slmbolos G ou G. 

a) 4 eN 

b) -7 e N 

c) 0 e N* 

d) (5 - 8)eZ 

e) yCZ 

f) 0,3 e Q 

g) V=5eR 

h) -0,1 e 0 

i) - 1/2 eR 

j) 0eR + 

67 Assinale com V as sentenęas que estSo em 
concordćincia e, com F, as que estao em 
discordSncia: 

a) NKZ 

b) N C Z + 

c) Q C R 

d) N* (Z R 

e) Z c Q 

0 C+ C R + 

68 (UFMG)SeA-|xeR|x>|j, 

B = jx G R)x <-|j e 
C-{x£Rl|«x«f}. 

entao (AuC)nBć: 

a) jx G R | x < -|j 

b) jx e R|x*s-|j 

c) {xeR||*=x<§} 

d) |x G R | x -|j 

e) |x € R11 x «j 


69 (Santa Casa-SP) Sejam os conjuntos 
X = {x |x GZ e |x + 1| < 3} e 

y = {y | y G Z e |2y| > 1). O numero de 
elementos do conjunto X n y Ł 

a) 1 d) 5 

b) 3 e) maior que 5 

0 4 

70 (Cesgranrio-RJ) A intersecęao do conjunto 
de todos os inteiros multiplos de 6 com o 
conjunto de todos os inteiros multiplos de 
15 1 o conjunto de todos os inteiros multi¬ 
plos de= 

a) 3 d) 45 

b) 18 e) 90 

c) 30 

71 (UFU-MG) Dados os conjuntos: 

D = divisores de 24 (divisores positivos> 

M = multiplos de 3 (miiltiplos positivos) 

S - DOM 

n = numero de subconjuntos de S 
Portanto, nt igual a: 

a) 64 d) 8 

b) 16 e) 4 

c) 32 

72 (Vest.Unif.RS) Dados os conjuntos: 

M a = {n * a I n G N} e Mjj, = {n • b 1 n G N}, 
com a e b naturais nao-nuios, entao M # ć 
subconjunto de M b sempre que: 

a) a for menor que b 

b) b for menor do que a 

c) a for divisor de b 

d) b for divisor de a 

e) a e b forem pares 

73 (PUCCAMP-SP) Considerando N = {0,1, 2, 

3,...} e, ainda, A = jx e NI = n, n € N J 

B = {x G N | 3x + 4 < 2x + 9), podemos 
afirmar que ; 

a) A U B tern 8 elementos 

b) A u B = A 

c) A n B = A 

d) A n B possui 4 elementos 

e) n.d.a. 



Conjuntos 
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74 (UFRGS) Acondięao necessória e suftciente 
para que A C B, B C C e C C A t. 

a) A=B = C = 0 

b) A = C = 0 

c) A = B = C 

d) C = 0 

e) A = C 

75 Represente os seguintes conjuntos por ex- 
tensao de seus elementos: 

a) A = {x e N | x « 4} 

b) B = (x € N | 2 < x =£ 6} 

c) C — {x G Z | -2 « x < 0) 

d) D = {x € N | x* - 4X - 5 = 0} 

e) E = {x € R + I 2x s + x = 0} 

f) F = {X € QI -3x* + 2x = 0} 

76 (MACK-SP) Sejam os conj untos: 
A={xeR10^x^3),B={xeRlx^3} 
e C = {x 6 RI -2 =£ x 3} 

O conjunto (8 - A) n C t. 

a) 0 

b) {x € R | x < 0} 

c) {x € R I x > -2} 

d) {x e R | -2 *s x < 0} 

e) {x G R | -2 < x < 3) 

77 (UFU-MG) Sejam A, fie Ctres conjuntos em 
um universo U. Qual a altemativa falsa, den- 
tre as seguintes relacionadas? 

a) CCA n B) = Ca u Cb 

b) A u (A n B) c A 
C) A n (A U B) C B 

d) A n (B u C) = (A n B) u (A n C) 

e) A u (B n O = (A u B) n (Au C) 

78 (Fatec-SP) Em cada urna das altemativas a 
seguir tem-se um universo U e seus 
subconj untos, nao-vazios, X, YeZ. Assina- 
le a a!temativa onde a regiao coforida re* 
presenta (X u Y) n Z. 



b) 


c) 


d) 



79 (Vunesp) Um tecnico de laboratório mani- 
puia dois recipientes que contćm misturas 
das substdncias A e B. Embora os volumes 
das misturas sejam iguais, num dos recipi- 

i 

entes a proporęao de A para B Ł ^ (urna 
parte de A para duas de B), e no outro e 

3 

—. Se eie juntar os dois conteudos num 

unico recipiente, qual passarś a ser a pro¬ 
poręao de A para £t? 
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0,3 - j 

86 

80 

(Fuvest-SP) + 0,036 :0,04 = 



a) 8,95 d) 0,04 

b) 0,95 e) 8,85 

c) 0,85 



81 (UFmG) O valor da expressao 

_s 

4 • (0,5) 4 + 7025 + 8 _5 i. 


a) ł 

b >i 

C) ł 


d) i 

e) 2 


82 (FCC) A expressao75000 + 7500 £ isuala: 

a) óo 72 d) 5 * (lOTs + 75) 

b) ó075 e) 10 ■ (75 + 572) 

c) 10755 

83 (UEŁ-PR) O valor da express<5o 


V2 


1 


1 


1 + 72 2 + 72 


Ł 


a) -JS d) ^ 


w 4 

c) o 


e) 2 


84 (Fuvest-SP) Dividir um nu mero por 0,0125 
equivale a multiplicś-lo por: 

1 


a) 


125 


b >I 

c) 8 


d) 12,5 

e) 80 


Jn98+ o 30 

85 (Fuvest-SP) Simplificar y ^— = 


rida representa: 


a) (E n F) n G 

b) EnG 

c) C r EUF 


d)(EnG)-F 
e> E-G 


87 (Unicamp-SP) Após ter corrido y de um 

percurso e, em seguida, caminhadoyj- do 

mesmo percurso, um atleta verificou que 
ainda faltavam 600 metros para o finał do 
percurso. 

a) Qual o comprimento total do percurso? 

b) Quantos metros o atleta havia corrido? 

c) Quantos metros o atleta havia cami- 
nhado? 

88 (PUC-SP) Se a = 16 e x = 1,25, quanto vale 
a*? 

a) 02 d) l6s/2 

b) 32 e) 64 

c) 20 


89 Simplificando a expressao 

com n e N, obtemos o va!or : 

a) 1 d) 0 

b) 3 e) 9 

c) 2 


90 (Mack-SP) O valor da express8o 
(3- 1 + 2- 1 )' 1 ■ 2'* t-. 


iBr + 1 


- 9" 


IV! 


o& 

a >f 

d) 2 9 

i 

a) 

2 9 

b)| 

«(W 

b) 

O 2® 


c) 


5^2 

2 

372 

5 

5^/2 
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91 (UFSC-SC) o nGmero 310 1 dividido em 3 

parcelas de modo que a segunda t Igual a 

3 5 

■g da primeira, e a terceira ź igual a y da 

segunda. Calcule a menor dessas parcelas. 


92 (UEL-PR) Racionalizando 
obtćm-se: 


a) 72 

b) 2>/2 

c) 372 

0,3- 

93 (Fuvest-SP) — 

a) 8,95 

b) 0,95 

c) 0,85 


7T8 + 272' 

d) 472 

e) 572 

+ 0,036 : 0,04 e igual: 

d) 0,04 

e) 8,85 


94 (Fuvest-SP) Calcule o valor numćrico de 
— X - + ^ para x = -0,1 ey - 0,001. 


95 (Fuvest-SP) 

a) Qual a metade de 2“? 

£ 

b) Calcule 8 3 + 9 0 - 5 . 


96 (Fuvest-SP) Um nadador, disputando a pro- 
va dos 400 metros, nado !ivre, completou 
os primeiros 300 metros em 3 minutos e 
51 segundos. Se este nadador mantiver a 


97 


mesma velocidade mćdia nos ultimos 100 
metros, compfetarś a prova em: 

a) 4 minutos e 51 segundos 

b) 5 minutos e 8 segundos 

c) 5 minutos e 28 segundos 

d) 5 minutos e 49 segundos 

e) 6 minutos e 3 segundos 


(Fuvest-SP) Dados dois numeros reais a e b 
que satisfazem as desigualdades 1 a « 2 
e 3 s b s 5, pode-se afirmar que: 



2 

5 

2 

3 


d) 1 1 1 

J 5 b 2 

e) — 5 

ej 2 b 3 



(UCSal-BA) Sobre as sentenęas 

w- 


u. 312.3*=318 



32a 5 
243b 10 ' 


com b * 0 


t correto afirmar que: 

a) somente I e verdadeira. 

b) somente II e verdadeira. 

c) somente III t verdadeira. 

d) somente I e II saoverdadeiras. 

e) I, II e III sao verdadeiras. 


* 
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Hm mina m4ts 



O corpo 
em numeros 

Observar o corpo hu mano sob 
o aspecto numerico tambem e uma 
maneira de conhece-lo meIhor. 
Respeitando a individualidade de 
cada ser e considerando os va~ 
lores medios podemos desta- 
car afguns numeros do corpo 
humano. 


Veias e arterias 

Sao 97 000 quilÓmetros de veias, 
artórias e vasos capilares. Se fossem 
alinhados, eles dariam 2,5 voltas em torno 
da Terra. As arterias menores se contraem e 
relaxam num periodo entre 2 e 8 segundos. 
As plaquetas sangmneas — moiśculas 
responsaveis pela coagulaęao — vivem 
apenas dez dias. 


Silhueta humana mostrando o slstema circtilatórlo 


Scott CamazinB/Stock Pfcotos 






Cerebro e neurónios 


0 cśrebro do homem pesa cerca de 
1,4 quiio e o da mulher 1,25 quilo e 
abriga 25 bilhoes de neurónios 
Efes ficam fixos na camada 
superficial, chamada córtex, 
que tem apenas 1,3 a 1,4 
milimetro de espessura. 

As suas “pernas” 

{axónios), que 
transmitem os sinais 
elśtricos, podem ter 
ató 1 metro. A 
velocidade do impulso 
nervoso varia 
conforme a espessura 
das fibras nervosas e 
sua funęao: as 
sensaęoes de pressao 
e tato passam por 
fibras de 8 micrometros 
(1 metro dividido por 1 
mtlhao), a urna velocidade 
de 50 metros por segundo. Jś 
a dor e a temperatura vtajam 
por fibras de apenas 3 
micrometros, a 15 metros por 
segundo. 



Cerebro humano representado em um trabalho 
de computaęao grafica 


* 


Adaptado da Revista Superinteressante, Sao Paulo, 
Abril, n. 10, ano 9,1995, p. 41. 
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Funęoes 


^P > e.rtincitu.o& a h ;h ą contHniAaAe nnica 
cAantaAa e spec u Ahh* ąhą, cnjo futuro £ 
Mfaisńeć. t toAos os estaglos Aa vlAa — 
ecotogia, economia, sańAt — esta 
cootnmAaAe At Aestcno £ nma rtaiiAaAt. 
Z>evetttOS traAaZi-Ła agora tut Htua 
reattAaAe cnttnrat/ assunu-Ca 
AttttitraAamtnU no ęnt en cAaatańa nma 
potftłca Aa wAa. 


Franęois Mitterrand (1916-1996) 



1. Pre-requisitos para o estudo 
de funędes 

Produto cartesiano 

Par ordenado 

Entendemos por par ordenado um conjunto de dois elementos, sendo: 

f' - J 

(a, b) = (c, d) <=> a = c e b = d 
Notę que (a, b) = (b, a) ^ a = b. 

Exemplos: 

a) (3, b) = (a, -5) para a=3eb = -5 

b) (5, y + 1) = (x - 1,4) 

para x — 1 = 5, ou seja, x = 6 e para y + 1 = 4, ou seja, y = 3 


Considerando dois conjuntos, A e B, nao-vazios, chamamos de produto cartesiano 
de A por B o conjunto indicado por A X B, fbrmado por todos os pares ordenados, nos 
quais o primeiro elemento pertence ao conjunto A e o segundo pertence ao conjunto B: 

r- - - ' ' ' "" Mr 1 

A X B = {(x,y)| x€Aey€B) 

——■— ■ I 

Notaęao:A X B 
< Leitura: A cartesiano B 
Elemento: par ordenado (x, y) 


Exemplo: 

Dados os conjuntos A = {5,6} e B = {2,3,4}, vamos determinar o produto 

cartesiano A X B: elementos do A 

a) na forma tabular J J J J J 

A X B = {(5,2), (5,3), (5,4), (6, 2), (6, 3), (6,4» 

t_ł_i_f_ i _i 

elementos do B 

Observe que os primeiros elementos dos pares ordenados pertencem ao 
conjunto A e os segundos elementos pertencem ao conjunto B. Esta for¬ 
ma de representaęao e denominada forma tabular. 
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b) na forma graiica 
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Observe que, para rcprcscntar graficamente o produto cartesiano A X B, 
os elementos do conjunto A sao dispostos no eixo das abscissas (horizon- 
tal) e os elementos do conjunto B, no eixo das ordenadas (vertical) estan- 
do,cada par ordenado do produto, associado a urn unico ponto do grafico. 



Resolvidos 

1 Dados os conjuntos M = (1, 3, 5} z N = {2, 4}, determinar o produto cartesiano M X N e N X M 
nas formas: 

a) tabuiar b) grafica 

a) forma tabuiar 

M X N = {(1, 2), (1, 4), (3, 2), (3, 4), (5, 2), (5, 43} 

N X M - {(2, 1), {2, 3X (2, 5), (4, IX (4, 3X (4, 5)} 

I b) forma grśfica . 

M x N * y N x M y 


(1,4) (3,4) (5,4) 


P i 

jci-» 


4—ł-^-h 


1 2 3 4 5 


Notę que M x N * N xm, 


5 

4 

3- 

2 

1 


(9,5) 


1(2,3} 


T 


t 


0 


4—f 

1 2 


4- 

3 


(4,5) 

* 


|C4 r 3) 

* 

i 

i 

4--- 

4 


X 
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2 Considerando os conjuntos A = {x £ ZI -2 *£ x « 1) e 8 ~ {3,4), determinar A x B nas formas: 

a) tabular b) grśfica 

Inicialmente, enumeramos os elementos do conjunto A 
A = {x £ Z I -2 <£ x * 1J => A = {-2, -1, 0, 1} 

B = {3, 4] 

a) Na forma tabular, temos= 

A X 8 = {(-2, 3), (-2,4), (-1,3), 

(“1, 4), (0, 3), (0,4), Cl, 3), (1,4)} 

b) Na forma grśfica, temos: 


Notę que os pontos de absdssa igual a 
zero pertencem ao eixo y. 

3 Determinar o produto cartesiano dos conjuntos: 

a) [2, 5] x (1} c) [1, 3] x [2, 5} 

b) (3, 4} X (-1, 3] d) ]-2,1] X [3, 5[ 

a) y 


i 


(-2,4) (-1,4) 

(0,4) (1,4) 

y ^ 

1 * 

i i 

j(-$,3)j(_— 1,3) 

1 

1 

(0, 3)^(1,3) 

i 

ł t 

i i 

ł T 

i f 

ł * 

i 

i 

i 

i 

i 

i t 

I i 

l i 

i i 

ii 1 

i 

i 

i 

i 

i 

1 * 

i ł 

i 

i 

i i 

i t 

i i 

t 

f 

X 

=2 -1 0 

1 


c) 


» 

! * 


1 3 


b) 



d) 


j 

i 

5 


9-r-sr j 

i 

i 


! 

i 

4 

? 3 

t 

i 

i 

i 

i 

i 

■ 


i' 

-2 

1 


Nos exemplos ced, o produto cartesiano dos mten/alos e representado pelo conjunto de 
pontos que formam a figura colorida. 


P 

ropostos 

100 

99 

Dados os conjuntos A = {3, 5, 6} e 



B ={1,4}, determine a forma tabular dos 



produtos: 
a) A x B 



b) B x A 



Dados os conjuntos E » {x e N | x 2}, 

F = {4, 5} e (3 = {-1, Oj, determine a for¬ 
ma tabular dos produtos: 

a) E x F 

b) FxE 

c) Fx G 

d) E x G 



Pn£-BEQUisrros para o estudo de funcOes 
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101 Considerando os conjuntos C = {1, 4, 5} e 
D = {2, 3}, determine a forma grśfica dos 
produtos: 

a) C X D 

b) D x C 


102 Considerando os conj untos 

A= {x G Z | -5 x =£ -2} e B = {-1,2,3}, 
determine a forma grafica dos produtos: 

a) A X B 

b) B X A 


103 SendoC = (xeN|2«x«4)e 

I D = {x £ L | -1 s x < 3), determine a 
forma grśfica dos produtos: 
a) C x D b) D X C 

104 Determine o produto cartesiano dos con- 
I juntOS: 

a) [-1, 4] X {6} 

b) {2; 2,5; 3} X [1, 5[ 

c) [1, 4] X [2, 6] 

d) }-3, -1[ x ]2,6[ 

e) jl, 3] X [3,5[ 


Relaęao bindria 

Considerando dois conjuntos,,4 e£,nao-vazios,chamamos de relaęao binaria de 
A emB qualquer subeonjunto do produto cartesiano A x B. 

Por convenęao,chamamos deje os elementos do conjuntoA e dey os elementos 
do conjuntoB. 


Exemplo: 

Dados os conjuntos A = {1,2,3} e B = {4,6,8}, efetuando o produto car¬ 
tesiano A X B, temos: 

AXB= {(1, 4), (1,6), (1, 8), (2, 4), (2,6), (2, 8), (3, 4), (3, 6), (3, 8)} 

Vamos considerar urna relaęao binaria R do produto cartesiano A X B, em 
que, por exemplo, j e o dobro de x. 

Em simbolos: 

R = «x, y) € A X B | y = 2x} 

* 

Le-se: Relaęao R formada por pares ordenados (x, y), pertencentes ao pro¬ 
duto cartesiano A X B,tal quey = 2x. 

R = {(2, 4), (3,6)} 

Quando e posslvel expressar genericamente os elementos x e y dos pares 
(x, y) de R atraves de uma equaęao como a do exemplo, y — 2x, chamamos 
essa equaęao de lei de correspondencia ou simpiesmente lei da relaęao R. 


Esta relaęao pode ser representada por diagrama de flecbas. 
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Diagrama de flechas 



O conjunto D dos primeiros elementos dos pares de R recebe o nome de domi¬ 
nia da relaęao e o conjunto B, de contradommio (CD): 

D = {2, 3} 

CD = {4, 6, 8} 

Os elementos do conjunto B que participam da relaęao formam um conjunto 
denominado conjunto imagem da relaęao (Im): 

Im = {4, 6} 


Grdjtco cartesiano 

O grafico cartesiano dessa relaęao sera 
constituido apenas pelos pontos correspon- 
dentes dos pares ordenados (2,4) e (3, 6), es- 
tando cada par associado a um unico ponto. 

No eixo das abscissas (horizontal) marca- 
mos os elementos do conjunto/I; no eixo das 
ordenadas (vertical),os elementos do conjun¬ 
to B. 




I C 



ResoIvidos 

1 Dados os conjuntos A = { -1, 0,1, 2} e B = (0, 1, 2, 3, 4, 5} e a relaęao 
R = {(x, y)eAxBly = x + 1), determinar: 

a) os pares ordenados da relaęao R 

b) o conjunto dominio e o conjunto imagem 

c) o diagrama de flechas 

d) o grafico cartesiano 


Pre-requisitos para o estudo de FUNCÓES 
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a) inicialmente, vamos determinar os pares ordenados (x, y), atraves da lei de correspondencta 
dos elementos: y = x + 1, onde x g A e y g B. 

x=—i=>y=-i+i=0eB, entao (-1, 0) e R 

x = 0=>y = 0 + 1 = lEB, entao, (0,1) E R 

x — 1 =5 y — 1 +1 = 2eB entao (1, 2) £ R 

x = 2=ty = 2 + 1 = 3 £ B, entao (2, 3) G R 

R = {(-1,0), (0,1), (1,2), <2, 3)} 


b) D = {-1,0,1, 2) e Im = (0, 1,2, 3} 

c) Dtagrama de flechas 




2 Dados os conjuntos M = {-3, -2, -1, 0,1} e N = {1, 2, 3,5, 6} e a relaęao 
R = {(x, y) e M X N I y = x s + 1}, determinar: 

a) os pares ordenados da relaęao R 

b) o conjunto dominio e o conjunto imagem 

c) o diagrama de flechas 

d) o grśfico cartesiano * 

a) Determinaęao dos pares ordenados da relaęao: 

x = -3 => y = (-3)® + 1=9 + 1= 10, mas (-3,10) e S, pois o nurnero y = 10 nao 
pertence ao conjunto N. 

x = -2 => y = (-2)® + 1 - 4 1 1 = 5 e N, entao (-2, 5) E R 

x= -1 =s y = C—1)® + 1=1+1=2 g N, entao (-1,2) e R 

x = 0 =»y = (0>® + 1 = 0 + 1 = 1 G N, entao (0,1) 6 R 

X = 1 => y = (1)® + 1 =1 + 1 = 2 G N, entao (1, 2) G R 

Logo: 

R = 8-2, 5), (-1,2), (0,1), (1,2)} 
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b) D = (-2, -1,0,1}elm = {1,2, 5] 

c) Diagrama de flechas 



Propostos 

105 Dados os conjuntos 
A= {-2, -1,0,1, 2} e 

8 = (-1, 0,1, 2, 3, 4, 5} e a relaęao 
R - {(x, y) G A x 8 I y = x + 2}, 
determine: 

a) os pares ordenados da retaęao R 

b) o conjunto dominio e o conjunto ima- 
gem 

c) o diagrama de flechas 

d) o grafico cartesieno 

106 Dados os conjuntos 

M = {-2, -1,0, 1,2, 3} e 
N = {-1, 0, 2, 3,5} e a relaęao 
R = {(x, y) G M x N | y = x ! - 1), 
determine: 

a) os pares ordenados da relaęao R 

b) o conjunto dominio e o conjunto ima- 
gem 

c) o diagrama de flechas 

d) o grśfico cartesiano 
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Considerando a relaęao 
R = 

e os conjuntos E = {-3, -1,1, 3, 5} e 
F = (-2, -1, 0,1,3,5), determine os pares 
ordenados da relaęao. 

Dados os conjuntos C = {0, 2, 4, 6, 8} e 
D = {1, 5, 9,13,15,18} e a relaęao 
R = ((x, y) e C x D l y = 2x + 1), determi¬ 
ne o conjunto dominio e o conjifhto ima- 
gem da relaęao. 

Considerando a relaęao 
R = [(x, y) G I x J | y = x®] e os conjuntos 
t = {-2, -1,0,1,2,3} e 
J = ( -1,0,1,2, 4, 6), faęa o diagrama de 
flechas da relaęao. 

(Cesgranrio-RJ) 

SeA = {1,2}u{xeR|2<x<3} 
e B = {x G R11 ^x«2) desenhe o grśfi- 
co de A x B. 


{ 


(x, y) G E X FI y = 


x - 1 
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2. Funęoes 

Considerando dois conjuntos,4 e B, nao-vazios e uma relaęao binaria de A em B, 
dizemos que essa relaęao e funęao de A em B se, e somente se, a cada elemento x do 
eon juntom corresponder um unico elementowy do conjunto B. 

f: A —» B le-se: / e funęao de A em B. 

Ou, no caso de ser possi've! escrever uma lei de correspondencia atraves de uma 
expressao matematica: 

y = f(x) le-se: y e funęao de x, com x e A e y 6 B. 


Exemplo: 

Vamos considerar algumas relaęoes representadas pelos diagramas de fle- 
chas e ver quais delas representam uma funęao: 



R, e funęao de A emfl,pois a cada 
elemento do conjunto A corres- 
ponde um unico elemento do 
conjunto B. 



R, nao e uma funęao de A em B, 
pois o elemento 4 do conjunto A 
possui dois correspondentes em B 
(2 e - 2). 



R 5 e funęao de A em£,pois a cada 
elemento do conjunto A corres- 
ponde um unico elemento do 
conjunto B. 



R 4 nao e uma funęao de A em B, 
pois o elemento 6 do conjunto A 
nao possui correspondente no 
conjunto B. 
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Domini o, contradominio e imagem de umafunędo 

Ao considerarmos uma funęao f: A -» B, temos que: 

D(f) = A le-se: o domfnio da funęao / e igual ao conjunto A. 

CD(f) = B le-se: o contradominio da funęao/e igual ao conjunto B. 

Im(f) C B le-se: o conjunto imagem da funęao/esta contido no contradominio B. 

O conjunto formado pelos elementos do conjunto B, que estao em eorrespon- 
dencia com os elementos do conjunto A, recebe o nome de conjunto imagem da 
funęao / 


ResoIvido 

DadososconjuntosA = {~2, -1,0,1}eB = {-5, -2,1,4, 5, 6} e a relaęao 
R = {(x, y) e A x B! y = 3x + 1}: 

a) deterrninar a relaęao R em forma de pares ordenados 

b) construir um diagrama de flechas 

c) verificar se essa relaęao e uma funęao. Em caso afirmativo deterrninar os conjuntos D(f), CDCO 
e lm(f) 

a) y = 3x + 1 

X = -2 => y = 3 ■ (-2) + 1 = —6 + 1 = -5 e B, entao (-2, -5) e R 
x « -1 =>y = 3 • C-1) + 1 = -3 + 1 =-2 6 B, entao(-1, -2) G R 
x = 0 y — 3 • (0) +1 = 0 + 1 =1 6 B, entao (0,1) E R 
X = 1 => y = 3 • (1) + 1 = 3 + 1 = 4 £ B, entao (1, 4) £ R 
R= {(-2, —5), {—1, -2), (0,1), (1, 4)f 



c) A relaęao Rt funęao de A em B, pois a cada elemento de A corresponde um unico elemento 

de B. Assim: 

■ 

D(f) - A, CD(f) - B e lm(f) = (-5, -2,1, 4} 

Observe que o conjunto imagem, lm(f), sempre esta contido no conjunto 3, mas nem sem- 
pre e iguat ao conjunto B. 



FuncOes 


FuNęOES 









Imagem de um elemento 


A cada elemento ar pertencente ao dominio de uma funęao y = f(x) corresponde 
um unico valor dej do contradommio dessa funęao, denominado imagem de ar pela 
funęao /. 

Exemplo: 

Considerando a funęao f(x) = 2x 2 + 1, temos: 

• f(l) = 2 • (l) 2 +1=2* 1 + 1 — 2+1 = 3 (a imagem de 1 pela funęao 
fć f(l) = 3) 

• f(—2) = 2 • (— 2) 2 +l=2*4 + l= 8+ l = 9(a imagem de —2 pela 
funęao/e f(-2) = 9) 

• f(3) = 2 ■ (3) 2 + 1 = 2*9+1 = 18+1 = 19 (a imagem de 3 pela funęao 
/ef(3)= 19) 

Como x representa todos os elementos do dominio da funęao, o seu valor varia. 

Como para cada elemento a: do dominio ha uma imagem y no contradommio, o 
valor de y tambem varia, e varia na dependencia de x. 

Dai chamamos a: de variavel independente ej de variavel dependente. 


Raiz ou zero de uma funęao 


Dada uma funęao / de A em B, chamamos raiz (ou zero) da funęao f todo ele¬ 
mento de A cuja imagem e zero. 

Exemplo: 

Na funęao f: IR -» R dada por f(x) - x 2 — 3x — 10, temos: 

(—2) e raiz de f, pois f(—2) = (—2) 2 — 3 * (—2) — 10, ou seja,f(—2) = 0 

4 nao e raiz de/,pois f(4) = 4 2 — 3 * 4 — 10,ou seja,f(4) =s* 0 

5 e raiz de f, pois f(5) = 5 2 - 3 * 5 - 10, ou seja, f(5) = 0 

* 

► Se o grafico de uma funęao/tern ponto no eixo Ox,entao esse ponto tern orde- 
nada nula; logo, a abscissa dele e raiz de f. 


a,bec sao raizes de f. 



X 


Fun<;0es 



Func;ó£S 




Resolvidos 


i 


Dados os conjuntos A = {1,2,3) e B = {2,3,4,5,6) e a relaęao R = {(x, y) e A x B | y = x + 3} ( 
pede-se: 

a) determinar a relaęao em forma de pares ordenados 

b) construir o diagrama de flechas 

c) verificar se essa relaęao i uma funęao de A em fi 


a) y = x + 3 

x = 1 => y = 1 -t* 3 — 4 € B, entao(1, 4) e R 

x = 2=*y = 2 + 3 = 5GB, entao (2,5) £ R 

x = 3=>y = 3 + 3 = 6eB, (3, ó) € R 

R = CO , 4), (2, 5), (3,6)} 



c) Esta relaęao £ uma funęao de A em fi, 
pois a cada eiemento do conjunto A 
corresponde urn unico eiemento do 
conjunto fi. 


2 Considerando a funęao f: R R, onde f(x) 
a)f(0> b)f(1) 

a) f(0) = 3 ■ 0 - 1 = 0 - 1 = -1 

b) fH) = 3 ■ 1 - 1 = 3 - 1 = 2 


= 3x - 1, determinar: 

Ofl) 



Propostos 

111 Quais das seguintes relaęóes de A em 6 sao funęóes? 



t 


fuNęóES 
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Fui^oes 











112 Dados os conjuntos A = {—1,0,1, 2,3} 
e B = [-3, -2, -1, 0,1,2} e a relaęao 
R = {(x, y) G A X B | y = x - 2}: 

a) determine a relaęao em forma de pares 
ordenados 

b) construa um diagrama de flechas 

c) identifique se essa relaęao i urna funęao 

113 Dados os conj untos 

M = {-2, -1, 0,1, 2, 3} e N = {0,1,2, 3,4] 
e a relaęao R = {(x, y) G M X N | y = x + 2}: 

a) determine a relaęao em forma de pares 
ordenados 

b) construa um diagrama de flechas 

c) verifique se essa relaęao e uma funęao 

114 Considere as funęóes f; R -4 R e esboce o 
grófico cartesiano. 

a) f(x) = 2x + 3 c) f(x) - x® 

b) f(x) = -x + 4 d) f<x) = -2x* + 4 

115 Dada a funęao / por f(x) = y = 3x - 9, 
com x G R e y G R determine: 

a) K-1) c)f(3) 

b) KO) d) f(y) 

116 Considerando a funęao f(x) = y = 5x® + ó, 
com x e R e y e R determine: 

a) f(-4) c) ffe) 

b> «3) d) f( t/2 ) 


117 

118 

119 

120 

121 

122 


Dada a funęao f(x) = y = x 9 - x, com x e R 
e y e R calcule: 

K1) + 3ft-1)-5fC3) + KO) 

Considerando a funęao f: R -»R, onde 
f(x) = 4x - 3: 

a) calcule o va!or de k de modo que 
fCk) =1 

b) calcule a raiz de f 

Determine, se houver, as raizes das funęóes 
de R em R dadas pon 

a) ftx) = x 

b) f(x) = 18 - 4x 

c) g(x) = x e - 10x + 25 

d) f(x) = (x - 2)* - 9 

e) h(x) = x ! - x + 3 

f) g(x) = x® + x + ~ 

(Mack-SP) Na funęao deR->R, definida por 
IW - 3x + 1, calcule -< 

lUo 

(PUC) O grśfico da funęao quadrćtica 
f(x) = x® + ax + 3 passa pelo ponto 
P(1, 2). Determine o valor de a. 

(Fuvest-SP) Se f(x) = ^ quanto vale 
f (t/7)? 


Qualidade de uma funęao 

Funęao injetora 

Seja/ uma funęao de A em B (f: A B). Se para quaisquer elementos distintos 
do eon junto A (x, * x 2 ) correspondem elementos distintos do conjiintojS/y, * y 2 ), 
dizemos que a funęao e injetora (ou injetiva). 


Exemplo: 

Dados os conjuntos A = {-1,0,1,2} e 
B= {—l^^.S.llj.yamosdeterminar 
a funęao f:A —> B definida pela lei 
y = 3x + 2. 



No diagrama de flechas, notamos que elementos distintos do conjunto A 
correspondem a elementos distintos do conjunto B. Entao, a funęao e injetora. 

_ t 
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Funęao sobrejetora 

Seja/uma funęao de A emB (f:A B).Dizemos que/eumafunęao sobrejetora 

(ou sobrejetiva) se o conjunto imagem for igual ao conjunto B. 

Im(f) - B ou Im(f) = CD(f) 

Exemplo: 

Dados os conjuntos 
A = {—2, —1,0,1,3}eB = {0,1,4,9}, 
vamos determinar a funęao f;A —> B 
onde y — x 2 para x£Aey6B. 



Observando o diagrama de flechas,notamos que cada elemento do conjunto Se 
imagem de pelo menos um elemento do conjunto A ; logo, o conjunto imagem da 
funęao / e o próprio conjunto B e,portanto, a funęao e sobrejetora. 

Funęao bijetora 

Uma funęao /de A em B (f:A -» B) e bijetora (ou bijetiva) ąuando e,ao mesmo 
tempo, injetora e sobrejetora. Nesse caso, para elementos distintos do conjunto A 
correspondem elementos distintos do conjunto B (funęao injetora) e Im(f) = B (fun¬ 
ęao sobrejetora). 

Exemplo: 

Dados os conjuntos A = {—3,0,1,4} 
e B = (0,3,4,7}, vamos determinar a 
funęao f:A -» B, definida pela lei 
y = x + 3 para xGAex£B. 



ResoIvidos 


1 Classificar as funęóes abaixo, em injetora, sobrejetora ou bijetora. 



FukOes 


FuncOes 













Injetora, pois elementos distintos do 
conjunto A estao em correspondencia 
com elementos distintos do conjunto 6. 


Sobrejetora, pois o conjunto imagem da fun¬ 
ęao e o próprio conjunto B. 



Bijetora, pois para elementos distintos do 
conjunto A correspondem elementos 
distintos do conjunto 3 e lm(f) = B. 



Nao e injetora, pois pelo menos um elemento 
de B e imagem de mais de um elemento de 
A. Nao e sobrejetora, pois o conjunto ima¬ 
gem da funęao nao e o próprio conjunto B, 


2 


Classificar as funęóes representadas graficamente em injetora, sobrejetora ou bijetora. 





Bijetora, pois para valores distintos quais- 
quer do eixo x correspondem valores dis¬ 
tintos do eixo / e o conjunto imagem .da 
funęao e o próprio conjunto dos reais. 


• A funęao e sobrejetora, pois 
lm(f) = CD(f) = R„ 

• Nao e injetora, pois pelo menos um ele¬ 
mento Cy') do CD(f), e imagem de dois 
elementos distintos (x, e \) do D(0 


Funcoes 
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Funcoes 





















Propostos 

123 Classifique as funęóes representadas nos 
diagramas em injetora, sobrejctora ou 
bijctora. 



124 C1assifique as funęóes representadas graf i - 
camente em injetora, sobrejetora ou 
bijetora. 




125 (Cesesp-PE) Sejam: A o conjunto dos auto- 
I móveis matriculados na cidade de Recife e 
I 8 o conjunto dos dfgitos de 0 a 9. 

I Considere a funęao f: A B definida por; 

I fCx) i o ultimo dlgito i direita na matrlcula 
I do automóvel x. 

I Assinale, dentre as alternativas abaixo, a 
I correta: 

a) fi funęao injetiva 

b) fćumafunę3osobrejetiva 

c) fćumafunę3obijetiva 

I d) a imagem de f e o conjunto {0,1,2,3} 
e) a imagem de fi o conjunto 
9,3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) 

126 (UFF-RJ) Sendo R o conjunto dos numeros 
I reais e a aplicaęao f; R -» R definida por 
I f(x) = x s , podemos afirmar que f: 

a) ć sobrejetora e n3o injetora 
I b) i bijetora 

c) i sobrejetora 

d) i injetora 

e) n£o i injetora nem sobrejetora 
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127 


(Cesesp PE) N representa o conjunto dos numeros naturais. Considere a funęao s: N -»N defi- 
nida por: 


s(x) 


se xt um numero par 

X + 1 

— — , se x e um numero fmpar 


O que de verdadeiro podemos afirmar a respeito da funęao s? 

a) a funęao st injetora d) a funęao s t injetora e nao ć sobrejetora 

b) a funęao s nao e sobrejetora e) a funęao s ż sobrejetora e nao e injetora 

c) a funęao s i bijetora 


Dominia de unia funęao real 

Consideraremos que o dominio de uma funęao /, D(f), salvo indicaęao em con- 
trario, e o subconjunto de R, formado por todos os valores de x para os quais as 
operaęoes indicadas nas expressóes sao possiveis, resultando um numero real. 

Tal funęao, na qual o dominio e subconjunto de R,e chamada de funęao real. 

E possivel determinar o dominio de uma funęao real, conhecendo apenas a lei 
de correspondencia entre seus elementos. 

Veja alguns casos notaveis: 

1 Q caso Quando a variavel aparece no denominador de uma fraęao. 

Comtięao: o denominador de uma fraęao deve ser diferente de zero. 


Exemplo: 


3 + x 


Determinar o dominio da funęao f(x) = — _ - . 

‘ 5 

Como 2x — 5 & 0 tem-se 2x ^ 5 ou x ^ , entao, D(0 


-f 


x e R l x * — 


2 2 caso Quando a variavel aparece no radicando de um radical de indice par. 

Condięao: o radicando de um radical de indice par deve ser um nume¬ 
ro maior ou igual a zero (positivo ou nulo). 


Exemplo: 

Determinar o dominio da funęao f(x) 


V2x — 6 


Como 2x — 6 0 tem-se 2x 5* 6 ou x s* 3, entao, D(f) = {x € R | x ^ 3}. 


FuncOes 
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3 Q caso Quando a variavel aparece no radicando de urn radical de indice par e 
esse radical esta no denominador de urna fraęao. 

Condię&o: este caso e a reuniao dos dois primeiros casos; logo, o radi¬ 
cando deve ser maior que zero. 


Exemplo: 

Determinar o dominio da funęao f(x) = ~^ + • 

Como x + 2 > 0 tem-se x > -2, entao, D(f) = {x E R| x > -2}. 


Resolvido 


Determinar o dominio das seguintes funęoes: 


a) f(x) = X 3 + x 

a) f(x) = x 3 + x 


b) ftx) = 


2x - 1 

3x + 4 


Como nao ha restrięao para o dominio da 
funęao f(x) = X 3 + x, o dominio e o con¬ 
junto dos numeros reais; D(f) - R. 

2x - 1 


b) ąx) = 3x + 4 

Temos; 3x + 4 # 0 


3x * -4 


Logo: D(f) 


={ 


x *-y 


X € R [ X * - ~ 


X + 1 

V4x + 4 


c) f(x) = V-3x + 15 d) fcx) = 

C) f(x) = V-3x + 15 
Temos: -3 + 15 > 0 
-3x 3= -15 =* 3x 15 ^ x =s 5 
Logo: 0(f> = {x e RI x « 5} 

d) f(x) = ~ 7 ~~ + \ 

V4x + 4 

Observe que o radicando nao pode ser ne- 
gativo, pois o indice do radica! e par, 
Temos.- 4x + 4 > 0 => 4x > -4 => x > -1 
Logo: D(f) = {x e R | x > -1} 


Propostos 
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Determine o dominio das seguintes funęoes: 
a) f(x) = x e - 3x + 2 

b >« x > = TTT 

c) f(x) = Vx - 6 


d) f(x) = V4x + 8 
x + 1 


e) f(x) = 




129 Determine o dominio das seguintes funęóes: 
a) f(x) = ^x 

2x - 1 


b) ftx> = 


V-5x + 10 


c) f(x) = V-5x + 7 


130 


131 


132 



d) f(x) = 1 

-3x+ 1 


e) Kx) = 


7x+ 10 


(PUC-SP) Seja a funęao 7deD= {1,2,3,4,5} 
em R definida por f(x) = (x - 2) (x - 4). 
Determine o seu conjunto irnagem. 

Seja a funęao f, definida por = „ x ~ 

2x - 1 

cujo conjunto irnagem i (-2, -1, 0,1,2}. 
Gual o seu dominio? 

(PUC) Qual o dominio de 

f = J(x,y)£RxR|y = 


4 -x 5 
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Funęao inversa 


Considere a funęao f:A —» B, bijctora. Chama-se funęao inversa de /a funęao 
g: B A quando e somente quando f(m) = n equivaler a g(n) = m, quaisquer que 
sejam m e A e n E B. Indicaremos a funęao inversa de /por f“ *. 

Exemplo: 

Saodadosos conjuntosA= {1,2,3} e B = {3,4,5},sendo f: A B definida 
pela lei f(x) = x + 2. 

Fazendo a representaęao def:A-» Bem diagrama de flechas e pares ordena- 
dos, temos: 

f= {(1,3), (2,4), (3,5)1 



A funęao inversa de/,f 1 : B A e obtida invertendo a ordem dos elementos 

de cada par ordenado da funęao f:A -> B. 

f“‘ = t(3,1), (4,2), (5,3)} 



Para obter a lei de correspondencia entre os elementos da funęao f 1 : B -> A, 
basta trocarx pory na lei de correspondencia da funęao f: A —» B e isolarj'. 

Trocando x por y, em y = x + 2, temos: 

x = y + 2 

Isolandojy,vem: 

y = x - 2 lei de correspondencia da funęao f -1 



Fun<;Oes 
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Resolvidos 

* 

1 Detemninar a lei da funęao inversa de cada funęao dada por; 



a) y = 2x - 4 


a) y * 2x - 4 

Trocando xpor y, temos; 
x = 2y — 4 
Isolandoy, vem; 

x + 4 
Y = 2 

Logo, y = — g - e a lei procurada. 


b) y = Pa fa * 561 


Trocando x por y, temos; 


Isolandoy, vem: 

X (y - i) = (y + 2) xy - x = y + 2 => xy - y = x + 2 => y(x - 1) = x + 2 
=> y = yr|, para x * 1 

Neste caso, a lei da inversa e igual a da funęao dada. 

2 Dada a funęao f por f(x) = 3x - 2, calcular f “ '(4), 

lnirifilnrw>nte calculamos f -1 (X); 



Logo; f"’(4) = =» f"'(4) = 2 


Propostos 


^ Dada a funęSo f por f(x) = x + 6, calcule 
f -1 (4). 


133 Determine a lei da funęao inversa de cada 
funęao dada por: 


136 i Considerando a funęao f dada por 
f(x) = 2x + 1, calcule f _1 (3). , 


a) y = x 4- 5 

b) y = x - 4 

c) y = 3x 


137 Determinef 1 (2) + f 1 (-2), sabendoque 
I f(x) = 3x + 1. 


138 (Santa Casa-SP) Se f" 1 e a funęao inversa 
I da funęao f, de R em R, definida por 
f(x) = 3x - 2, entaof -1 (-1K igual a. 


d) y * 2x - 1 


134 Determine a funęao inversa de cada fun¬ 
ęao dada por; 
a) y = 4x + 2 


a) -1 






c> y = frpf para * # 
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Funędo composta 


Vamos observar um evento das atividades da tecnologia e, assim, estabelecer um 
exemplo que nos de a ideia de funęao composta. 

Um laboratório de provas submeteu um determinado carro a um teste de consu- 
mo relacionado com o custo do combustivel. Os resultados foram tabulados da se- 
guinte forma: 

Tabela 1 


Percurso (km) 

Consumo (0 

10 

' 

1 

20 

2 

30 

3 

40 

* J 


A lei que define o consumo cm funęao do percurso e:f(x) = 0,lx 

Tabela 2 


Consumo (£) 

Custo (R$) 

1 

12,00 

2 

24,00 

3 

36,00 

4 

48,00 


A lei que define o custo em funęao do consumo e: g(x) = 12x 

Tabela 3 


Percurso (km) 

Custo (R$). 

j 10 

12,00 j 

j 20 

24,00 ! 

30 

36,00 ] 

40 

48,00 


A partir das funęoes obtidas, temos a relaęao percurso e custo, que chamaremos 
de funęao composta, 

i 
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Observe os valores da tabela 3 e notę ainda que a lei que define esta funęao e 
h(x) = 1,2x, obtida fazendo a composięao entre as funęoes g(x) e f(x), isto e, aplican- 
do a funęao / a x e depois aplicando a funęao g a f(x). Em simbolos: 

g o f(x) = g[f(x>] = 12[f(x)] 
g o f(x) = 12(0,1 x) 
h(x) = g o f(x) = 1,2x 

Em diagramas: 


Percurso Custo 



Observe que CD(f) = D(g) 

Funęao composta e su a tinguagem format 

Considerando as funęoes f:A —> B e g: B —» C, temos que a funęao composta de 
g com /e a funęao g o f: A —» C, sendo (gof)(x) = g(f(x)). 



Fun<;óes 
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Resoiviclos 

1 Dadas as funęoes feg de R em R defmidas por: 

f(x) = x + 5 e g(x) = x s - 1, determine as funęoes compostas g o f e f o g. 

(3 o f) (x) = g[f(x)] 

Sendo s(x) - x s - 1, entao: 
g O fCx) = Sfe)] = (fCx)f - 1 

Como f(x) = x + 5, temos: => g o f(x) = s[fCx)] = (x + 5) s - 1 => g[f(x)] = x ? + I0x 4- 25 - 1 
=>S[f(x)] = x 2 + I0x + 24 
Enquanto que; 

(fog)(x) = f[g(x)] 

Sendo f(x) = x + 5, entao 
(f o g) (x) = flg(x)]] = g(x) + 5 
Como g(x) = x s - 1, temos: 

(fog)(x) = f[g(x)] = x s -1+5 = x a + 4 

2 Sabendo que D(f) = R - {1, 2) e que f(x) = ~ determinar f[f(x)]. 

X I 

M = 1 1 

X - 1 1 

fl<»>i -rnrrr 

x - 1 

w>oi =tzt 

x - 1 

im] - 

» 

3 Dadas as funęoes f(x) = 1 - 2x e g(x) = 2x + k, determinar o vaior de Jtde modo que 
ftg(x)i = simi 

Calculamos f[g(x)J: f[gCx)] = 1 - 2[g(x)] = 1 - 2[2x + k] = 1 - 4x - 2k 
Calcu lamos g[f(x)j: g[f(x)J = 2[f(x)] + k = 2(1 - 2x) + k = 2 - 4x + k 
Sendo ffg(x)] = g[f(x)], temos: 

1 - 4x — 2k = 2 - 4x + k 
-2k — k = 2 - 1 — 4x + 4x 
—3k = I 



FuNęOES 
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Propostos 


139 Determinealeiquedefineafunęaogof e 
f o g ern cada ca$ 0 : 

a) f: R -» R, sendo fCx) = 2x 

S; R -* R, sendo s(x) = 4x + 1 

b) f: R -»R, sendo f(x) = ó — x 
g: R -> R, sendo g(x) = 6x + 3 

140 Determine a lei que define a funęao g o f 
dadas as funęóes: 

f: R — {2} —^R — (-3), sendo f(x) = x - 5 

1 


g: R - (-3} -> R, sendo $(x) = 


x + 3 


141 Determine a iei que define a funęao f o g, 
dadas as funęóes: f: R* R, sendo 
f(x) = x- 5eg = R- {-3} -> R*, 


sendo g(x) = 


x + 3 


14S 


143 


144 


145 


Dadas as funęoes f(x) = —x - 3 e 
3 (x) = 4x + k, determine o valor de k de 
modo que f o 3 = g o f. 

Dadas as funęoes 

f(x) = 5x - 3, g(x) = x* - 1 e h(x) = 2x® 

a) simplifique a expressao dada por 
ffh(x>] - 4g(x); 

b) calcule x, para que f[h(x)] - 7. 

(UA-AM) Se fz 3 sao funęoes, tais que 
f(x) = 2x - 3 e flg(x>] = x, entao g(x) e 
igual a: 
x + 3 

a V 2 

b) 3x + 2 

,_1 

C) 2x - 3 
d) 2x + 3 

(PUCCAMP-SP) Dadas as funęóes reais 
f(x) = ■ ~ x * 1 e g(x) = 2x - 4, o 
valor de (f o g)( 2 ) + (g o f) e igual 3 : 


a) 7 

b) 0 

c) -9 


d) -7 

e) n.d.a. 


146 


147 


148 


149 


150 


151 


(ITA-SP) Sejam f(x) = x® + 1 e g(x) = x-1 
duas funęóes reais. Definimos a funęao 
composta de fegcomo sendo 
(3 o f) (x) = g(f(x». 

Entao, (3 o f) (y - 1), ć igual a: 

a) y® - 2 y + 1 

b) <y - 1 )® + 1 

c) y® + 2 y - 2 

d) y® - 2y + 3 

e) y® - 1 

(FUABC-SP) Se f(x) = 2x + J , entao 


f(ftx)) vale: 
a) 1 


b) 


X - 2 

2x + 1 


x - 2 

d) x 

e) * + 1 


x - 2 


(Fuvest-SP) Se f: R -ł R e da forma 
f(x) = ax + b e verifica f(fCx)) = x + 1 para 
todo x real, entao a e b valem, respeetiva- 
mente: 

1 


a) 1 e 

b) -1e| 

c) 1 e 2 


d) 1 e -2 


e) 1 e 1 


(U.E.Maringś) Sejam fz 3 funęóes defini 

1 _ _ „2 


das por f(x) = x _ 1 
determine o valor de 


e g(x) = X* + 2, 


f [sQ)] + s[f(V5 + 1 )] 


(PUC-SP) Sendo f(x) = 3x - 2, 

g(x) = 2x + 3 e b = f(a), entao g(b) vale: 

a) óa - 4 d) óa - 6 

b) 5a + 1 e) 5a - 2 

c) 3a - 2 


(Mack-SP) Se f(x) = 3 e g(x) = x®, entao 
f(s00) ć igual a: 

a) 9 

b) 3 

c) 3x® 


d) 9x® 

e) x® 


Funęoes 
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runęoes 

Ficha-resumo 


* Produto cartesiano -v 

AXB = {(x t y) |x€Aey€B}] 

Considerando dois conjuntos, A e ZJ,nao-vazios, chamamos produto cartesiano de 
A por B o conjunto indicado por A X B, formado por todos os pares ordenados, nos 
quais o l a elemento pertence ao conjunto A e o 2“ elemento pertence ao conjunto B. 
v____ d 


s Relaędo bindria —■- 

Considerando dois conjuntos,/! e B, nao-vazios,denominamos relaęao binaria de 
A em B qualquer subcon junto do produto cartesiano A X B 

- S 


s- Funęóes -\ 

f: A —» B ou y = f(x), dado que x € A e y € b] 

Adotando dois conjuntos, A e B, nao-vazios e uma relaęao binaria de A em B, 
dizemos que essa relaęao e funęao de A em B se, e somente se, a cada elemento do 
conjunto A corresponde um unico elemento do conjunto B. 

Assim sendo, temos que: 

Domtnio da funęao D(f) = A 

Contradorninio da funęao CD(f) — B 
Imagem da funęao Im(f) C B 

<--- J 


s Funęao injetora --\ 

Se para quaisquer elementos distintos do conjunto A (x, ^ x 2 ) correspondem 
elementos distintos do conjunto B (y, * y,). 

___' 


^ Funęao sobrejetora ---—\ 

Se o conjunto imagem e igual ao conjunto — B. 

- ' 


f Funęao bijetora ---\ 

Se,ao mesmo tempo, e injetora e sobrejetora. 

I ___' 



Fun^Oes 
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Domtnio de uma funędo real - 

l a caso Quando a variavel aparece no denominador de uma fraęao. 

Condiędo: o denominador de uma fraęao deve ser di fe ren te de zero. 

2 U caso Quando a variavel aparece no radicando de um rad i cal de indice par. 

Condiędo: o radicando de uni radical de indice par deve ser um numeru 
maior ou igual a zero. 

3 U caso Quando a variavel aparece no radicando de um radical de indice par e 
esse radical esta no denominador de uma fraęao. 

Condiędo: este caso e a reuniao dos dois primeiros; logo, o radicando 
deve ser maior que zero. 


s Funędo inuersa - 

Considerando a funęao f:A -> B 
bijetora, cham ani os funęao inversa de 
/ a funęao g: B —» A, cal que f(m> = n se 
e somente se g(n) = m para todo 
ni G A e para todo n G B. 


^ r Funędo composta - 

Considerando as funęóes f: A —¥ B 
cg: B-» C, temos que a funęao com¬ 
posta de g com / e a funęao 
g o f: A —»C.sendo (g o f)(x) = g[f(x)]. 


Complementares 

152 SendoA=[xeN|1six<3}e 

B = (x e Z I -2 x 0), determine a 
forma tabular e grafica dos produtos car- 
tesianos; 

a) A X B b) B X A 

153 Considerando a relaęao 
R = |(x, y) e A X B | y 


2x + 1 1 

2 i 


e os conjuntos A = 



B = 


-ł' 0 - 2 ' 3 ' 4 ' 5 }- 


determine: 


a) pares ordenados da relaęao R 

b) conjunto dominio e conjunto imagem 

c) diagrama de fleches 

d) graficocartesiano 

e) se essa relaęao e uma funęao 


154 


155 


156 


Dada a funęao f(x) = x 2 - 3x, determine: 


a) f(-3) 

b) m 

c) m 



e) 


f(4) - fC-4) 
2 


Em cada caso, calcule k para que 10 seja 
uma rai z da funęao f. 

a) f(x) = x + k 

b) f(x) = x - k 

c) f(x) = kx - 8 ł 

d) f(x) = (x - 2k) • (x + 2k) 

A parabola da figura e o grafico da funęao 
f. Quais sao as raizes de f ? 



Ex£Rdcios Complementares 
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157 Encontre o dominio das seguintes funęóes: 
a) fCx) = x 3 - x 
x + 3 


b) = 


x- 8 


c) f(x) = V5x - 15 
e) f(x) = ^2x -ó 

158 Determine a lei da funęao inversa de cada 
funęao dada por: 

a) y = -x 4* 8 

b) y = 3x - 5 
2x + 1 


c) y = 


2x - 1 


9 — x 

d) y = - + 4 


165 (PUC-SP) Sejam as funęóes dadas por 
ftx) = 3x — 2 e g(x) = 2x + 3. 

Se b = f(a), entao g(b) vale: 

a) 6a — 1 

b) 5a + 1 

c) 3a - 2 

d) 6a -ó 

e) 5a - 2 

166 (UECE) Sejam f, eg funęóes deR em R de- 
finidas por f(x) = x s - 1 e g(x) = 2x + 1. 
Entao a funęao composta f o g assume o 
menor valor em um ponto do intervalo; 


a) 1-1,0[ 

b) ]0,1[ 


C >]M 


159 Calcule f ’(3) + f 1 ( —3), sabendo que 

ty ^ 4 + X 

K*> - 7=7- 

160 Determine a leiquedefineafunęaogofe 
f o g em cada caso: 

a) f: R -»R, sendo f(x) = 3x - 1 
g: R -»R, sendo g(x) = 2 - 2x 

b) f;R- {-1,0,1 }->R- {-1,0,1),sen¬ 
do Kx) = x s 

g:R - {— 1, 0,1} —>R - {-1,0,1}, 
sendo g(x) = ~Ą~ 

161 Dadas as funęóes f(x) = 4x - k e 

g(x) = 1 - x, determine o valor de k de 
modo que f o g = g o f. 

162 Se f(x) = 3x + 2, determine: flf(x + 1)3 

163 (PUCCAMP-SP) A lei que associa cada par 
ordenado de numeros inteiros estritamente 
positivoscomoseu maximodivisorcomum: 

a) t urna funęao sobrejetora, mas nao e 
injetora 

b) nao representa uma funęao 

c) e uma funęao bijetora 

d) e uma funęao injetora, mas nao e 
sobrejetora 

e) n.d a. 

164 (UE-CE) Seja f: R-»R urna funęao bijetora 
tal que f(5) = 2. Se g= R -» R ź a funęao 
inversa da funęao f, entao g _1 (5) ć igual a: 
a) 2 b) 7 c) 5 d) 3 


167 (FCC-BA) Sejam f e g funęóes de R em R 
definidas por f(x) = 1 - 2x e 
g(x) = 2x - 1, respectivamente. Nestas 
condięóes, o valor de f|g( - 2)] t. 

a) -11 d) 9 

b) -9 e) 11 

c) 5 


168 (PUC-MG) Se f(x) = 


1 


, o valor de x, 


x — 1 

de modo que f{f(x)] = 1 Ł, 

a) 1,0 d) -1,0 

b) 2,0 e) -1,5 

c) 1,5 

169 (Cesgranrio-RJ)Sejam f: ]0; + <»[-»]0; + oo[ 


1 


a funęao dada por f(x) = -y e f" 1 a funęao 

X 

inversa da f O valor de f" 1 no ponto 4 e. 
d) 2 




b) ł 

O 1 


e) 4 


170 (Fuvest-SP) O grśftco de f(x}- x e + bx + c, 
onde be c sao constantes, passa pelos 


pontos (0, 0) e (1, 2). Entao 
o 

a) ~4 d) -r 


fB) 


vale: 


h\ 2 

b) 9 
O ~J 


4 
e) 4 
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No infcio ćeste tema voce ob$ervou uma das formas de utilizaęao 
dos graficos, no es por te. Agora, nesta leitura, aparece a utifizaęao do 
grafico demonstrando a evoluęao do HIV em funęao de outros fatores. 


Novas pistas sobre 
como vencer a AIDS 


Urna equipe do Instituto Nacional 
de Alergia e Doenęas Infecciosas, em 
Bethesda, Maryland, levantou novas 
pistas sobre como alguns portadores 
do virus HIV sobrevivem a mais de 
uma decada sem desenvolver a Aids. 
Eles compararam ąuinze desses so- 
breviventes com outros dezoito que 
desenvolveram a doenęa em menos de 
dez anos (veja o grafico), como acon- 
tece com mais de 90% dos que sao 
soropositivos. Nos sobreviventes, os 
anticorpos conseguem reduzir o ritmo 


de multiplicaęao do virus em ate vinte 
vezes. E, em alguns deles, o sistema 
de defesa ate se fortalece. A explica- 
ęao: apesar da infecęao, seus nódulos 
linfaticos—centros de proliferaęao de 
celulas de defesa, espalhadas pelo cor- 
po — nao se deterioram, como na mai- 
oria dos pacientes. Nestes, os nódu¬ 
los estao cheio de HIV, contaminando 
as milhóes de celulas CD4 (glóbulos 
brancos) armazenadas ali e matando- 
as antes que elas sejam distribuidas 
pelo corpo. 



Os dois caminhos da Aids 

Em alguns casos, o sistema de defesa vence o vlrus HIV 


semanas 


Fonte: Superinteressante. Sao Paulo, Abril, n. 6, ano 9, jun. 1995. 
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£pOt qn€ nos tom A tKo po na fieliz.es estfi. 

mĄrĄv'dhsĄ cienciĄ aptteĄAft, ęae eanOmiZA 
trĄĆAĆAo e tomn ą vIAą mdis fidcitł- 
respostĄ £ sifupUs: porjrne dinAn ndo 
UprenAemos A nos servir Ad A ant hm senso. 



Einstein (1879-1955) 



1. Funęao polinomial do 1- grau 

A remuneraęao de um vendedor de uma Ioja de camisas e feita em duas parcelas: 
uma fixa,no valor de RS 500,00 e a outra variavel,correspondente a urna comissao de 
12% do total de vendas realizadas na semana. 

Notamos que a remuneraęao semanal, R(x),do vendedor e calculada em funęao 
do total de vendas (x) na semana e pode ser escrita do seguinte modo: 

R(x) = 500 + 0,12x 

Chamamos funęao polinomial do I y grau a funęao f: IR —^ R que associa a cada 
numero real x, o numero real ax + b, com a 0. 


Funęao polinomial do 1- grau f:R —» R.sendo 
f(x) = ax + b com a, b G R e a ^ 0. 


Hxemplos: 

• f(x) = 2x + 6, onde a = 2 e b = 6 

4 4 

• f(x) = — 3x + — , onde a = -3eb = — 

• f(x) = 2x, onde a = 2 e b = 0 


Funęao crescente 

Se para quai$quer elementos x, e x 2 de um subconjunto M do dominio de uma 
funęao /, com x ( < x„ tivermos f(x,) < f(x,), entao diremos que / e uma funęao 
crescente em M. 

No grafico: 



FuNęAo polinomial do 1 ? ghau 
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Funcao polinomial do 1 s grau 











Funęao decrescente 

Se para quaisquer elementos x, e x, tle um subconjunto M do dominio de uma 
funęao /, com x, < x 2 , tivermos f(x,) > f(x 2 ), entao diremos que / e uma funęao 
decrescente em M. 

No grafico: 



2. Caracteristicas importantes 
da funęao do l fi grau 


Conjunto dominio: o dominio da funęao do 1“ grau e o conjunto dos numeros 
reais: D(f) = R. 

Conjunto imagem: o conjunto imagem da funęao do l e grau e o conjunto dos 
numeros reais: Im(f) = R. 

Coeficiente angular: o coeficiente a e denominado coeflciente angular. 

Coeficiente linear: o coeficiente b e denominado coeficiente iinear. 

A funęao do primeiro grau e crescente em F quando a > 0 e decrescente em R 
quando a < 0. 


Exemplos: 

a) Para a funęao f(x) = 2x + 4: 

- o coeficiente angular a e o 
numero 2 

- o coeficiente iinear beo 
numero 4 

Como a > 0, a funęao e cres¬ 
cente em R. 


b) Para a funęao f(x) — 


2 - 1 
—— x + — : 

3 2 


- o coeficiente angular e o numero 

2 

3 i 

- o coeficiente linear e o numero — 

Como a < 0, a funęao e decrescen¬ 
te em R. 



FllNęAO POUNOMIAI DO 1 2 GRAU 


CAKACTŁRfSTICAS IMPORTANTES DA FUNĘAO DO I 2 GRAU 










Casos particulares 

Funęao linear: a funęao polinomial do l fi grau em que o termo b e nulo (b = 0) 
passa a ser chamada de funęao linear e tem a forma: f(x) — ax. 


Exemplos: 


2 

ł y = “3 x • y = X 


y = y/2x 


• y = 3x 


Funęao identidade: a funęao polinomial do 1- grau em que o termo b e nulo 
(b = 0) e a = 1 passa a ser chamada de funęao identidade e tem a forma f(x) = x. 

► Caso o termo a seja nulo (a = 0) na expressao f(x) = ax + bebeR,a funęao/ 
nao e funęao do 1° grau, passa a ser chamada funęao constante e tem a forma 
f(x) = b. 


Exemplos: 

• f(x) = 5 • f(x) = -Jl • y = 0 



1 


Resolvielos 


1 Considerando a funęao f(x) = 3x + 1, determinan 

a) os coeficientes angular e linear 

b) se a funęao e crescente ou decrescente 

c) f(2)ef<-3) 


a) f(x) =\&x + b 
f(x) =!3x + 1 


coeficiente angular: a = 3 


f(x) - ax + b; 
fOO = 3x + H] 


coeficiente linear: b = 1 


b) A funęao f(x) = 3x + 1 e crescente porque a > 0. 


c) f(x) = 3x + 1 

f(2) = 3 ■ 2 + 1 fC2) = 7 
fC-3) = 3 ■ C-3)+ 1 =*f(-3)=-8 


CARACTERiSTlCAS IMPORTAkTES DA fUN^AO DO I 9 GRAU 
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Funcao polinomial do 1 9 grau 




5 

2 Conhecendo a funęao f(x) = —^ x, determinar: 

a) coeficientes angulare linear 

b) se a funęao e crescente ou decrescente 

c) fC-1)efC2) 

d) x para que se tenha f(x) = 20 


a) f(x) - jaix + b 

f(x) = ax + ibL.. 

f(x) -|—|jx 

f(x)= -|x+joj 

coeficiente angular: a = - „ 

coeficiente linear: b = 0 


5 

b) A funęao fCx) — -^xe decrescente porque a < 0. 

c) m= -|x 

f(2) = -| • 2 => fC2) = -5 

d) f(x) = -| x e f(x) = 20 
-|-x = 20=*x = -8 

3 Determinar a lei da funęao que e do tipo f(x) = ax + b e calcular f(2), sabendo que 
f(1) = 2ef(3) = 8. 

Para determinar a funęao f vamos considerar que: 

Se f<1) = 2 e f(x) = ax + b, entao; x=1eax + b = 2 
Logo: a + b = 2 (7) 

Se f(3) = 8 e f(x) = ax + b, entao: x-3eax + b = 8 
Logo: 3a + b = 8 (T) 

Resolvendo o sistema, temos: 

(T) |a+ b = 2 
(T) I 3a + b = 8 

Da equaęao (T), temos: b = 2 - a 

Substituindo na equaęao (TT): 3a + 2- a = 8s»2a = ó=>a = 3 
Substituindo a = 3 na equaęao b - 2 - a: b = -1 
Portanto, a funęao fź dada por f(x) = 3x - 1. 

Para determinar f(2), fazemos: 
fCx) = 3x - 1 

m = 3 • 2 -1 =* m = s 


FwęAO POLINOMIAl DO 1® 6RAU 
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4 Uma funęao f e do 1 a grau. As imagens de (-2) e de zero sao 11 e 3, respectivamente. Qual i a 
lei de n 


Determinando a funęao f(x) = ax + b: 

Sef(-2) = 11, entao x = -2e -2a + b = 11 (T) 
Se f(0) = 3, entao x = 0 e b = 3 (TT) 


Resolvendo o sistema: 
J b = 3 

1 -2a + b = 11 
Temos: a = -4 
Logo: f(x)= -4x + 3 


Propostos 

171 Determine os coeficientes angular e linear, 
dassiftque a funęao em crescente ou de- 
crescente e calcule f(2), fC—4) e f(0) das 
seguintes funęóes: 

a) f(x) = x + 3 

b) f(x) = 2 + 4x 

c) f(x)=—|x 

172 Determine a lei f(x) = ax + b, da funęao f 
nos seguintes casos: 

a) f(3) = 5eft-1)= -7 

b) f(0) = 5efC-4) = -3 


Sabendo que a lei da funęao ft 

f<x> = ax + b, determine f<2) nos seguintes 

casos: 

a) f(1) = —1 e fC—2) = -4 

b) f(-2) — Ile f(4) = -13 


173 


174 

175 


(Mack-SP) A funęao f ź definida por 
f(x) = ax + b. Sabe-se que f(-1) = 3 
e f{1) = 1. Qual o valor de f(3)? 


(Fuvest-SP)As funęoes feg saodadas por: 
f(x) = | x - 1 e g(x) = - x + a. 

i 

Sabe-se que f(0) - g(0) = y. 


Determine f(3) 


MB 


(FGV-SP) Quando o preęo por unidade de 
um produto (x) vale R$ 16,00, entao 42 uni- 
dades sao vendidas por mes; quando o pre¬ 
ęo por unidade vale R$ 24,00, sao vendidas 
38 unidades por mes. Admitmdo que o gra- 
fico da quantidade vendida (y) em funęao 
de x seja formado por pontos de uma reta: 

a) Obtenha a expressao de y em funęao 
de x, 

b) Se o preęo por unidade for R$ 26,00, 
qual a quantidade vendida? 


Raiz ou zero da funęao polinomial do 1 Q grau 

Raiz ou zero de uma funęao e um valor do seu dommio cuja imagem e zero. 
Sendo y — f(x) — ax + b, coni a ^ 0, temos: • 


f -1 

x e zero ou raiz de/ <=> f(x) - 0 

b 

Assim, ax + b = 0, que apresenta uma unica soluęao, nos leva a x = — para 
a 0. Entao a funęao do l a grau tern uma só raiz. 


Exemplo: 

Seja a funęao y = 2x - 4. Para obtermos sua raiz ou zero, faremos y = 0. 
2x-4 = 0±4 2x = 4=>x = 2 


CaRACTERISTICAS IMPORTANTES DA FUNęAO DO 1 e GRAU 
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FunCAO POLINOMIAL DO 1 e GRAU 









3. Grafico de uma funęao do l 2 grau 

Representaęao grdfica de uma funęao do 1 Q grau 

A representaęao grafica de uma funęao do l fl grau, y = ax + b (a * 0),e uma reta 
nao-paralela aos eixos Ox ou Oy, sendo raiz ou zero da funęao a abscissa do ponto 
onde a reta intercepta o eixo Ox. 

Construęao 

A construęao do grafico de uma funęao do l 2 grau.y = ax + b.pode ser feita: 
1 <J ) Atribuindo-se alguns valores reais aa: e obtendo-se valores dey, correspondentes, 
organizando-os em uma tabela. 

2 P ) Localizando no piano cartesiano os pontos (x,y) e traęando a reta que passa por 
eles. 


Exemplo: 

Vamos construir o grafico da funęao f: R —» R definida por y = 2x — 4. 


1 Q passo: 


x = -2 -> y = 2 ■ (-2) - 4 = -4- 4 = -8 
x = -1 y = 2 ■ (-I)-4 = -2 - 4 =-6 
x = 0->y = 2(0)-4 = 0- 4 = -4 
x = 1 y = 2 ■ (1) ~ 4 = 2 - 4 = -2 
x = 2 —> y = 2 • (2) — 4 = 4 — 4 = 0 
x = 3”>y = 2-(3) — 4 = 6- 4 = 2 


2 a passo: 



X 

y 

Pares ordenados 

-2 

-8 

00 

1 

P*- 

1 

w 

-1 

-6 

(- 1 ,- 6 ) 

0 

-4 

(0,-4) 

1 

-2 

( 1 ,- 2 ) 

2 

0 

( 2 , 0 ) 

3 

2 

(3,2) 


Como o grafico da funęao do 
l 2 grau e uma reta, observa- 
mos que sua construęao pode 
ser feita com base em apenas 
dois pontos. 

Notę que o ponto em que a 
reta intercepta o eixo x tern 
o valor de x igual a 2, que e 
a raiz da funęao ou zero da 
funęao. 



Funęao POLInomial do I 3 grau 


Grafico de u ma funęao do 1 a grau 














Casos particulares 


Funęao Identidade 
f(x) = x 


Oposta da Funęao Identidade 
f(x) = -x 




► O grafico de uma funęao constante tambem e uma reta, mas urna reta horizontal, 
isto e, uma reta paralela ao eixo Ox. 


-14 

I) 

X 

lJ 

i 

(0 f k) 

o 



Resolvidos 

t 

1 Sendo f: R -» R, esboęar o grafico das funęóes do 1* grau, determinar suas rafzes e classificar a 
funęao em crescente/decrescente. 

a) f(x) = -3x + 1 b) Kx> = 2x 


a) (00 «* -3x + 1 

Atribufmos dois valores para x-. 
x = 0 —»y = — 3 ■ (0) + 1 = 0 + 1 = 1 

x = i y = _3 ■ (i) + i = -3 + i = -2 

b -1 1 

raiz — > x = — = —=■ - — 
a -3 3 


X 

y 

0 

i 

i 

-2 




Pares ordenados 
( 0 , 1 ) 

( 1 , - 2 ) 



Graoco de uma ruNęAO do 1 5 grau 
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b) Kx) = 2x 

Atribuimos dois va(ores para x: 

x = 0 -»y = 2(0) = 0 
x = 1 y = 2(1) = 2 





X 

y 

0 

0 

i 

2 




a > 0 


Pares ordenados 
( 0 , 0 ) 

( 1 , 2 ) 


Funęao crescente 



[ 



FuNęAO POLINOMIAl DO 7 9 GftAU 


GłAFICO DE UMA FUNęAO DO 1 9 GRAU 


















































2 Determinar a lei que define a funęao representada no grafico abaixo: 



Sabendo que essa funęao e do 1° grau e sua forma e y = ax + b, consideramos os pontos 
assinalados no grafico e montamos um sistema de equaęóes: 

Para o ponto (0, 3), temos: a ■ 0 + b = 3, isto e, b = 3. 

Para o ponto (4, 0), temos: 4a + b = 0. 

f b = 3 
{ 4a + b = 0 

Substituindo b = 3 em 4a + b = 0, vem : 

4a + 3 = 0 =* 4a = -3 =* a = —\ L°3°, y = ~~ x + 3 


3 (Fuvest-SP) Esboęar o grafico da curva y = (x + 3) ! - (x - 2 f. 


y = (x + 3) 5 - (x - 2)* 
y = x s 4- 6x + 9 - Cx 5 - 4x + 4) 
y = 10x + 5 


X - 0 => y = 5 


para 


V = 0 


x 2 



I p 

ropostos 
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177 

Determine a raiz ou zero 

i das seguintes fun- 



ęóes do 1 fl grau: 




a) y = -3x - 6 

d) y = -x - 1 



b)y= -5x + 15 

e) y = j x + 1 



c) y = 7x 

3 2 

f)y = -|x + | 




Sendo f= R -i R, esboce o grafico das se- 
guintes funęóes do 1 c grau: 


a) y = 2x + 2 

2 1 
e) y — x + 

b) y = -3x + 6 

f)y = -x + | 

c) y = 3x 

g) y = -x 

d) y = -4x 

h) y = 0,1x - 1 


Grafico de uma fumcao do 1 5 grau 
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FuNpAO POLINOMIAL DO 1 9 GRAU 
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Determine a lei que define a funęao representada em eada um dos seguintes graficos. 
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Esboce o grafico das funęóes: 

a) y = (x + 1) e - (x - 2) s b)y = (x - 1) s - (x + 1)* 


c) y = 4x B 



4. Estudo dos sinais da funęao 
do 1 Q grau 


O estudo dos sinais da funęao do l a grau,y = ax + b (a ^ 0), consiste em saber 
para quc valores de x: 

a) y > 0 (positivo) 

b) y = 0 (nulo) 

c) y < 0 (negativo) 


FuNęAO POUNOMIAL DO 1 S GRAU 
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ESTUDO DOS StNAlS DA FUNCAO DO 1 s GRAU 





























I 2 caso Funęao crescente 


Exemplo: 

Vamos estudar os sinais da funęao y = 2x - 4. 

• Para x — 0:y=2*0 — 4 = —4. 

* Para y = 0: 2x - 4 = 0 => x — 2. 


No grafico: 


Esquematizando: 


Notamos que: 

, Para x > 2, temos y > 0. 

* Para x = 2, temos y = 0. 
Para x < 2, temos y < 0. 



a > 0 Funęao crescente 



A funęao crescente assume: 

fa 

valores positivos para todo x > —— 
valor zero para x = —— 

b 

valores negatwos para todo x < —— 

Funęao polinomial do 1 s crau 









2 fi caso Funęao decrescente 


Exemplo: 

Vamos estudar os sinais da funęao y = — 3x + 9. 

• Para x = 0: y = —3 *0 + 9 = 9. 

• Para y = 0: -3x + 9 = 0 => x = 3. 



a < 0 Funęao decrescente 



A funęao decrescente assume: 


• ualores positiuos para todo x <- 

E 

• valor zero para x = 

b 

• ualores negałwos para todo x > —— 


Esiuoo DOS SINAIS DA fUNCAO DO 1 : GRAU 












































Propostos 


b) y = |x+ 1 

, 3 

c) y= ~ 2 k ~ 4 


181 Faęa o estudo dos sinais das seguintes 
funęóes: 

a) y = 2x - 8 

b) y = — 4x + 12 


183 Faęa o estudo dos sinais das seguintes 
funęóes; 

a) y = x 

b) y = -x 


c) y = x + 1 

d) y = -x + 3 


182 Faęa o estudo dos sinais das seguintes 
funęóes: 
a) y = 4 - 4x 


184 Determine a area do triangulo limitado peia 
| reta y = 4x + 1 e pelos eixos Ox e Oy. 


5. Ineąuaęoes 


A resoluęao das inequaęoes do 1“ grau, isto e, a determinaęao dos valores de x 
que as satisfazem, pode ser feita pelo estudo do sinal de uma funęao do l e grau. 

ExempIo: 

Vamos resolver as ineąuaęoes: 
a) x + 2 > 0 

Consideremos a funęao dada por y = x + 2; ąueremos y > 0. 

Determinando o zero da funęao: 
x + 2 = 0=>x = —2 

Estudando os sinais da funęao: 



Os valores dex para os quais y > 0 sao aąueles que satisfazem a ineąuaęao. 
Assim, temos: 

S = {x € R | x > -2} 


iNEOUAęOES 









b) 2x - 3 5= O 

Seja y = 2x - 3, ąueremos y ^ 0. 
Determinando o zero da funęao: 

3 

2x — 3 = 0=»x = y 
Estudando os sinais da funęao: 



Os valores de ar que tornam y ^ 0 sao aqueles que satisfazem a inequaęao. 
Assim, temos: 



Resolvido 


Determinar os valores reais de x para que 5x - 3 > 2x + ó. 

5x - 3 2x + 6 => 5x - 3 - 2x - 6 5* 0 =^3x - 9 0 ' 


Seja y = 3x - 9, queremos y. 

Determinando o zero da funęao y = 3x - 9= 



Os valores de xque satisfazem a inequaęao pertencem ao conjunto: 
S = (x£R|x5*3} 


i 


Funcao polinomial do I 9 gsau 
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lNEOJAę0£S 







Propostos 

185 Resolva as seguintes inequaęóes= 

a) x ~ 6 > 0 b)x + 5^0 c)4x-3<0 

186 Detemnine para que valores reais de x, temos: 

a) — 4x + 5 5= 0 b) -x + | < 0 c) j x - ~ ^ 0 


d) —3x - 6 0 


187 


Resolva, no campo dos numeros reais, as inequaęóes: 

a) 3(x - 4) + 1 ^ 2x - 12 c) 4(x - 1)(x + 1) + 5(x + 1) s -3(x + 1) + 4x s 

b) 2(x - 2) + 3<S(x + 1) d) -3(x + 1)(2x- 1)+ 2(3x+ 1)>3x(2-2x)- 1 


6. Sistemas de inequaęoes 

A resoluęao de um sistema de ineąuaęoes pode ser feita a partir do estudo dos 
sinais de u ma funęao para cada ineąuaęao, separadamente, seguido da determinaęao 
da intersecęao dos conjuntos verdade dessas inequaę5es. 

Faremos o estudo da resoluęao de sistemas atraves do exemplo: 


3x - 2 7 

-4x - 8 < 0 


Simplificando 


|3x- 95*0 
\ -4x — 8 < 0 


Considerando as funęoes f(x) = 3x - 9 e g(x) = -4x - 8, ąueremos 
f(x) 5= 0 e g(x> < 0. 

Determinando o zero das funęoes: 

3x - 9 = 0 —4x -8 = 0 

3x=9 —4x = 8 


9 

x 3 


-x = f (-1) 


x = 3 x = —2 

Estudando os sinais da funęao: 



Sistemas de inequac;Oes 


Funęao POLINOMIAL DO 1 e GRAU 









Identificando os valores de x que satisfazem cada ineąuaęao: 
V, = {x£R|xS*3} V 2 = {x €R| x > —2} 

Fazendo a intersecęao dos conjuntos verdade; 


3x - 2 ^ 7 => V, 
~4x - 8< 0=>V 2 
Sistema nV 2 
V = {x £ R | x ^ 3} 






—2 


f\AA^^vA; 


-2 


Propostos 

188 Resoka os sistemas de inequaę6e$: 

a) f -2x - 2 < 0 c) f -3x - 9 < 0 

[2x + 1 < 2 \3xs4x-7 

b) f -3x + 5 s 0 
1 2x - 5 < x 


Resoka as inequaęóes: 

a) 2 2x + 2 s 4x 

b) 4x =£ -4x + 8 « 4x + 12 
C) -2x + 6 < 2x + 2 *Mx 
d) 4x — 2 < -2x + 2 ^ óx 


189 


190 


(UFSCar-SP) O conjunto soluęao do sistema 

2 


de inequaęóes 


J 3x -1 > 5x + ‘ 
\ 4x + 3 < 7x — 


11 


e: 


a)S=<x£Rlx< -~oux> 


t} 


b) S = {x | x G R] 


c) S= |xgR|x>^oux< 

d) S - 0 

e) S= |xeR| —|<x< j| 


-!} 


7. Ineąuaęao-produto 

Considerando f(x) e g(x) funędes de variavel x, do l fi grau, chamamos de 
ineąuaęao-produto uma desigualdade do tipo: 



A resoluęao de uma ineąuaęao-produto pode ser feita com o estudo do sinal 
das funęoes, separadamente, seguido da determinaęao dos sinais do produto de 
f(x) por g(x) e posteriormente identificando os valores de x que satisfazem a 
ineąuaęao-produto. 



FuNęAo pounomial do Igrali 


(n£Quao*o-proouto 










ExempIo: 

Resolver as inequaęoes-produto: 
a)(x- 3) * (x+ 6)>0 

Determinando o zero das funęoes f(x) = x — 3 e g(x) = x + 6: 
x- 3-0=>x=3 x + 6 = 0=>x--6 

Estudando os sinais das funędes: 



Queremos f(x) * g(x) > 0. 

Estudando os sinais do produto das funęoes: 


f(x) 


g(x> 


1 

+ + + + + 

1 

1 


1 

!+ + + + + + 

+ + + + + 

-6 


© i © 

© 




-6 


Identificando os valores dex que satisfazem a inequaęao: 
S — {x e R| x < -6 ou x > 3} 


b) (3x-12) • <-2x+ 6)^0 

Determinando o zero das funęoes f(x) = 3x — 12 e g(x) — — 2x + 6: » 

3x - 12 = 0 => x — 4 -2x+6=0=>x=3 

Estudando os sinais das funęoes: 




InEOUAOSO-PBODUTO 


FuNC/.O POUNOMIAL DO 1 3 GRAU 

















Queremos f(x) ■ g(x) ^ 0. 

Estudando os sinais do produto das funęoes, temos: 


f(x) 


g(x) 


f(x) • g(x) 



t 

1 

1 

1 

1 

l 

+~ 

+ 

+ 

+ 

+ + + + + 

l 

\ 

© 

- 

© 

© 


3 4 


Identificando os va!ores dearąue satisfazem a ineąuaęao: 
S — {x e R i 3 ^ x 4} 


Propostos 

191 Resolva as inequaęoes-produtO: 

a) (x+ 1)'(x-2)>0 

b) (4x-2)-(-x- 1)3*0 

c) (-3x + 3) • (-x + 5)< 0 

d) (2x-1) • {—5x + 10)s0 


Resolva as inequaęóes-produto: 

a) (x - 3)- (-2x + 5) * (x - 1)> 0 

b) (3x + 1) ■ (-x - 2) • (-x + 3) s* 0 

c) (-2x+ 1) 3 <0 

d) (x - 3) s & 0 


192 


193 Determine o dominio das funęoes: 

a) 2x + 5) • ( -3x + 1) 

b) M - x) ■ (5 - x) 

iii (Mack-SP) EmN, o produto das soluęóes da 
inequaęao 2x - 3 ^ 3 ź: 

I a) maior que 8 

b) ó 

c) 2 

d) 1 
I e) 0 


8. Inequaęao-quociente 


Considerando f(x) e g(x) funęóes de variavel x chamamos de inequaęao-quoci- 
ente uma desigualdade do tipo: 


f(x) 

gOO 


> 0 , 


f(x) 

g(x) 


0 , 


f(x) 

g(x) 


< 0 ou 


f(x) 

g(x) 


0 


Na resoiuęao de uma inequaęao-quociente o denominador deve ser diferente de 
zero e a regra de sinais e a mesma tanto para produto como para divisao no conjunto 
dos numeros reais. 



FUNęAO POUNOMIAL DO 1 C GRAU 


lNEQOAG*£>QUOGEfaTE 





















Exemplo: 

ResoIver a inequaęao-quociente: 


Determinando o zero das funęoes f(x) = x - 2 e g(x) = x - 3: 

x — 2 = 0 =3> x = 2 x~3 = 0=>x=3 

Como o numero 3,raiz deg.anula o denominador,devemos exduHo da soluęao. 

Estudando os sinais das Jfunęóes: 



Estudando os sinais do quociente das funędes, temos: 


f(x) 


g(x) 


f(x) 

g(x) 


<++++++)+++++ 


+ 4* + 4- -I- 


© 


© 


© 


WWW 




Os valores dex que satisfazem a ineąuaęao pertencem a: 
S — {x e- R | x *£ 2 ou x > 3} 


* 


Propostos 

195 Resolva, no campo dos nCimeros reais, as inequaęóes: 
a ) ~ 1> ° b) _ x x + _ 3 2 » 0 



c) 


-2x ~ 1 

x + 2 


<0 


InEOUAC^O-OUOOENTI 


FuwęAo pounomial do 1 s grau 
















196 Determine, no campo dos numeros reais, o 
conjunto verdade das inequaęóes; 

3x + 2 


197 


198 


199 


200 


201 


202 


203 


a) 

b) 

c) 


x + 3 
-2x + 4 

-x — 5 

3x + 3 
—2x - 5 


« o 


Determine o dominio de 


«*> 


Determine o dominio da funęao 
= J(_x - 3) • <3x - 2) 


ftx) 


1 - 3x 


(FGV-SP) Resolva a inequaęao 


0. 


x + 1 x - 1 


(UFAŁ) O conjunto soluęao da inequaęao 

—^^0, emR,e: 
x - 3 ' 

a) 0 

b) fxGR|x>5j 

c) {xgR1x<3) 


d) {xGR|x=s3J 

e) {xeRlx58} 


(UEBa) Os valores reais de x que satisfazem 
(2-x)(x+ 1) 


x- 1 


0 sao tais 


a inequaęao 
que: 

a) x - I ou x 5 2 

b) 0<x<1 oux5=2 

c) -1=£x<1oux52 

d) x=s-1 oul <x=s2 

e) -1 =sx<2ex* 1 


(FEI-5P) Resolva a inequaęao > 1 

A O 


(UFPI) O conjunto soluęao da inequaęao 

—~— 1 &0, emR,ć: 
x — 1 

a) {x E R| x5 2} 

b) (xeR|x< -2} 

c) {xeR|x< 1} 

d) {x e R| 1 < x 2} 

e) {x e R [ x > 1 e x 5* 2} 


204 


205 


206 


207 


(PUC-SP) No universoR, o conjunto soluęao 


da inequaęao 


x - 3 


<0& 


3x — x 2 

a) {x E R | x > 0} 

b) {x E R [ x > 3} 

c) jx € RI x < 0 ou x > 3} 

d) {x G R10 < x < 3} 

e) (xeR!x>0ex* 3} 

Os valores reais de x que satisfazem a ine- 
(5- x)(—5 + x) 


quaęao 
cem a. 


x + 5 


> 0 perten 


a) S = {x GR|x sś -5} 

b) S = |x G R! x < 

c) S = jx gR|x> 

d) S = (x GR|x < -5} 

e) S = 0 

Encontre o dominio da funęao 


fOO 


- 


(3x - 6) (-x + 3) 


(—4x + 8) 

a) S = {x e Ri x >3} 

b) S = |x GR|x < “| 

c) S = |x eR|x>^-| 

d) S = {x G R | x > 3) 

e) S = 0 

V = {xeR|-2<x<-1ou)i>1)eo 
conjunto verdade da sesuinte inequaęaO: 


a) 

b) 

c) 

d) 

e) 


(x + 3)(-x + 1) 

x + 4 


(~x - 2)(x + 1) 

-1 + x 

(1 + x)(-x + 1) 

X 


<0 


3x - ó 
X — 2 


50 


(-1 +x)(-x-S) 
1 -x 


>0 


Funcao polinomial do 1 9 grau 
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F icha-resumo 


r Definięao ---n 

f: R -> R, sendo f(x) = ax + b, com a.bSRea^O 

a e o coeficiente angular, 
b e o coeficiente lineat. 

___ J 


Zero da funędo 


f(x) = ax + b se anula para x = —— 

Crescente Decrescente 



r Sinal da funędo 

• f(x) > 0 , se x > —7 

*1 


• f(x) = 0 , se x = —- 

d 

* f(x)<0,sex< —-7- 

cl 


a > 0 



FlCHA-RESUMO 


• f(x) > 0. śe x < 

a 

b 

• f(x) = 0, se X = 

• f(x) < (). se x > 

a 


a< 0 



Funcao PODNOMIAL do 1 s grau 



























Funęao polinomial do l e grau 


r Ineąuaędo --- 

Resoluęao: l) Obter a inequaęao cquivalente tal que o 2 fi membro seja zero. 

2) Fazer o estudo do sinal da funęao cuja lei e dada pela expressao que 
ficou no l a membro,representando-o graficamente em um eixo, 

3) Determinar o conjunto dos valores de a- que tornam a inequaęao urna 
sentenęa verdadeira. 


r Sistemas de ineąuaęóes —--. 

Resoluęao: 1) Fazer a resoluęao de cada inequaęao em separado. 

2 ) Representar graficamente as soluędes em ebcosjum para cada inequa 
ęao; um ebto sob o outro. 

3) Determinar a intersecęao dos conjuntos verdade das mesmas. 

^----- J 


r Ineąuaęao-produto - 

Resoluęao; 1) Fazer o estudo dos sinais das funęoes dadas pelos fatores. 

2) Determinar para cadaA o sinal do produto.aplicando a regra de sinais. 

3) Determinar o conjunto dos valores de a que tornam a inequaęao ver- 
dadeira. 

^-—- J 

C Ineąuaędo-ąuociente --- 

Resoluęao: O procedimento e analogo ao da ineąuaęao-produto, lembrando que de- 
vemos excluir os valores de a que anulam o denominador 

------J 


Complementares 

208 Determine a raiz das seguintes funęoes do 
1“grau: 

a) y = 4x - 8 c)y = jx-6 

b) y = -7x + 21 d) y = -x 

209 Sendo f: R -»R, esboce o grafico das se¬ 
guintes funęoes: 

a) y = 3x - 9 c) y = -2x 

b) y = -5x + 10 d) y = - ~ 

210 Dada a funęao f(x) = 2x - k, determine o 
valor de k, de modo que f(1) = 4. 


211 Sendo a funęao f(x) = ax + b com a, b e R 
ea * 0, determine os valores de a e bde 
modo que fC3) = 4 e f< —1) = 2. 

212 Determine a lei que define a,funęao re- 
presentada em cada um dos seguintes 
graficos: 

a) b) 



RjNęAO POLINOMIAL DO 1 a GRAU 


EkERCJCIOS COMPLEMENTARES 
























213 (UFPA) O grafico de urna funęao f e a reta 
que corta os eixos coordenados em x = 2 
e y = -3.0 valor de f[f _1 (0)] i- 



b) 0 





= 2em R. Entao: 


216 (UFMT) Seja a a soluęao da equaęao 
3 • (x + 2) 3x +1 
5 4 

a) 2a = 14 d) 3a = -21 

b) a 3 = -21 e) a + 1 = 0 

Y 11 

c) a -- T 


217 O conjunto de todos os numeros rea is x < 1 

o 

que satisfazem a inequaęao x _ ^ < 1 1. 

a) {0} 

b >i°'ł} 

c) {xeR|x< 1} 

d) {x eR| x < 3} 

e) {x eRI -1 <x< 1) 


214 (MED-ftajuba) O grafico abaixo pode repre- 
sentar qual das expressoes? 

a) y = 2x - 3 d) y = -1,5x + 3 

b) y = -2x + 3 e) 3y = -2x 

c) y = 1,5x + 3 



215 (FCC) A figura representa a funęao 
y = ax + b. O valor da funęao no 

1 

ponto do grófico de abscissa x = - -j e: 

a) 2,8 c) 2,5 e) 1,7 

b) 2,6 d) 1,8 



218 (PUC-SP) A soluęao da equaęao 

2 • (x + 1) = 3 • (2 - x) satisfaz a 
desigualdade: 

a) x < -1 d) 1 < x< 2 

b) -1 < x < 0 e) x > 2 

c) 0 < x < 1 

219 Determine o conjunto verdade das ine- 
quaęoes: 

a) (x - 5) • (2 - 3x) =£ 0 


220 Qiiantos valores inteiros satisfazem a ine- 
quaęao (2x — 7) • (x — 1)« 0? 

a) zero b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 

221 (UF-RN) O conjunto soluęao da inequaęao 
x + 2 

- - g > 2 e o intervalo: 

a) ]2, +oo[ d)]2,6t 

b) ]1,4[ e) ]-6, »[ 

C) ]-oo, Ó[ 

222 (EAESP-FGV) A soluęao do sistema de ine- 

. f 3 - 2x * 1 - 

quaęces | 3 x - 1 ss 5 

a) {x e R | x 1 ou x s 2} 

b) {x €R| 1 =Sx«2) 

c) {x eR! x 2} 

d) {x e R | x 1} 

e) {xGR|x> 1} 


Ex£RCICIOS COMPIEMENTA8ES 
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FuncAO POUNOMIAI D0 1 e GSAU 














^Ąi^Ą urn pbHćO mMS 

A conduęao da 
eletricidade 

Condutores 

0 materiał que constitui o condutor eletrico e 
responsavel pefa maior ou menor movimentaęao 
das cargas eletricas que o percorrem. Essa resis- 
tencia eletrica, R, e representada pela diferenęa de 
potencial, U, entre dois pontos desse condutor por 
unidade de corrente eletrica, i, entre os referidos 
pontos. 

Experimentalmente, Georges Simon Ohm 
(1787-1854) constatou que a resistencia eletrica de 
alguns resistores tinham valor constante e era dc- 
terminada pelo quociente entre U e i ou, ainda, 

r=¥. 

i 

Esse tipo de resistor e chamado óhmico e a 
expressao U = Ri pode ser representada por uma 
semi-reta. 

Supercondutores 

Se os estudos feitos, no seculo XIX e no infcio do seculo XX, sobre eletricida¬ 
de e a sua utilizaęao transformaram a vida do homem, nao e menos importante, 
para o finał do seculo XX, os estudos que vem sendo feitos sobre os 
supercondutores. Industrias e organizaęoes governamentais de varios pafses tem 
investido muito para conseguir avanęos nesse campo. 

Na cidade de Santo Andre, estado de Sao Paulo, a Pirelli Cabos constrói fitas 
supercondutoras, usadas na fabricaęao dos cabos. 












1 

Os principais ingredientes da 
fita sao a ceramica ci base 
de bismuto e um tubo de 
prata — materiał maleśvel e 
resistente ao tratamento 
tśrmico. 





Pelo processo conhecido por 
“pó*no-tubo”, a ceramica e 
colocada dentro do tubo. 


O tubo passa por um processo de 
trefilaęao, que o estira e comprime a 
ceramica no seu interior. 


4 

Depois de iaminado, ja na forma 
finaf, a fita ś aquecida a 
temperatura de 880 °C, num forno 
especial, de onde sai pronta para 
compor o cabo supercondutor. 


Fonte: Supeńnteressante. Sao Paulo, Abril, n. 5 , ano 8 , 1994 . 


Fotos: Marcelo Breyno/Abril Imagens 
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Bertrand Russei 








1. Funęao quadratica 

Chama-se funęao ąuadratica a funęao f; R-»R que associa, a cada numero real.r, 
o numero real ax 2 + bx + c, com a,bcc reais ea^O. 


Funęao ąuadrdtica f: R R 
sendo f(x) = ax 2 + bx + c, com a,becG Rea^O. 


Exemplos: 

• f(x) = 2S 2 + 5x + 6, onde a = 2, b = 5 e c = 6 

• f(x) = -x 2 + x - 1, onde a = -1, b = 1 e c = -1 

• f(x) = ~ x 2 + 45 , onde a = y, b - 0 e c ~ V5 


2. Grafico da funęao quadratica 

Em um sistema cartesiano ortogonal, o grafico de uma funęao ąuadratica e repre- 
sentado por uma curva,a qual damos o nome de pardbola. 

Vamos esboęar o grafico da seguinte funęao ąuadratica: 

y = x 2 - 2x - 3 


Atribuimos valores para x e obtemos valores paraj; organizando-os com o auxl- 
lio de uma tabela. 


X 

y 

-2 

5 

-1 

0 

0 

-3 

1 

-4 

2 

|-3 

3 

0 

4 

5 
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A scguir, vamos esboęar o grafico da funęao quadratica y = -x 2 4- 2x + 3. 


X 

y 

-2 

-5 

-1 

0 

0 

3 

1 

4 

2 

3 

3 

0 

4 

-5 





Relaęao entre 

a conccwidade de uma parabola 
e o coeficiente a 

O grafico de uma funęao ąuadratica e sempre uma parabola, e essa parabola tera 
a concavidade voltada para cima quando a > 0 e tera a concavidade voltada para 
baixo quando a < 0. 


a>0 


a < 0 





Fun<;ao polinomial do S2 2 grau 


Grafico da FUNęAo ouADRATiCA 































Resolvidos 


i Identificara, t - funęóes quadróticas abaixo, relacionando a concavidade da parabola com 
o coeficiente c 

a) f(x) = x® - 9x + 8 b) ICx) = -2x 2 + 7x - 3 

a > 0 

a) f(x) = x e - 9x + 8 

a - 1, b = —9 e c - 8 

Como o coeficiente a i maior do que zero 
Ca > 0), a parabola tem concavidade voltada 
para ci ma. 


a < 0 

b) ftx> = -2x 2 + 7x - 3 t 

a = -2, b = 7 e c = -3 

Como o coeficiente a e menor do que zero 
(a < 0), a parabola tem concavidade voltada 
para baixo. 

o 

f 

2 Encontrar a condięSo para o parametro m, de modo que a funęSo y — (3m — 9)x ! — 7x + 6 seja 
quadrótica. 

a = 3m - 9, b = -7 e c = 6 

Para que a funęao acima seja quadrótica, a, be cdevem pertencer ao conjunto dos numeros reais 
e a deve ser diferente de zero, portanto: 

a * 0 => 3m — 9 ^ 0 => 3m * 9 => m ^ 3 * 




Propostos 

223 ldentifique a, b e c e relacione a con- 
cavidade da parabola com o coeficiente a 
nas funęóes quadrśticas abaixo: 

a) f(x) = x* - 5x + 6 

b) f(x) = -2x 2 + 8x - 8 

c) f(x) = X 3 - 4 

d) ftx) = 3x s + x + 5 


e) f(x) - -x 2 + x - 3 

f) m = -x 8 + x 

224 Encontre a condięao para o parSmetro m, 
de modo que cada urna das sesuintes fun¬ 
ęóes seja quadrśtica: 

a) y = (m - 1)x ! - 6x + 3 

b) y = (4m - 16)x® + 2x - 1 

c) y = (2 - m)x s + x 

d) y = (3m - 7)x ! 
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GrAFCO DA fUNCAO OUADRAT1CA 


Funęao POUNOM1AL DO 2® GRALI 










225 

226 


(PUC) Esboce o grśfico da funęao y = ~x ! + 4x - 3, 

Esboce o grśfico das funęoes seguintes: 

a) y = x s - 6x + 8 c) y = -x* - 4x + 12 

b) y = x s - 5x + 6 d) y = -x ! + 6x - 9 


3. Raizes ou zeros da funęao 
quadratica 


Quando fazemos ax 2 + bx + c igual a zero, isto e,y = f(x) = 0, muitas vezes 
podemos obter valores de x € IR, aos quais denominamos raizes ou zeros da funęao. 

Para fazer referencja a essas raizes,costumamos usar simboios tais como x’ e x” 
ou x, e x r 

Emao.se y — O.temos que ax 2 + bx + c = 0. A formula de Bhaskara nos fornece 


x = 


— b + VA 
2a 


e x" = 


criminante (A) seja: 


-b ~ JK 
2a 


,mas devemos considerar os casos em que o dls- 


A> 0 

A funęao tern raizes reais e diferentes, portanto a parabola determina dois pon- 
tos distintos no eixo dos x: (x\ 0) e (x”» 0). 



A = 0 

A funęao tem raizes reais e iguais:x' = x", portanto a parabola tangencia o eixo 

dos x. 



Funęao polinomiał do S 2 grau 


Raizes Ou zeros da funęao ouadratica 










A funęao nao tcm raizes reais, portanto a parabola nao determina nenhum ponto 
no eixo dos x. 


X 


x 




Resolvidos 


1 Determinar cs zeros das funęóes quadraticas: 

a) y =5 —x ! + 2x + 3 b) y = x* - 2x + 1 

a)y--x s + 2x + 3 „_-b±Vń 

—x s + 2x + 3 = 0 x ~ 

a = -1, b = 2ec = 3 
A - b s - 4ac 

A = 2* - 4 • C- 1) • 3 = -2 ± -/ló 

A = 4 + 12 * 2 * (—1) 

A - 16 

Neste caso, A > 0 e as raizes sao niimeros reais e desiguais. 


c) y = -x s + x - 1 


x' 

X" 


-2 + 4 
-2 

—2 - 4 
-2 



b) y = x s - 2x + 1 
x E - 2x + 1 = 0 
a = 1,b=-2ec = 1 
A = b ? - 4ac 
A = (-2)® -4-1-1 
A = 4 — 4 
A = 0 


X - 


—b ± -/a 

2a 


K _ ~(~2) ± TÓ 


x‘ = ^ + 0 _ -i 
2 1 


x = 


_ 2-0 * 
2 


Neste caso, A = 0 e as raizes sao reais e iguais. 


c) y = -x s + x - 1 
-x* + x - 1 = 0 
a - -1,b - 1 ec = -1 
A = b 2 - 4ac 
A = 1*-4-(-1)-(—1) 

A = 1 - 4 
A= -3 

Neste caso A < 0; logo, nao existem raizes reais. 


Raizes ou zeros da funcao ouadratica 


' 


Funcao polinomial DO 2® GRAU 












2 (Vunesp) Dada a equaęao x 2 + x - V2 = O, calcule a soma dos inversos de suas raizes. 

Considerando: x, e >q raizes da equaęao x® - Sx + P = 0, onde 
S = x, + x- = —, soma das raizes 

* cl \ 

P = x, * X, = , produto das raizes, temos: 

x e + x - %/2 = 0 se, e somente se, x, + x 2 »—1 e x, • x 2 = -■>/2. 


Portanto, a soma dos inversos de x, e Xj e igual a 


J_ - J_ = *i + x 5 _ - 1 = V2 
X! Xo i t • Xj -V2 2 


Propostos 

227 Determine os zeros ou as raizes de cada urna 
das funęóes quadraticas: 

a) y = x E - 5x + 4 c) y = x ! - 100 

b) y = x 2 - 4x + 4 d) y = 3x® - óx 

228 Considerando a funęao f dada por 
f(x) = 5x® - 2x + k - 3: 

a) escreva a condięao para que fapresen- 
te duas raizes reais e desiguais 

b) determine o vaior de k para que a fun¬ 
ęao apresente raizes reais e desiguais 

229 Para que valores de ka funęao 

f(x) = x s - 2x + (2 - k) admite raizes reais 
e iguais? 

230 Determine os valores de k para que a fun¬ 
ęao y = x 9 + 2x + k nao apresente raizes 
reais, 


(FAALi-SP) A parabola de equaęao 
y=-x s + bx-*8e tangente ao eixo dosx. 
Calcule b. 


231 


232 


233 


234 


235 



(Mack-SP) Determine a para que a equaęao 
do 2° grau ax ! + x + 1 =0 admita duas 
raizes reais distintas. 

Sem calcular as raizes da equaęao 

x® - 2x — 1 =0, determine a soma dos 

inversos dessas raizes. 

(Fuvest-SP) Sejam x, e x 2 as raizes da 
equaęao 10x s + 33x — 7 = 0. O numero 
inteiro mais próximo do numero 

5 • x, ■ Xj + 2 * (x, + Xj) e: 

a) -33 d) 10 

b) -10 e) 33 

c) -7 

(Fuvest-SP) Se a equaęao 
8x 3 + kx® - 18x + 9 = 0 tern raizes reais a 
e -a, entao o valor de ke. 

d) -2 

e) -4 


b) 2 


4. Yertice da parabola 


O vertice Vdc uma parabola e representado pelo ponto de intersecęao do eixo 
de simetria com a própria parabola. As coordenadas do yertice sao: 


x v = ou y, 
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A_ 

4a 


V£rtice da parabola 








eixo de slmeiria 



Justiflcando as coordenadas do vertice 

Sendo a abscissa do vertice a media aritmetica entre as raizes x’e x”, entao: 
x’ + x” 


—b + VA —b — VA 

2a 2a 

_2b 

2a 

2 

x v 2 

—b + jJH — b — >FK 


2a 

b 

2 

13 

II 

> 

X 


A obtenęao da ordenada do vertice y v e feita substituindo a quadratica 
y = ax 2 + bx - c. 

x v = na expressao da funęao 



y v 


ab 2 

4a 2 



y v 


łf 

4a 




b 2 - 2b 2 + 4ac 
4a 


y v 


- b 2 + 4ac 
4a 


(b 2 — 4ac) 
4a 


y v 


_A 

4a 


A 

4a 




Veriic£ da parabola 


Funęao polinomial do 2® grau 






















y 


e = eixo de simetria 


Estando a concavidade da parabola vol* 



•®|«s 

i 

ii 

tada para cima (a > 0), a funęao assume um 



valor minimo, que e o valor y v = — ~ . 

co.cy 

\ 


O 

y = -ł- ^ 

4a 

- 

V 


Estando a concavidade da parabola vol- 
tada para baixo (a < 0), a funęao assume um 

valor maximo, que e o valor y v = . 



y =- A 

y v 43 


(0, c) 


e = eixo de simetria 


Observe que o ponto de intersecęao da curva com o eixo.y tem como coordena- 
das (0, c), ou seja: x = 0 => y = c. 


Resolvidos 

1 Esboęar o grdfico da funęao y = 2x 5 - 3x + 1, determinando: 

a) as raizes 

b) as coordenadas do vśrtice 

c) a classificaęao de y v (valor mtnimo ou valor maximo da funęao) 

d) intersecęao da curva com o eixo y 


a) Raizes: 

a = 2, b = -3et = 1 
A = (—3) e -4-2-1 
A = 9 — 8 
A = 1 


-(-3) ± 

2 ( 2 ) 






2 

2 


b) Coordenadas do vertice: 


x = „A -(-3) 
2a 2-2 



A - AL 

4a 4(2) 


1 

8 



FlJNęAO POLINOMIAL DO 2^ GRAU 


Verhce da parasol/. 













c) Gassificaęao de y v : 

1 . 

y v — —q ś o va!or minimo da funęao, pois a > 0 e a concavidade esta vo!tada para cima. 


d) A intersecęao da curva com o eixo yse da 
no ponto (0, 1), pois para x = 0 temos 
y = 2 • 0 ! - 3- 0 + 1= 1. 



X 


2 Esboęar o grafico da funęao y = -x e + x + 6, determinando: 

a) as raizes 

b) as coordenadas do vertice 

c) a ciassificaęao de y v (valor mfnimo ou valor maximo da funęao) 

d) intersecęao da curva com o eixo y 


a) Raizes: 

a = -1, b = 1 ec = ó 
A = 1* - 4 • (-1) • (6) 
A - 1 + 24 
A - 25 


-1 ± V25 
2 ■ (- 1 ) 


x’ = 


x" = 


-1+5 

-2 

—1-5 

-2 


= -2 

= 3 


b) Coordenadas do vertice: 

-b _ -1 -1 

* v 2a ~ 2 * (-1) - -2 


1 ev= ^ = = 25 

2 Yv 4a 4 • (-1) 4 


c) Gassificaęao de y v : 

25 

y v = e o va!or maximo da funęao, 

pois a < 0 e a concavidade esta voltada 
para baixo. 


d) A intersecęao da curva com o eixo yse da 
no ponto (0, 6), pois para x = 0 temos 
y = -O 2 + 0 + 6 = 6- 




FuNęAo POUNOMtAi do 2® g«au 


V£rtice da parabola 













3 (FATEC-SP) O grśfico de uma funęao fdo 2 C grau corta o eixo das abscissas para x = 1e 
x = 5. O ponto de maximo de fcoincide com o ponto de minimo da funęao g, de R em R, 


definida por g(x) = -|-x 2 — yx+6. A funęao f pode ser definida por: 


a) y = -x 2 + 6x + 5 

b) y = -x s — 6x + 5 

c) y = — x s - 6x — 5 
xd) y = -x® + 6x — 5 

e) y = x 2 - óx + 5 

O ponto de minimo e determinado por x = - ~, se a > 0. 
O ponto de maximo e determinado pory, = , se a < 0. 



Podemos representar a funęao = ax s + bx + c na forma fatorada f(x) - a(x - x') • (x - x"). 
Respeitadas as condięóes de existencia, observe as seguintes equivalencias: 

f(x) = a(x - x') ■ (x - x”) <=> fCx) = a[x 2 — (x’ + x")x + x'x"J » 



Como o grafico de /'corta o eixo Ox nos pontos de abscissa x - 1 ou x = 5, entao, para algum 
a e R‘, f(x) = a(x - 1) ■ (x - 5) «■ f(x) = ax- - óax + 5a. 

Assim, se (3, 4) e o ponto de maximo de f, entao f(3) = 4. 

a(3) 2 - ó - a(3) + 5a = 4 => a = -1 

Portanto, se a = — 1, entao f(x) - -x 2 + óx - 5. 


Propostos 


d) y = x 2 - x + 1 * 

e) y = -2x s + 7x - 3 * 


236 Encontre as coordenadas do vertice para 
cada funęao quadratica; 

a) y = x 2 - 4x + 3 • 

b) y = -x 2 - 10x + 11 • 


238 (FESP/UPE) Qual o vertice da parabola que 
tem por equaęao y = x 2 - 7x + 12? 


237 Esboce o grafico cartesiano para cada fun¬ 
ęao quadratica= 


239 (Cesgranrio-RJ) Qual a ordenada do vertice 
da parabola y = x 2 - 2x + 57 


a) y = x ! - 6x + 8 • 

b) y = x ! - 6x + 9 • 

c) y = -x 2 - 2x + 3 • 


240 (Osec-SP) Qual o valorde kpara que a fun¬ 
ęao quadratica f(x) = x s - 2x + k tenha o 
valor minimo 1? 
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V£RTICE DA PARABOLA 








241 

(FGV-SP) Deseja-se construir um retangulo 

243 


de semi perimetro p de modo que o maior 



valor possivei para a órea seja 36. Entao, o 
valor de p e- 

aj 12 d) 20 

b) 13 e) 37 

c) 15 


242 

Qual a órea mśxima que pode serassocia- 
da a um dos retśngulos cujo perimetro ć 



80 m? 



Na figura, temos o grśfico da funęao real 
definida por y = + mx + (15 - m). 

Entao, kvd\e 



b)18 d) 9 


5. Conjunto imagem da funęao 
ąuadratica 

O conjunto imagem da funęao ąuadratica y = ax 2 + bx 4- c e determinado a 
partir da ordenada (y v ) do vertice da parabola. Temos dois casos a considerar: 


a > 0 


Quando a > 0 a funęao apresenta um ponto de mmimo.cuja ordenada y v = —— 
e o valor nunimo da funęao. a 



Quando a < 0 a funęao apresenta um ponto de maximo, cuja ordenada y v = ——- 
e o valor maximo da funęao. a 



Conjunto imagem da FuroęAo ouadratica 


FuncAo polinonual do 2 2 grau 



















Resolvido 

Determinar o conjunto imagem das funęóes quadrśticas: 

a) y = x 2 - 2x - 3 b) y = -x 4 + 6x - 9 

a) y = x 5 - 2x - 3 

a = 1, b = -2 ec = -3 
A = b 2 - 4ac = (-2) 2 - 4 ■ 1 ■ (-3) = 16 

Sendo a > 0, a parabola apresenta um ponto de minimo cuja ordenada e y - . 



Portanto, Im = {y G RI y == -4}. 

b) y = -x ! + 6x — 9 
a = -1, b = óec = -9 
A = b 2 - 4ac = 6 2 - 4 • (~1) • (-9) = 0 

Sendo a < 0, a parśbola apresenta um ponto de maximo cuja ordenada e y = . 


Portanto, Im = {y e R | y « 0}. 


1 p 

'ropostos 


244 

Determine o conjunto imagem das seguin- 
tes funęóes quadrśticas: 



a) y = x 4 - 2x - 8 

b) y = x 4 + 3x - 4 

c) y = x 4 - 4 

246 

247 

245 

Determine o conjunto imagem das seguin- 
tes funęóes quadróticas: 



a) y = -x 4 - 4x - 4 

b) y = -x 9 + 8x - 7 

c) y - -x 5 + 36 

(PUC) Qual o conjunto intern da funęao: 
((X; y) G R X R I y = x s — 3}? 

(Florianópolis-SC) Determine o conjunto 
imagem da funęao definida por: 
f(x) = x 4 - x - 2. 



FlINęAO POLINOMIAL OO 2 S GRALI 


Conjunto imagem da FUNęAo ouadrAtica 












6. Estudo dos sinais da funęao 
guadratica 


Os sinais da funęao ąuadratica f(x) = ax 2 + bx + c (a, b e c reais e a * 0) sao 
estudados atraves da analise do coeficiente ac do A. 

1° caso a > 0 



sinal da funęao sinal da funęao sinal da funęao 


Vamos fazer o estudo dos sinais usando como exemplos as seguintes funęoes: 


a) y = x 2 — 5x + 6 

Determinaęao do A e das ralzes: 

a = 1, b = -5 e c = 6 
A = b 2 — 4ac 
A = (-5) 2 - 4 * 1 * 6 
A = 25 - 24 
A = 1 


— b ± VA 


2 a 




Estudo dos sinais da FUNęAo guadratica 


ii 


Funcao polinomial do 2 3 GRAU 



















Logo: 


se x < 2 ou x > 3, entao f(x) > 0 
se 2 < x < 3, entao f(x) < 0 
se x = 2 ou x = 3, entao f(x) = 0 


b) y = x 2 - 6x + 9 


Determinaęao do A e das raizes: 


a = 1, b = —6 e c = 9 

, 6 + 0 

A = Ir - 4ac -(-6) ± V6 ^ 

X ==: - = 3 

2 

A = (-Ć) 2 -4-1-9 * ~ 21 C 

6 — 0 

^ x” = —— = 3 

A = 0 

2 


Estudos dos sinais: a > 0 e A = 0 



Logo: 


J se x < 3, ou se x > 3, entao f(x) > 0 
{ se x = 3, entao f(x) = 0 


c) y = x 2 - x + 10 

Determinaęao do A e das raizes: 

a = l,b = -1 ec = 10 
A = b 2 - 4ac 
A = (-1) 2 - 4 • 1 • 10 
A = -39 

Como A < 0, a eąuaęao nao possui raizes reais. 

Estudo dos sinais: a > 0 e A < 0 

© © @ X 


Logo, para qualquer valor de x, f(x) > 0. 






FuwęAo polinowjal do 9^ grau 


Estudo DOS sihais da fi/n^aO ouadsauca 








Reso!viclo 


Determinarosvalores dem para que a funęao f(x) = (m +■ 3)x ! - 5x + 10assumavalorespositivos 
para todo x real. 

Condięóes do probtema: a > 0 e A < 0 
a > 0 m + 3 > 0 ou m > -3 

A < 0 (-5J 9 - 4 * (m + 3) ■ 10 < 0 ou m > = -2,375 


A funęao assume valores posi- 
tivos para todo x real quando 
m > -2,375. 


-3 ! 


* 

—i- - 

-2,375 

-3 - 2,375 


Propostos 

248 Faęa o estudo dos sinais das seguintes 
funęoes; 

a) y = x s + 5x + 6 

b) y = x 9 - 4x + 3 

c) y = 1óx 9 + 8x + 1 

d) y = x 9 - 2x + 1 

e) y = x fi - 7x 

249 Para que valores de x tem-se y > 0? 

a) y = x® + óx + 9 

b) y = 4x s - 3x - 1 


c) y = x s + 4x + 5 

d) y = x s - 3x + 2 

e) y = x 2 - 8x + 16 


250 Seja a funęao f(x) - 2x 2 - 3x + (2m - 1), 
j determ I ne o valor de m e as rafzes, de modo 

que f(x) se anule para um unico valor de x. 

251 Considere a funęao 

I f(x) = 4x 2 - 20x + (m - 10) e calcule o 
valor de m para que f(x) assuma vaiores po- 
j sitivos para todo x real. 


2 e caso a < 0 


o a = o a< o 



"3 


Estudo dos sinais da FUNęAo ouadratica 


FuNęAO POUNOMIAL DO 2® GBAU 


























Yanios fazer o estudo dos sin ais usando como exemplos as seguintes funęoes: 


a) y = —x 2 + 6x — 8 

Determinaęao do A e das raizes: 
a = -l,b = 6ec = -8 
A = b 2 - 4ac 

A = (6) 2 — 4 * (-1) • (—8) 

A = 4 


Estudo dos sinais: a < 0 e A > 0 



Logo: 


se x < 2 ou x > 4, entao f(x) < 0 
• se 2 < x < 4, entao f(x) > 0 
se x = 2 ou x — 4, entao f(x) = 0 


b) y = - x 2 + 4x — 4 

Determinaęao do A e das raizes: 
a = — l,b = 4ec = —4 
A = 4 2 - 4 • (- 1) • (-4) _ -4 ± 

A = 16 -16 X “ -2 

A = 0 


x = 


-4 + 0 

-2 


= 2 


4 ~ 0 

2 


Estudo dos sinais: a < 0 e A = 0 



Logo: 


{ 


se x < 2 ou x > 2, entao f(x) < 0 
se x = 2, entao f(x) = 0 



Fun^ao polinomial do S 5 grau 


Estudo dos sinais da FuNęAo oliadrAtica 












c) y = -x 2 - 6x - 11 

Determinaęao do A e das rarzes: 

a = — 1, b = -6ec = -11 
A = (—6) 2 - 4 ■ C-l) • (-11) 

A = 36 - 44 
A = -8 

Como A < 0, a eąuaęao nao possui raizes reais. 

© © e - *" 

Estudo dos sinais: a < 0 e A < 0 


Logo, para qualquer valor de x,f(x) < 0. 



ResoMdo 

Determinar os va1ores de m para que a funęao f(x) = -x a — 4x - (-m + 1) assuma valores 
negativos para todo x real. 

f(x) = -x 9 — 4x - (-m + 1} 

Condięóes do probiema: a < 0 e A < 0 
a < 0 

A< 0 (~4) 9 - 4 ■ (-1) • (m - 1) < Oou 16 + 4m - 4 < 0ou m < -3 

A funęao assume valores negativos para todo x real quando m < -3. 


Propostos 

252 Faęaoestudodossinaisdasseguintesfunęoes; 

a) y = -x ! + 4x + 5 

b) y = -x 9 + 2x + 3 

c) y = — x 9 -f 6x - 9 

253 Faęa o estudo dos sinais das funęóes da* 
das por; 

a) y = -2x 9 + 8x - 8 

b) y = -x 9 - x - 1 

c) y — -x 5 + 2x — 3 


254 


255 


256 


Considere a funęao f(x) = -x 9 - 10x + k e 
determine o valor dek para que f(x) assuma 
valores negatlvos para todo xreal. 

Considere a funęao f(x) = mx s + x - 2 e 
calcule o vator de m para que f(x) assuma 
valores negativos para todo x real. 


Determine os va!ores de m, para os quais a 
funęao f(x) = mx s + 2(m + 1 )x + m s seja 
positiva quando x = 1. 



Estudo dos sinais da funęao quadrAtica 


Funęao POLINOMIAL DO 2® GRAU 






Podemos rcunir o 1® e o casos na seguinte sintese. 

Para as raizes x’e x w a funęao assume vaIor zero. 

Para valores de x compreendidos entre as raizes, a funęao assume sinai contra 
rio ao de a (ca). 

Para outros valores de x a funęao assume o mesmo sinal de a (ma). 


QuandoA> 0, temos: 


sina) da funęao 


ma 


ca 

-H- 


ma 


QuandoA = 0 T temos: 


Quando A < 0, temos: 


sina) da funęao 
ma ma 


x = x 

sinal da funęao 
ma 


Propostos 


d) 


257 Faęa o estudo de urna funęao do 2° grau 

i 

cujas raizes sao -j e 8 sabendo que o seu 

graf ico <t uma parabola: 

a) com a concavidade voltada para baixo 

b) com a concavidade voltada para cima 

258 O esquema mostra o estudo dos sinais de 
uma funęao quadrótica. Dź o sinal do coe- 
ficiente ae do discriminante A. 


a) 


b) 


c) 


0 © © 


1 

X' 

-1 w 

x" 

© 

© 


X' = X 


© 


© © © 


259 Dados os esquemas de estudo do sinal de 
uma funęao do 2° grau, determine para cada 
caso os sinais dos coeficientes a, b e c. 


a) 


b) 


c) 


d) 


© © © 


—4-H 

0 x* 

-1-► 

X* t 

. © 

© .X 

\ 

0 

x ł = x" 

0 

* 

© l © r . 

X* 

X" 0 

© 

- —— 

© . © X 

—1—!—1-- 


0 




Fejncao POlINOMlAl 00 2® GRAU 


Estudo oos sinais da fukao ouadratica 













7. Inequaęao 

A resoluęao de uma inequaęao do 2 U grau, isto e, a determinaęao dos valores de 
x que a satisfazem, envolve o estudo dos sinais dc uma funęao do 2 fl grau. 
Estudaremos a resoluęao de inequaęóes atraves dos seguintes exemplos: 


a) x 2 — 6x + 8 < 0 

Determinando as raizes da funęao f(x) = x 2 - 6x + 8, temos: 

a = 1, b = — 6 e c = 8 
A = b 2 — 4ac 
A = (-6) 2 -4*1-8 
A = 36 - 32 
A = 4 

2 

Queremos os valores de x para que f(x) < 0. 


x = 


X = 


-b ± VA 
2a 

6 ± V4 



, 6 + 2 
x = —= 4 

6 — 2 



Identificando os valores de x que satisfazem a inequaęao t temos: 
V = {xGR|2<x<4} 


b) x 2 - 2x + 1 > 0 


Determinando as raizes da funęao f(x) = x 2 - 2x + 1. 


a=l,b=— 2ec = 1 
A = (—2) 2 - 4 * 1 • 1 = 0 





# 


iNEOUAęAo 


FuNęAO POilNOMIAl DO 2^ GRAU 













Queremos os valores de x para que f(x) > 0. 



Estudando os sinais da funęao: 


Identificando os valores de x que satisfazem a inequaęao, temos: 
S = {x € R| x =*= 1} 


c) 3x 2 - 3x + 2 < 0 

Determinando as raizes da funęao f(x) = 3x 2 - 3x + 2: 

a = 3, b=-3ec = 2 

A = (-3) 2 - 4 • 3 ■ 2 = -15 

Como A < 0, a funęao nao possui raizes reais. 

Queremos os valores de ar para que f(x) < 0. 


Estudando os sinais da funęao: 

© © © © 



Identificando os valores de x que satisfazem a inequaęao, temos: 
S = 0 


d) (—x + 4) ■ (x — 3) < 0 

Determinando as raizes da funęao f(x) = (—x + 4) • (x — 3): 


(— x + 4) • (x — 3) = 0 
-x 2 + 3x + 4x - 12 = 0 
-x 2 + 7x - 12 = 0 
a = —1, b = 7 e c = —12 
A = 7 2 — 4 * (-1) • (-12) 
A = 1 




FUNĘAO POUNOMIAL DO S 5 GRAU 


iNEOUAęAO 







Queremos os valores de x para que f(x) < 0. 



Identificando os valores de x que satisfazem a ineąuaęao, temos: 
V = {x 6 R | x < 3 ou x > 4} 


PrOpOStOS c) (x + 2)(x - 3) > 0 

d) (x + 4)(x-4)*s0 

260 Determine o conjunto verdade das sesuin- e) x(x - 7) > 0 

tes ineąuaęoes: 

a) x s - 5x + ó > 0 

b) x s + x - 12 ss 0 

c) -x a + 6x - 8 > 0 

d) x s - 6x + 9 > 0 

e) -x ! + 8x - 15 < 0 
0 x a -x + 6>0 

261 Para quais valores reais de x tem-se.- 

a) x s - 10x + 25 ^ 0 

b) 2x 2 - 3x + 1 5* 0 


262 


263 


264 


(PUCCAMP-SP) No conjunto R, qual o con¬ 
junto verdade de -x 2 + 2x + 15 < 0? 


(FAAP-SP) Ctual o dominio da funęao defi 
nida por y - yfx? - 9 ? 


(FGV-SP) Qual o valor de k para que a 
expressao y = %/x 2 - kx + ó defina uma 
funęao de dominio real em x? 


8. Sistema de inequaęoes 

A resoluęao de urn sistema de inequaęoes pode ser feita a partir do estudo dos 
sinais de uma funęao para cada inequaęao,$eparadamente,seguido da determinaęao 
da intersecęao dos conjuntos verdade (conjuntos soluęao) dessas inequaęoes. 
Faremos o estudo da resoluęao de sistemas atraves do exemplo: 


Sistema de ineouacóes 


Funcao polinomial do 2^ GRAU 








Resolver o sistema 


x 2 — 6x + 9 s* O 
3x — 6 > O 

Determinando os zeros das funęoes f(x) = x 2 

x 2 — 6x + 9 — 0 
a = 1, b = —6 e c = 9 
A = (-6) 2 -41-9 = 0 


-(-6)± V0 

2-1 



6 + 0 
2 


x” 


6-0 

2 



6x + 9 e g(x) = 3x — 6: 

3x - 6 = 0 
3x = 6 
6 

X “ 3 
x = 2 


Queremosqucf(x>>0eg(x) > 0. 
Estudando os sinais das funęoes: 



Identificando os valores de x que satisfazem as inequaęóe$: 
V,=R V 2 ={xGR|x>2} 

Fazendo a intersecęao dos conjuntos verdade: 


' I 3 

i 

V, - 


v = v t n v 2 


+g WVWVWV'u f VA^ » 


V = {x G R | x > 2} 


FunęAO POLINOMIAL DO S 8 GRAU 


Sistema de inechja^oes 











Propostos 

266 

265 Resolva os sistemas de inequaęóes; 



r x® - 3x + 2 > 0 



„-X® + x > 0 

267 

b) 1 

-x ! - 4x + 12 0 


■ 1 

> + 15^0 


I c > J 

-x® + 6x - 9 *ś 0 


1 

,x® + x + 1 < 0 



Resolva as inequaęóes: 

a) x s - 16x + 8 < -7x > -x* - 12 

b) x - 20 *£ x® > - x® - 7x - 3 

c) -2x 2 + 4=e-3x + 2 ! S -x® - 4x + 4 

d) -x 5 - 3x < -2x® < - 3x® + 4 

(AMAN-RJ) A soluęao do sistema 

f 2x® + 12 > x® - 8x 

jx + 5 < 0 ćoconjunto: 

a) {x eR| -5 < x} d) (x €R|x =£-5} 

b) {xeR|x<-6 } e) n.d.a 

c) {x e R | x « -6} 


9. Ineąuaęao-produto 

Considerando f(x) e g(x) funęóes da variavel x, chamamos de ineąuaęao-produ- 
to desigualdades como: 


( - "i 

f(x) • g(x) > 0, f(x) • g(x) 3= 0, f(x) • g(x) < 0, f(x) • g(x) 0. 


A resoluęao de urna ineąuaęao-produto pode ser feita com o estudo dos sinais 
das funęóes, separadamente, seguido da determinaęao dos sinais do produto de f(x) 
porg(x) e.posteriormente.identificando os valores de a: que satisfazem a ineąuaęao- 
produto. 

Vamos entender melhor esse processo atraves da seguinte ineąuaęao-produto: 


(x 2 - 7x + 10) • (6x + 12) 3= 0 

9 

Determinando o zero das funęóes f(x) = x 2 — 7x 4 - 10 e g(x) = 6x + 12: 
x- - 7x+ 10—0 6x + 12 = 0 


A = (—7) 2 - 4 • 1 • 10 = 9 


x= - ( - 7 ? ±V ® 



, 7+3 , 

x — —-— = 5 


7-3 

2 


= 2 





lNEQUAęAO-PRODUTC 


FUNĘAO POUNOM 1 AL DO 2 ® GRAU 











Estudando os sinais das funęoes: 




Queremos que f(x) • g(x) Ss 0. 

Estudando os sinais do produto das funęoes: 


f(x) 

g(x) 

f(x) ■ g(x) 


+ + + 

i 

+ 

+ 

+ 

I 

1 

[ 

1 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ , 

A 

+ + + + + + 

2 \ 

+ + + + 

+ + + 

@"j © 

© 

© 


-2 






Identificando os valores de x que satisfazem a ineąuaęao, temos: 
S — {xGR|-2^x^ 2oux^5} 


Propostos 

268 Resolva as inequaęoes-produto: 

a) (-2 x ! + 3x + 2) • (x - 4) 5= 0 

b) (x 8 + 4x - 5) • (2x - 6) & 0 

c) (x ? - x - 2) • <-x 2 + 2x + 3) 0 

269 Para quais vatores reais de x tem-se: 

a) (x ! - 3x - 4) ■ (x 9 - 2x + 1) > 0 

b) (x ! - x - 1) • (x 9 - x) < 0 

e) (x® - 7x + 10) • (x® - 3x) « 0 


270 

271 

272 

273 


(FAAP-SP) Resoh/a a inequaęao: 

(x 8 - 5x + 6) • (-x 8 + 5x - 4) > 0. 


(FGV-SP) Reso!va a inequaęaa 
(x 8 - 5x) • (x 8 - 8x + 12) < 0. 


(ITA-SP) Resolva a inequaęao: 
(X - 4) s > 0. 


Resolva a inequaęao: 

(x 8 - 9x + 14) * (x 8 - 7x + 10) s 0, 



FuNęAO POUNOMIAL DO 2® GRALI 


iNEOUAęAO-PRODDTO 













10. lnequaęao-quociente 


Considerando f(x) e g(x) funęoes de variavel x, chamamos de inequaęaoquoci- 
ente desigualdades como: 



Na resoluęao de uma inequaęao-quociente devemos lembrar que o denomina- 
dor deve ser diferente de zero e a regra de sinais e a mesma, tanto para multiplicaęao 
como para divisao, no conjunto dos reais. 

Vamos entender melhor esse processo atraves da seguinte inequaęao-quociente: 

-x 2 + 4x —3 S80 

—x + 2 

Determinando o zero das funęoes f(x) = -x 2 + 4x - 3 e g(x) = — x + 2: 

-x z + 4x — 3 = 0 —x + 2 = 0 


a = -1, b = 4 e c = -3 

A = 4 2 - 4 • (-1) • (—3) = 4 


x = 2 



-4+2 


Estudando o sinal das funęoes: 


f(x) 



* 


X 



I N EQU AęAQ-QUOC IENTE 



Fun^AO POLINOMIAL DO 2* GfiAU 
















Estudando os sinais do ąuociente das funęoes: 


f(x) 

gOO 

f(x) 

g(x) 


— — — ł + + + + + 

+ -f + + +!- 

1 

+ + + 

l 

+ + + + + 

_ i 

3~ 

! 

— 

© 

---4 

2 

© i e i © 

< | 
-*\/\/\/^» 
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Identificando os valores de x que satisfazem a inequaęao,temos: 
S = {x€R| 1 =Sx< 2oux> 3) 


Propostos 


274 Resolvaas inequaęóes-quocientes: 
-x* + 2x - 1 


a) 

b) 

c) 


x - 4 

x s - 4x - 5 

-x + 3 

x g - 7x + 6 

x* - 2x — 3 


>0 


< 0 


> 0 


275 Determi ne o conjunto verdade das inequa- 
ęóes*quociente: 

x ! + x - 6 


a) v 2 _ 


4x + 3 


=e 0 


276 


277 


. % <-x B + 10x - 25) ■ (x - 3) 
b) -- >0 

Cx e + 5x - 6) • (x s — 4) 

’ -x - 3 


(MACK-SP) Resolva, emR, a inequaęao 
1 


x + 


- 2 , 


(FGV-SP) Resolva a inequaęaO: 
x(x + 2) 


x } - 1 


> 0 . 


279 


280 


O conjunto das soluęóes, no conjuntoR dos 
nilmeros reais da inequaęao x * 1 > x t. 

a) S = 0 

b) S - {x gR|x2= -1} 

c) S = {xeR|x>-1) 

d) S = {x gRI x< -1} 

e) S = [x € Rl x > 1} 

(UFSM-RS)OsvaloresdexeR, paraosquais 

a fracao ■ -- g - 4x ~ 5 t sempre negatwa, 

' x s - 8x + 16 

sao aqueles que satisfazem a expressao: 

a) x * 4 d) x > 1,^5 

b) x > 4 e) x< 1,25 

c) -4 =s x s 4 

(FGV-SP) O conjunto soluęao da inequaęao 
v 


x - x 


OŚ: 


x® + 2x - 3 

a) (x e R | x < -3 ou x 0 e x > 1} 

b) {x eR|x < -3oux> 1} 

c) {x eRl -3 < x < 1} 

d) {x G R | -3 < x ^ 0} 

e) {x € R| -3 < x« Ooux 5*1} 


12 3 


FUNCAO POUNOMIAL DO 2 3 SRAU 


iNEOUAęAO-OUOOENTE 




























281 


282 


Determine o conjunto soluęao da inequaęao 

(x g -2x + 1)(x g + 1) _ n 
1 - x 

a) S = {xeR|x*1| 

b) S = 0 

c) S = {x e R | x > 1} 

d) S = fx€R|x> 1} 

e) S = (x e R | x < 1} 


Se A = |x € R e -x < j-jj-j, entao A& 


a) 1-1, +«>[ 

b) )1, +oo[ 

c) J—oo, 3] 

d) [-1,1] 

e) 1-1,11 


283 


284 


285 


(Fatec-SP) O conjunto soluęao da inequaęao 
x — 1 

x e _ 4x + 3 38 1. no universo R, e= 

a) ]-oo, 3] U [4, *f oo[ 

b) R - (3, 1} 

c) [3, 4] 

d) ]3, 4) 

e) 13, 4[ 


(Maua-SP) Resolver a inequaęao 
2 


x + 4 < - 


x + 1 


Resolva a inequaęao x < 0. 


a) [-2, Oj 

b) [2, 3] 

c) ]-2, 0[ U ]2, 3[ 


d) [-2, 0] u [2, 3] 

e) 0 














Funęao polinomial do 2- grau 

Ficha-resumo 

r Defmiędo -\ 

f: R R, sendo f(x) = ax" + bx 4- c,com a,bec reais e a * 0 


r Zeros da funęao 


f(x) = ax“ + bx + c se anula para x = 


-b ± J~K . . . 2 


2a 


A> 0 

(2 raizes reais distintas) 


a > 0 

concavidade voltada para cima 

a> 0 
A> 0 


A = 0 

(2 raizes reais iguais) 


a > 0 
A = 0 




a < 0 

concavidade voitada para baixo 

a< 0 
A> 0 


a < 0 
A = 0 




onde A = b - — 4ac 


A< 0 

(nenhuma raiz real) 


a > 0 
A< 0 



a < 0 
A< 0 



I j 

I 


Funcao polinomial do S 2 grau 


Ficha-resumo 

























i 


Ficha-besumg 


FlFNęAO POUNOMiAL DO 2^ GRAU 















































Funęao polinomial do 2 a grau 

r Ineąuaęao -~ 

Resoluęao: 1) Obter a ineąuaęao equivaiente tal que o 2° membro seja zero. 

2) Fazer o estudo do sinal da funęao cuja lei e dada pela expressao que 
flcou no l 2 membro, representando-o graficamente em um eixo. 

3) Determinar oconjunto dos va!ores deorąue tornam a ineąuaęao urna 
sentenęa verdadeira. 

V----- J 

s Sistema de ineąuaęóes ---. 

Resoluęao: 1) Fazer a resoluęao de cada ineąuaęao em separado. 

2) Representar graficamente as soluęóes em eixos;um para cada ineąua¬ 
ęao; um eixo sob o outro. 

3) Determinar a intersecęao dos conjuntos verdade das mesmas. 


r Ineąuaędo-produto --— 

Resoluęao: 1) Fazer o estudo dos sinais das funęóes dadas peios fatores. 

2) Determinar para cada x o sinal do produto,aplicando a regra de sinais. 

3) Determinar o conjunto dos valores de ar que tornam a ineąuaęao ver- 
dadeira. 


C Ineąuaęao-ąuociente - 

Resoluęao: O procedimento e analogo ao da inequaęao-produto,lembrando ąue de- 
vemos excluir os valores de x ąue anulam o denominador. 

___ J 


Complementares 

286 Encontre o va tores rea is para o parametro k, 
de modo que cada uma das seguintes fun¬ 
ęóes seja quadratica: 

3) y = (k* - 1)x s + 5x - 7 
b) y = (3k fi - 3k)x s 

287 Determine o vaior de a e de b na funęao 
quadratica y = 2x E - ax + b, sendo suas 
raizes iguaisa -2e2. 


288 Dado o grafico da funęao 
f(x) = ax 2 + bx + c, 
encontre os 

va tores de a, b f y 



FuNęAO POLINOMIAL OO 2® GRAU 
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Ex£ftCiOOS COMPL£MElMTAR£S 





















289 Construa o esboęo do grśfico cartesiano 
para cada funęao quadr<śtica 

a) y = x 2 + 2x - 3 

b) y = -x 8 + 10x - 25 

c) y = x 8 - 3x 

d) y = -x 8 

290 Determine o dominio e o conjunto [magom 
das funęóes: 

a) fi(x) = x® - 9x + 20 

b) f(x) = -x 8 - 4x - 4 

291 (UF3A) O grafico abaixo e uma parabola 
cuja equaęSo t da forma y = ax® + bx + c. 
Calcule 



292 (UFMG) O trinómio y = ax® + bx + c esta 



a) a > 0, b > 0, c < 0 

b) a < 0, b < 0, c < 0 

c) a < 0, b > 0, c < 0 

d) a < 0, b > 0, c > 0 

e) a < 0, b < 0, c > 0 

293 (UCSal-BA) Considere a funęao f, de R em 
R, dada por f(x) = 4x - x®. Representan- 
do-a graficamente no piano cartesiano, ob- 
teremos: 




294 (ACAFE-SC) A funęao «x) = x® - 2x + 1 
tem mfnimo no ponto em que xvalei 

a) 0 b) 1 c)2 d) 3 e)4 

295 (Cesgranrto-RJ) O grafico representa o 
trinomio do 2 a grau x® + bx + c. Podemos 
conduirque: 

a) b = -1 ec = 0 

b) b = 0ec=-1 

c) b = 1ec = 1 

d) b - -2 e c = 0 

e) b = 4ec = 0 



296 (FGV-SP) Uma parede de tijolos sera usada 
como urn dos lados de um curral retangu- 
lar. Para os outros lados iremos usar 400 
rnetros de tela de arame, de modo a pro- 
duzir uma area maxima Entao o quociente 
de um lado pelo outro e: 

a) 1 b) 0,5 c) 2,5 d)3 e)1,5 

297 (UFBA) (y e R ] y *£ 6} e conjunto imagem 
da funęao f(x) = -x® - 2x + p, se p for 
igual a: 

a)-ó to) ~1 c)1 d)4 e) 5 



Ex£RC[CIOS COMPLEMENTARES 


FuNęAo polinomial exd 2 s grau 




















Funęao polinomial do 2 a grau 


298 (PUC-SP) A parabola de equaęao 

y = 4x® + 4x + 1 tem vertice no ponto: 


b) (0,1) 

c) (1.4 


d) (1, -2) 


299 (PUC-MG) O valor maximo da funęao 
f(x) = -x e + 2x + 2 tem ordenada: 

a) 2 b)3 c) 4 d)5 e)6 

300 (PUC-SP) Um terreno retangular de area 
875 m® tem o comprlmento excedendo em 
10 m na largura. Indique a equaęao que re- 
presenta o problema: 

a) x s + 10x + 875 = 0 

b) x 5 + 875x - 10 = 0 
C) x 5 - 10x + 875 = 0 

d) x 2 + 10x - 875 = 0 

e) x B - 875x + 10 = 0 

301 (Unesp-SP) O conjunto soluęao da inequa- 

ęao (x - < 2x - 1, considerando como 

universo o conjunto R, esta def inido por; 

a) 1 < x < 5 d) 1 < x < 4 

b) 3 < x < 5 e) 2 < x < 5 

c) 2 < x < 4 

302 (Cesgranrio- RJ) A menor soluęao inteira de 
x® - 2x - 35 < 0 1\ 

a) -5 c) -3 e) -1 

b) —4 d) -2 


303 (Unesp-SP) Os valores de x e R que satisfa 

x ! - 4 < 0 
x ! - 3x < 0 


zemosistema 


a) 1 < x < 3 

b) -3 < x< -2x 

c) 0 < x <c 2 


d) 2 < x < 3 

e) -2<x<0 


304 (FGV-SP) Dado o sistema de inequaęao: 
-2x® + 3x + 2 0 


{ 


X® + x — 2 « 0 


, o intervalo que sa 


tisfaz a estas inequaę6es tem amplitudę: 


a >ł 

c) infinito 

e) n.d.a 

b >5 

d) 1 



305 (FGV-SP) Resotvendo-se 

(x* - 3) (x ! - 9) 0, obtemos: 

a) ->/3 ^x j Si/3oux = ± 3 

b) -J3 x V3 

c) x s — J3 oux^V3 

d) -3 « x -J3 ou 1/3 s x s 3 

e) x s -3 ou ~J3 a Sx s sV3oux^3 

306 (Cesgranrio-RJ) Os valores de x tais que 

4x - 1 


307 


308 


saotaisque; ^09 


x® - 2x + 1 
fazem: 

a) x > 4 

b) x ^ 4 


0 sao aqueles que satis- 


C)XSj 

d)x* 1 


e)^4 


310 


(FGV-SP) Os valores de m, para que a equa- 
ęao x ! - 3xm + m® + 2x — 9m + 1 = 0 
tenha ratzes reais e iguais, sao: 

a) m, = 24 e m 2 = -5 

b) m, = 0 e m a = 24 

c) m, = 5 e ro s = 0 

24 

d) m, = m 2 = — 

24 

e) m, = 0 e m 2 = —g- 

(Vunesp) O grafico da funęao quadratica 
definida pory = x* - mx + (m - 1), onde 
m e R, tem um unico ponto em comum com 
o eixo das abscissas. Entao, o valor de yque 
essa funęao associa a x = 2 ź, 

a) -2 c)0 e) 2 

b) -1 d) 1 

(Unicamp-SP) Determine o numero m de 

modo que o grafico da funęao ł 
y = x® + mx+8-m seja tangente ao eixo 
dos x. Faęa o grafico da soluęao (ou so- 
luęóes) que voc£ encontrar para o pro¬ 
blema. 

(FGV-SP) A funęao f, de R em R, dada por 
f(x) = ax s - 4x + a tem um valor m&cimo e 
admite duas rafzes reais e iguais. Nessas con- 
dtęóes, f(-2)eigual a= 

c) 0 e) -2 

1 

2 


a) 4 

b) 2 


d) 
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Funęao polinomial do 2® grau 


ExERdOOS COMPltMfNTASEES 



urn pDnc& m$& 

Cónicas 

A parabola, a elipse, a hiperbole e a circunferencia sao ditas secęóes cónicas, 
ou simplesmente cónicas, porąue podem ser delineadas pela intersecęao do pia¬ 
no com o cone circular reto. 

O fator que determina a diferenęa para se obter essas cónicas e a maior ou 
menor inclinaęao com que o piano secciona o cone. Essa inclinaęao se da em 
relaęao ao eixo central do cone. 





Um experimento de simples confecęao, e que exemplifica a obtenęao das 
cónicas, pode ser conseguido por uma fonte luminosa e uma bola de formato 

esferico. Como sugestao, num local pouco iluminado, pode- 
se utilizar como fonte luminosa uma vela com altura maior 
do que o diametro da bola. Num primeiro instante o con- 
torno da sombra projetada pela bola tern o formato de 
uma elipse; a medida que a vela vai derretentfp e a 
sua altura vai diminuindo, a sombra sofre alteraęao 
de formato. Quando a medida da altura da vela e 
do diametro da bola forem iguais, teremos uma 
sombra parabólica. Essa parabola ira se apro- 
ximando de uma hiperbole a medida que a 
altura da vela for se tornando menor do 
que o diametro da bola. 

Com o raesmo instrumental, 
para se obter uma sombra circular, 
em que posięao devera ficar a vela? 






hiperbole 















Funęao 

exponencial 


^pĄrĄ ser %mnAe, se wtem: hąAą 
'ten eicagera on eicUtu. 

to Ac em cąAą cOisą. poc jrnĄytto es 
y\o fumltuo gne frazes* 

PI ssitH em cąAh ta%o ą óhą to Aa 

^ritka, porznę, aitĄ vtve. 


Fernando Pessoa (Ricardo Reis) 


1. Tópicos basicos para funęao 
exponencial 

O estudo da funęao exponcncial reąuer alguns conceitos sobre potenciaęao. 
Para urna expressao do tipo a n ,denominamos: base.ao numero real <z;expoente, 
ao numero natural n maior que 1; potencia, ao resultado da operaęao. 


— 

\ 

a n = a * a * a • * a 

V J 

a n —*- cxpoente 

V 

» fatores 

L-► base 




Expoente inteiro nao-negativo 

Por extensao da definięao, fazemos: 

n = 0 —» a (ł = 1 
n = 1 —> a 1 = a 

v 

Exemplos: 

a) 9° = 1 

b) 7C° = 1 

c) —7t* = — n 

d) 4 3 - 4 • 4 • 4 = 64 

e) C-4) 3 = (-4) ■ (-4) ■ (-4) = -64 


Propostos 


311 

Determine: 
a) 12° 

o (m° 

e) (ys) 1 


b) 1° 

d ) Oa) 1 

0 (-7,2)' 

312 

Calcule: 
a) O 1 

O (-2) s 

e) (V3) 4 


b) 2 5 

d) O 5 

o (y?) 3 

313 

Calcule: 
a) (—3)“ 

c) (-1)° 

e) -I 4 


b)(-1) 4 

d) -3* 

f) -1° 


f) O 9 = 0 

g) — 4 3 = —4 ■ 4 • 4 = -64 

h) -5 2 = -5 • 5 = -25 

i) 0° = indeterminado 



TOPICOS BASICOS PARA FUNĘAO £XPONENOAL 


Funęao expqnenciai 









Expoente inteiro negativo 

Sendo a base a um numero real nao-nulo a e R* e o expoente n um numero 
natura!, teinos: 



Exemplos: 



b) (-3)“ 3 


1 

(-3 ? 




27 



► Zero elevado a expoente negativo nao existe. 


Propostos 

315 

314 Determine: 


a) 3 _s 

d) (~2r 4 

b) 5 -3 

e) ir -3 

O (-4)- s 

0 (-4>- 2 


Calcule,- 



c) 0,3^ 


d) 0,5-' 

e) (-Tt )" 3 



Propriedades das potencias, cujo expoente 

e um numero inteiro 


a m • a" = a m + n 

a" 5 : a 11 = a m " ", sendo a * Q 


(a • b) n = a" • b" 








sendo b ^ 0 


(a m ) n = a m 


FuNęAO EXPONENCIAl 
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TóPtCOS BASICOS PARA FUNCAO EWONENDAl 










d) 5 6 : 5 3 = 5 6 ~ 5 = 5 3 


Exemplos: 

ji) 4 3 ■ 4'^ — 4^ = 4^ 


b) (3 • 5) 2 = 3 2 * 5 2 

c) (2 3 ) -2 = 2 3 (_2) = 2~ 6 


Propostos 

316 Utihzeas propriedades adequadas a cada 
caso: 


a) 3® • 3 3 

b) 5 1 ■ 5" 3 

c) 2”® ■ 2 -3 

d) (2 • 1? 



f) (11*: II 3 ) 2 




7^ 

4 


Z 3 

45 


o 


317 


316 


3rcV _ (3rc) 2 _ 3 2 • n 2 
2 ) 2 1 ~ 2 2 


Simplifigue utilizando as propriedades: 

a) (5®)® 

d) 4 Ó : 4® 

b) (3 3 )"® 

e) 3®: 3 -3 

c) (0j2 _8 )” 4 

0 7“®: (7” 3 )® 

Calcule, utilizando as propriedades: 

a) 0,2-®: 0,2~ ć 

d){^)‘ 3 


10"*■ 10 -3 
e) 10”® 

c) (t) s 

( jz T 9 

« ■ / ' 1 
' o0 . 


Expoente racional 

Considerando ^ = b <=> b 11 = a,temosque: 

• Nao existe raiz em R quando a G R_ e n e par. 

• A raiz e urn numero negativo quando a 6 R* e n e impar. 

m 

A expressao a n e unia potencia cuja base a e um numero real positivo, (a G Rt) 
m „ 

e o expoente — e um numero racional, sendo m e n numeros inteiros e positivos. 
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Funcao exponenoal 


















Exemplos: 

a) óJ = ¥64* = ^/(4 3 ) 2 = 4 2 = 16 

^ nnCi -\ _ 1 _ 1 = J_ = J_ 

b) 72 ~ ^729 2 ” ^( 9 3) 2 “ 9 2 _ 81 

2 _ _- 

c) 243 0,4 = 243 ? = V243 2 = y(3 5 ) 2 = 3 2 = 9 


Propostos 

319 Determme: 

2 

a) 81* 

e 

b) 273 

e 

c) 1 024 s 


d) 125" 3 

_e 

e) 32 3 

ił 

0 06*) 


320 


Calcule: 

! 

a) 243" 5 

b) 243 0,6 

c) 3 1 25 0,s 

d) 1 024 0J 

e) 243 -0,4 

0 CIO OOO) 0 - 25 


Propriedades das potencias, cujo expoente e urn 

numero racional 

As mesmas propriedades estudadas era potencias com expoente inteiro sao vali- 
das para potencias com expoente racional 


ExempIos: 

7 5 2 . -- 

a) 125 3 •125 3 = 125 3 = i J\25 T = y( 5 3 ) = 5 2 = 25 

b) l6* : 16“^ = 16^ = ^ló 1 = tj(2 4 f = 2 3 = 8 

c) (a3 • b?) = a ■ b 2 

d) (343 3 ) 2 = 343 3 = ^34? = V(7 3 ) 2 = 7 2 = 49 


e) 


32 \\ = 32? = yi^ 3 
[245) ” 24 3 f " ^ 


V(2 5 f = 2^ = _8_ 

5 M" 3? ” 27 



* 


FuNęAO EXPONENCIAl 


Tópicos aAsicos paka funo*>o exponenciai 
























Propostos 

321 Determine: 


322 

Cafcule: 

a) (25 s * 81 j* 

<0 

1 3 

a) 1ó a • 16# 

s * 

b) 643 . 64 * 

O (5 4 )s 

d) (Jt“ 3 )3 

1 

e) (2 5 • 3 4 ) 2 

f) (81 : 3” 1 ) 0 - 4 


-5 4 

b) 8 3 :8‘# 

2 1 

c) 64"3 : 64 2 

*> 10 } 


Potencia cujo expoente e um numero irracional 

A expressao a“e unia potencja cuja basen e um numero real positivo (a E R+) e 
o expoente a e um numero irracional. 

Tomando como exemplo 3™ e elaborando urna seąiiencia de numeros racionais 
que permita urna aproximaęao cada vez mais precisa de n,temos: 

3; 3,1; 3,14; 3,141;... 

Da rnesma forma,podemos elaborar urna seąiiencia de potencias de base 3,cujos 
expoentes sejam os termos da seąiiencia anterior. 

3 5- 3 S,1 ‘ 3 3,14, 3 ł ' 14 '- 

Podemos observar que ąuanto mais os expoentes se aproximam de Jt,por intcrme- 
dio de numeros racionais, mais as potencias de expoentes racionais se aproximam de 3". 

2. Equaęóes exponenciais 

i 

Algumas eąuaęoes apresentam a incógnita como expoente; nesse caso, sao de* 
nominadas eąuaęoes exponenciais. 


Exemplos: 

a) 5* =125 c) 3 xtx + 2) = 27 

b) ll (x_2> = 1 d) 5 2x - 4 • 5 X + 3 = 0 


A resoluęao das eąuaęoes exponenciais reąuer o conhecimento das proprieda- 
des das potencias e a utilizaęao de alguns artificios. 

Para facilitar a abordagem didatica das eąuaęoes exponenciais, levaremos em 
conta tres tipos de resoluęao. 


EaUAęÓES EXPONENCIAIS 
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FuNCAO EXPONENCIAl 








1" tipo Inicialmente, vamos resolver as equaęoes exponenciais transformando- 

as em igualdades de mesma base. 

Exemplos: 

a) 5 X = 125 

Primeiro devemos igualar as bases, usando a decomposięao em fatores 
primos, após o que podemos despreza-las e considerarmos a igualdade 
entre os expoentes. 

Logo, 5 X = 5 3 => x = 3 

V = {3} 

b) 3 X= ir^ 3X= -?^ 3X=3 " l ^ x = " 4 

V = { 4} 

c) 121 (x_2) = 1 => (ll 2 ) x_2 = 1 

Igualamos as bases após substituir 1 por 11°. 
n 2 (x- 2 > = u o 

2(x - 2) = 0 => 2x — 4 — 0 => x = 2 

V = {2} 

Outra resoluęao: 

121 Cx “ 2> = 1 
121 &-2 > =121° 

Logo, x - 2 = 0 => x = 2 
. V = {2} 


d)49 x =V343 => (7 2 ) X - W 

Transformamos o radical em potencia de expoente fracionario. 



FuNęAO EXPONENGAL 


EOUAęÓES EXPONENClAJS 



Propostos 

323 Determine o conjunto verdade das equaęóes exponenciais: 

a) 2* = 64 b) T = 343 c) 8* = 32 d) 25* = 625 e) 9* = y f) 2" = 

324 Determine o conjunto verdade das equaęoes exponenciais: 

a) (fj = (??■) c) 5 * = ^ e) 2X+4 “ 16 

»($■)“=d) d)49 ’-^ f ) 5 '"’=6s 


325 


Determine o conjunto verdade das equaęóes exponenciaiS: 

a) 25 ( * + 9) = 1 b) 0,01 -15 = 0,01° c) 32* + 3 = ^/2 


d) 5 xI + a, = 1 


2 a tipo A resoluęao de determinadas eąuaęóes exponenciais exige, alem da mu* 
danęa de base, a utilizaęao de alguns artificios. 


Exemplos: 

a) 5 X + 1 + 5 X + 2 = 30 

Nesse caso, podemos separar cada termo com incógnita em potencias de 
mesma base e, em seguida, faremos a mudanęa de variavel. E bom lem- 
brarmos que: 

"J" n <— ^iti t n 

5* ■ 5 1 + 5 X * 5 2 = 30 
Considerando 5 X = m: 

m-5 + m*25 = 30 =>30m = 30=>m=l 
Substituindo m = 1, obtemos o valor de 
5* = m => 5 S = 1 => 5 X = 5° => x = 0 

V = (0> 

b) 2* " 1 + 2* + 2 - 36 

Lembrando que a m “ ” = a m : a n , sendo a ^ 0: ~ + 2 X * 2 2 = 36 
Considerando 2 X = m: 

m , , ,/ ^ m + 8m 72 n „ 

2 2 2 
Substituindo m = 8, obtemos o va!or de x. 

2 X = m =>2 X = 8=> 2 X = 2 5 => x = 3 

V = (3} 


EOUACOES EXPONENCIAIS 


FuwęAo exponencial 







Propostos 

326 Determine o conjunto verdade das seguintes equaęóes exponenciaiS: 

a) 3* + 1 + 3 x + i = 12 c) 2* + 5 + 2*~ 1 = 18 

b) 2* + 1 + 2 x + 3 = 20 d)5*~ s + 5" +1 = 126 

327 Determine o conjunto verdade das seguintes equaęóes exponenciais; 

a) 7*' 1 + 7* + 1 = 50 c) 5*" 1 + 5 x " 3 = 26 

b>2 I + 3 = 2 x - f + 62 d) 2*" 1 + S ■ 2* = 11 


328 


(FGV-SP) Se x e a raiz da equaęao 3* 1 + 3* + 3* +1 


entao, determine x _1 . 


3° tipo Neste caso fazemos a substituięao de variavel e resolvemos a eąuaęao de 
2 fl grau obtida. Veja os exemplos: 


a) 2 2x — 3 * 2 X + 2 = 0 

Considerando 2* = m,temos: 


(2 X ) 2 - 3* 2*+ 2 = 0 => m 2 -3-m + 2 = 0 

3 ± 1 

Resolvemos a eąuaęao de 2“ grau: m = —-— 



Determinamos os valores de x: 

2 X = m => 2 X = 1 => 2 X = 2° => x = 0 
2 X = m => 2* = 2 => x = 1 


V = {0,1} 

b)4 x - 9 • 2 X + 8 = 0 

Consideramos que 4 = 2 2 ,logo: 

( 2 X ) 2 - 9 ■ 2 K + 8 = 0 

Mudamos a variavel fazendo 2 X = m: 


m 2 - 9m + 8 = 0 
Resolvemos a eąuaęao de 2 fl grau: 
Determinamos o valor de x: 


m = 


9 ± 7 
2 



2 x = m=> 2 X = 8 => 2 X =2 5 => x = 3 
2 X = m => 2 X = 1 => 2 X = 2° => x = 0 
V = {0, 3} 


J 
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EOUACOES EXPONENCIA!S 






Reso!vido 


25* — 6 • 5* 

Reso!ver a eguaęao-r-= -1. 


25* - 6 ■ 5“ 


» -1 =» 25* - 6 ■ 5* = -5 => (5*)® - 6 ■ 5* + 5 = 0 


Considerando: m = 5", temos: 

P ^ _ „ ó ± 4 


nr - 6 • m + 5 = 0, onde: m = 0 

Logo: 5* = 5 => x = 1 ou 5* = 1 => x = 0 
V = [0, 1} 


rrT = 5 
m" =1 


Propostos 

329 Determine o conjunto verdade das seguin- 
tes equaęóes exponenciais: 

a) 4 x -3-2*H-2 = 0 

b) 9* - 4 • 3* + 3 = 0 

c) 25* - 30 • 5 X = -125 

d) 4* - 10 • 2* + 16 = 0 

330 Para que valores de x tem-se a igualdade 
3 & = 12 • 3* - 27? 


331 


Determine o conjunto verdade das seguin- 
tes equaęoes exponenciaiS: 
a) 4* + 16 = 17 • 2* 


o 2 * — o . o* 
b) -—1 


332 


333 


334 


Determine o conjunto verdade das seguin- 
tes equaęóes exponenciais: 

a) 4* — 12 ■ 2* = —32 

b) 4* -1 + 2*- 1 = 4r 


Determineosvalores dexde tal forma que: 
4*4 4 s 


(PUC-RS) A soma das raizes da equaęao 
16- + 64 

a) 1 d) 16 

b) 3 e) 20 

c) 8 


3. Funęao exponencial 

Chamamos de funęao exponencial a toda funęao do tipo f(x) = a x ,definida para 
todo x real com a > 0 e a * 1. 


ExempIos: 
a) f(x) = 2 X 


b) f(x) = 


/l\X 
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FUMęAO £XPONENC(AL 














Grdfico dafunędo exponencial 

Iaremos o estudo grafico da funęao exponenciai em dois casos: 
F caso A base e um numero real maior que 1: a > 1 


Exemplo:f(x) = 2 X ou y = 2 X 


X 

y = 2 X 

2 

4 

1 

2 

0 

1 

-1 

1 



2 

-2 

I 


4 



Funęao crescente 


2 caso A base e um numero real, maior que 0 e menor que 1; 0 < a < 1 


Exemplo: f(x) 





FUNęAO£XPONENC!Al 


FuNęAO EXPONENClAL 





































Caracteristicas da funęao exponencial 

Dos exemplos estudados, podemos tirar as seguintes condusóes: 

• A curva da funęao f(x) = a* passa pelo ponto (0,1). 

• O seu dominio e o conjunto dos reais D = R. 

• O seu conjunto imagem e Im = R* 

• A funęao e crescente para a base a maior que 1 (a > 1). 

• A funęao e decrescente para a base a maior que 0 e menor que 1 (0 < a < 1). 





Reso!vido 


Esboęar o grafico da funęao dada por y = 3 cla$$ificando-a em crescente ou decrescente. 

f(x) = 3- & ouy = ^ 


X 


1 

1 

9 

~ 1 

1 

2 

3 

0 

1 

1 

2 

3 

-1 

9 



FjNCAO EXPON£NCIAL 


(0 <a < 1) 
Funęao decrescente 


Funęao EXPONENCIAL 


















Propostos 

335 Esboce o grafico e identifique como cres¬ 
cente ou decrescente as funęóes ex- 
ponenciais: 

a) f(x) = 3* c) łtx) = 5* 

b) Kk) = (jJ d) ^ = 2_1S 

336 Determine se as funęóes exponenciais sao 
crescentes ou decrescentes e esboce os 
grźficos. 

a) ftx) = 3** b) f(x> = 2* c) fCx) = 2~ & 


(PUC-MG) Seja a funęao exponencial 
fi(x) = a* e correto afirmar que: 


337 


338 


339 


a) ela e crescente se x > 0 

b) ela e crescente se a > 0 

c) ela e crescente se a > 1 

d) ela e decrescente se a * 1 

e) ela e decrescente se 0 < x < 1 

(PUC-SP) As funęóes y = a* e y = b*, com 
a>0, b>0ea * b, tem gróficos que se 
encontram em- 

a) 1 ponto d) nenhum ponto 

b) 2 pontos e) infinitos pontos 

c) 4 pontos 

(Fuvest-SP) Sejam f(x) = e g{x)= 

usando o mesmo par de eixos, esboce os 
grdficos de ffx) e g(x). 



4. Inequaęóes exponenciais 

As ineąuaęóes que envolvem funęóes exponenciais sao consideradas ineąuaęóes 
exponenciais. Veja os exemp!os: 


a) 9* =£ 27 



Na resoluęao das ineąuaęóes exponenciais analisaremos os casos nos quais: 
a > 1 

Quando a funęao f(x) = a x apresenta base maior que 1, (a > 1), desprezamos as 
bases comuns e mantemos o sinal da desigualdade em relaęao aos expoentes. 




a x '<a x * <=> x 1 <x^j 


a X| >a Xj <=> x 


1^*2) 
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Exemplo: 

Para determinar o conjunto verdade da inequaęao 9 X < 27, sendo U = R, 
inicialmente tornamos as bases iguais: 

9 X ^ 27 => 3 2 * =£ 3 3 


Como a base 3 e maior que 1, mantemos o sinal da desigualdade em relaęao 
aos expoentes. 


3 2x *£ 3 3 => 2x ^ 3 



V = xGR|x 


0 < a< 1 

Quando a funęao f(x) = a x apresenta base maior que zero e menor que 1 (0 < a < 1), 
desprezamos as bases comuns e invertemos o sinal da desigualdade em relaęao aos 
expoentes. 



Exemplo: 


Para determinar o conjunto verdade da inequaęao 

observamos que, como a base \ e maior que 0 e menor que 1, invertemos o 




sendo U = R, 


sinal da desigualdade em relaęao aos expoentes. 






U 


=> 2x < 4 => x<2 


V = {x £ R | x < 2} 


iNEOUAęOES EXPONENCIAIS 


1 3 
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Resolvido 


Qual e o conjunto verdade das inequaęóes considerando U = R? 

a) inicialmente igualamos as bases: 


a) (V2 i 


t . — + 4 ( ,—y^Sbc 4 1 

(J2) 

Como a base e maior que 1, mantemos o sinal da desigualdade em relaęao aos expoentes. 

3 

2x + 4 ^ -2x + 1 => 4x =£ -3 => x =£ --r 

4 

V = ixeR|x=s -|t 


b) 


3x* 1 


>1 


Inicialmente igualamos as bases: 

g\3x+l /-„\0 

Como a base e maior que 0 e menor que 1, invertemos o sinal da desigualdade em relaęao 
aos expoente$. 

3x + 1 < 0 =* 3x < -1 => x< -j 


V = <xe RI x < - 


Propostos 


340 Determine o conjunto verdade das inequaęóes, sendo U = R. 
a) 3* > 27 b) 2* < 16 c) (j) > ^ 


d) 


f lY < J- 

UJ . 16 


341 


342 


Para que valores reais de x sao validas as desigualdades? 

, „ i* + 3 

a) 8* ^ 64 b)49* +1 *s343 c) 


łj 




Determine o conjunto verdade das inequaęóes, sendo U = R: 

a) (V5) X + 2 <1 

b) a 4 * ~ 1 > a®* + \ sendo a > 1 

c) (uf > (x)* * 6 

d) a K * + T) a 2 , para 0 < a < 1 


d) 


(tf-GT 


FuncAo exponencial 


Inequa<;0es exponenciais 





Ficha-resumo 


r Eąuaęóes exponenciais -- 

Unia eąuaęao e denominada exponeneial ąuando apresenta incógnitas no expoente. 
Se duas potencias de mesma base a, (0 < a * l),sao tguais.emao seus expoentes 
tambem sao iguais. 

a x = a k => x = k 


-' 

f Funędo exponencial ---■s 


f(x) = a* para todo x real com a > 0 e a * 1 

___' 


^ Grafico da funędo exponencial -\ 

Jdco = R 

= RT 




--- ' 


r Ineąuaęóes exponenciais - 

Sao inequaęoes que envolvem funęóes exponenciais. 


a> 1 


0< a< 1 


a X| > a X; x, > x 2 


a* 1 > a 1 <=> x ( <x 2 


a X| < a*‘ « x, < x 2 


a *.Ca*, <=> x,>x 2 
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Funęao exponencial 


Complementares 

343 Determine o conjunto verdade das equa- 
ęóes exponenciais do 1° tipo: 

125 

3) (2T = 8* 

h) 17* e - 4 " = 1 

i) 3 <s - + 5 = i 

344 Determine o conjunto verdade das equa- 
ęóes exponenciais do 2° tipo: 

a) 125 K_, = 1 

c) 3 xł4 + 3 x + 2 = 90 

d) 5 X ‘ 1 + 5 X T1 = 26 

e) 10 2>£ " 1 - 11 • 10*“ 1 + 1 = 0 

f) 5 fo + 4 • 5* - 5 = 0 

345 Determine o conjunto verdade das equa- 
ęóes exponenciais do 3 2 tipo: 

a) 4 X = 5 * 2* - 4 

b) 5 10 * - 10 ■ 5 Sx + 25 = 0 
C ) 4« _ 9 .2* = - 8 

d) 16 x - 48 = 13 - 4 X 

e) 9" - 10 ■ 3 X + 9 = 0 

f) S 2 * + 20 ■ 5* - 125 = 0 


a) 4* - 16 

b) 25* = V5 

O (i)‘ - ,27 

d) Vl0 = (0,01)* 

e) 49 & + 3 = 343 


346 Esboce o grafico e identifique como cres- 
cente ou decrescente as funęoes expo- 
nenciais. 

a) f(x) = 4* c) ftx> = 

b) 100 - 4-* d) Kx> = ftl 



347 Determine o conjunto verdade das inequa- 
ęóes exponenciais: 

a) 9* < 1 

b) 5* < 125 

c) 7 s *- 9 > 7 _>t + 1 

d) 3*** B > 3 n 

e) a x< > a _ćx - s , para a > 1 



j) a* 1 - 4x > a 3 , para 0 < a < 1 

348 (PUC-RS) Seja a funęao f : R -> R defmida 
por f(x) = 2*. Entao, f(a + 1) - f(a)ć igual a: 

a) 2 d) KI) 

b) 1 e) 2Ka) 

c) Ka) 

349 (PUC-RS) Se 3* - 3 S " * = 2\ entao 15 - x 2 
vale: 

a) 16 d)11 

b) 15 e)6 

c) 14 

350 (Fatec-SP) O valor de x, x e R, que e solu- 
ęao da equaęao <4 3x + B6 ) 3 = 2 12 , t- 

a) 8 d) -4 

b) 4 e) -8 

c) 0 

351 (UFMG) A soma das raizes da equaęao 
7 1+x + —* = 8Ć: 

a) 0 d) 7 

b) -1 e) 8 

0 1 

352 (Fuvest) Leia e faęa o que se pede: 

a) Esboce, num mesmo sistema de coor- 
denadas, os graficos de f(x) = 2* e 
g(x) = 2x. 

b) Baseado nos graficos da parte a, resol- 
va a inequaęao 2* =e 2x. 

c) Qual e o maior: 2-</2? Justifique 

brevemente sua resposta. 

353 (UFRS) O conjunto soluęao da inequaęao 
3 8 -* + 3 S + X > 18 e: 

a) {x E RI x s < 0] d) {x e R | x < 0] 

b) {x £ R || x [ < 3} e) {x £ R | x > 0} 

c) {x E R | x s > 0} 


Funęao exponenceal 
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ExebcIcios COMPLEMENTARES 



354 (PUC-SP) Se a = 16 e x = 1,25, quanto va1e 
a 1 '? 

a) >/2 d) l6>/2 

b) 32 e) 64 

c) 20 


b) E urn funcionario, sem quaiquer expe- 
riencia, quantas peęas devera produzir 
mensa Imente? 

Compare este resultado com o resulta- 
do do item a. 

Ha coeróncia entre eles? 


355 (Mack-SP) O produto das raizes da equa- 
ęao (3 X? - 475) * (3"’ + 475) = 1 fc 

a) -4 d) -1 

b) -2 e) 2 

c) V2 


360 (FGV-SP) Sendo f(x) = e* * e f(2) = 5, 
(e = numero de Neper) 

a) Calcule f(6) 

b) Prove que a e b reais, 
f(a + b) = f(a) • f(b). 


356 (Mack-SP) Se 

(2* ■ k y+1 ■ 5 Z+3 ) • (2* ~• k y ■ 5 2 + V = 150, 
entao kv ate: 

a) 1 d) 4 

b) 2 e) 5 

c) 3 


361 (UFGO) Os valores reais de x para os quais 
(0,8)^- 11 > (0,8) 301 + 1} sao: 

a) -1,5 <x< 1,5 

b) -1,5 < x < 0,5 

c) x < —0,5 ou x > 1,5 

d) -0,5 <x < 1,5 


357 Numa determinada cultura ha 200 bacterias 

em condięóes ideais. A cada duas horas a 
quantidade dobra. Determine o numero de 362 

bacterias, 12 horas após o inicio do estudo. 

Obs.: Antes de resolver este exerdcio veja 
"Saiba um pouco mais" deste capftulo, na 
pag. 149. 363 

358 Um grupo de estudantes observa uma cui- 
tura de bacterias. A cada dnco horas a 
quantidade de bacterias triplica. O nume¬ 
ro de bactórias 15 horas após a primeira 
observaęao era de 8100. Qual a quantida- 
de inicia! de bacterias nesse experimento? 

364 

359 (FGV-SP) Curva de Aprendizagem e um 
conceito criado por psicólogos que cons- 
tataram a relaęao existente entre a efici- 
encia de um individuo e a quantidade de 
treinamento ou experiencia possuida por 
esse indivlduo. Um exemplo de Curva de 
Aprendizagem e dado pela expressao 
Q = 700 - 400e _o ' 5t , onde 

Q = quantidade de peęas produzidas 
mensa Imente por um funcionario 
t = meses de experiencia 365 

e = 2,718 

a) Deacordocom essa expressao, quantas 
peęas um funcionario com dois meses 
de experiencia devera produzir men¬ 
sa Imente? 


e) n.d.a. 


(FGV-SP) seja a um numero maior que 1. 
Nestas condięóes, qual e o conjunto solu- 
ęao da inequaęao a (x ’~ 11 a (x " -1> ? 


(UE L-PR) Se o numero real K satisfaz a equa- 
ęao 3 & - 4 • 3 X + 3 = 0, entao K 3 1 igual a: 

a) 0 ou ■- d) 1 ou 2 

b) 0 ou 1 e) 1 ou 3 

c) ^ ou 1 


!nicia-se a criaęao de certa especie de pei- 
xe em um lago. Estudos indicam que o nu¬ 
mero N de peixes, decorrido m meses, e 
dado pela formula: 

N =5 ■ 10 3 -5 • 10 2 * 2°* 1rn . . 

Assim, nesse lago, havera aproximadamen- 
te 4 000 peixes para m iguai a: 

a) 2 d) 8 

b) 4 e)10 

c) 6 

(FGV-SP) 8 dado o sistema 


2* = 8 y + 1 
9 y = 3* ’ 9 


Pode-se dizer que x + y t igual a: 

a) 18 d) 3 

b) -21 e) -9 

c) 27 


Exe«ocios complementares 
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A reproduęao de bacterias 
e a Matematica 



Ao observarmos a reproduęao das bacte¬ 
rias, percebemos que ć um fenómeno biológico 
onde a representaęao matematica pode ser feita 
por uma lei exponencial. Vamos considerar a se- 
guinte situaęao pratica: 

Um experimento apresenta no instante ini- 
cial t = 0, N 0 bacterias em reproduęao. Se, hipo- 
teticamente, o numero de bacterias existentes 
no recipiente for proporcional ao nascimento de ou- 
tras bacterias, podemos determinar o numero 
de bacterias num determinado instante t > 0, por: 
N (t) = N 0 • K 1 , onde K e uma constante. 


Bacteria de 
Escherichla coli, 
colorlda em 
mlcrografia eletrónica 








dinoflagelado 


flageto 


Os dlnoflagalados possuem dois 
flagelos que Ihes conferem grandę 
mobtlldade. Quando ha proliferaęao 
exagerada dessas algas de cor 
avermelhada, ocorre a morte de 
milhares de pelxes num fenomeno 
conhecido como marę vermelha. 


Alem do crescimento populacional, uma sim- 
ples gota d’agua, retirada de um córrego, sendo 
observada com o atrnlio de lentes, pode nos re- 
velar outros aspectos muito interessantes, como 
e o caso da incrivel rapidez com que os micro- 
organismos se locomovem. 

Alguns microorganismos conseguem se mo- 
vimentar graęas a um órgao chamado flagelo, 
com o formato de uma helice cilindrica, produ- 
zindo em sua base um movimento giratório. 

Essa observaęao microscópica fornece, ain- 
da, uma imagem onde tudo parece se movimen* 
tar. Esse fenomeno ja havia sido detectado por 
Robert Brown (botanico escoces), no inicio do 
seculo XIX. Aproximadamente um sćculo mais 
tarde, o ffsico Albert Einstein percebeu que tal 
fenomeno tratava-se da agitaęao termica devida 
as flutuaęoes do meio e que hoje e conhecida 
como movimento broumiano. 

Alguns microrganismos apresentam somen- 
te esse movimento de pulsaęao continua em sus- 
pensao, outros, porem, desenvolvem trajetórias 
lineares que podem mudar de direęao, repenti- 
namente. O que mais impressiona e a velocidade 
com que essa locomoęao ocorre. Ha tipos de bac- 
terias que ultrapassam a velocidade de 300 
micrómetros por segundo. Lembrando que o 
micrómetro (pm) e a milesima parte do metro, 
podemos transportar esses valores para uma es- 
cala microscópica, onde teriamos, por exemplo, 
o homem percorrendo 1 900 km em uma hora, 
ou seja, 1900 km/h. 

A perplexidade torna-se maior quando per- 
cebemos que o meio onde esse deslocamento 
se da e viscoso e o movimento ocorre sob os efei- 
tos de uma fisica aristotelica, onde a inercia pra* 
ticamente desaparece. Em outras palavras, seja 
ć dłficil correr vencendo a resistencia do ar, ima- 
gine correr num recipiente cheio de óleo. 


Fonte: Superinteressante. AbriJ, ano 4, n. 5, 

maio, 1979, p. 43. 
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0ńĄmbs 4 epbcĄ. Aą smUćuKąM, h*ąs nos 
sentimbs eytćĆĄH&HraADS Aentrb AetĄ.^Ą 
mA^atnA, fiu proAteż. ą^uhAąhcIĄ/ tem-nos 
AchląAo em penńriĄ. “yibSSbS ćbnfaćimmtbS 

fizemm-ytbs aihbs; hossa mtcCt^mSta, 
empeĄenuAbS e crne'ts. ^penSAmbS em 'AimĄSiĄ 
e sentembS fam poncb. *yhAis Ab fne Ae 
mAfAtnĄS, pr&cisdmbS Ae. AnmĄniA(tAe. *pf[AtS 
Ab fne Ae 'tnUCtafitnciA, pnctSAmbS Ae Ą^eięAb e 
AbęnrĄ, £em esSAS vfrtnAes, 4 viAą ser A Ae 
mbtenćiĄ e tnAb ser A perAtAb. 


Charles Chaplin (Trecho de: O ultimo diseurso 

de O grandę ditador) 


1. Logaritmo 

Vamos tomar como exemplo a igualdade: 2 i = 8, onde o numero 2 e a base, o 
numero 3 e o expoente e o numero 8 e a potencia. A operaęao que associa os nume- 
ros 2 e 3 (base e expoente, respectivamente) ao numero 8 chama-se potenciaęao. 
Podemos considerar que dessa operaęao derivam duas outras operaęóes. 
Observe as seguintes questoes: 

l a ) Conhecendo a potencia e o expoente, encontrar o valor da base x, ou seja: 

x 3 = 8 

A esta operaęao vamos atribuir a seguinte notaęao: 

18 = x, onde x = 2, pois 2 3 = 8 
A operaęao usada fbi a radiciaęao. 

2 a ) Conhecendo a potencia e a base, encontrar o va!or do expoente x, ou seja: 

2 X = 8 

A esta operaęao vamos atribuir a seguinte notaęao: 

log 2 8 = x, onde x = 3 pois 2 i = 8 
A operaęao e denominada logaritntaęao e o expoente x, logaritmo. 

Agora vamos considerar as seguintes series: 



Os numeros da serie geradora sao chamados de logaritmo na base 2,e,as poten- 
cias obtidas, chamamos de logaritmando ou antilogaritmo desses logaritmos. * 

O exemplo nos da a ideia da formaęao dos logaritmos. 

Definiędo e existencia 

Considerando dois numeros reais, a e fc,positivos com a ^ 1. 

Chamaremos logaritmo do numero b na base a, o expoentec,de forma que a c = b. 
Em simbolos: 


log a b = c « a c = b 

Condięoes de existencia (C.E.): b>OeO<a^ 1 



Logaritmo 


FuNęAo lggarItmjca 
















Nomenclatura 


Antilogaritmo ou logaritmando e o numero b . 

Base e o numero a. 

Logaritmo e o numero c. 

Exemplos: 

a) log, 16 = 4, pois se log 2 16 = x, entao: 

2* = 16 => 2* = 2 4 => x = 4, portanto log, 16 = 4 

b) log 3 243 = 5, pois se log 5 243 = x, entao: 

3* = 243 => 3 X = 3 S => x = 5, portanto log 3 243 = 5 

c) log. ^ = - 2, pois se log, ^ = x, entao: 




=> T = T 2 =* x = - 


7* 


d) log l() 1 000 = 3, pois se log I0 1 000 = x, entao: 

10* = 1 000 => 10' - 10 3 => x = 3, portanto log 10 1 000 = 3 

e) log 2 2=1, pois se log 2 2 = x, entao: 

2 X = 2 1 => x = 1, portanto log 2 2=1 

0 log ]7 1 = 0, pois se log, 7 1 = x, entao: 

17 x = 1 => 17 x = 17° => x = 0, portanto log 17 1=0 

g) log 5 0,6 = — 1, pois se log 5 0,6 = x, entao: 


3 3 



portanto log 5 0,6 = -1 


3 


Reso!vido 


Calcular o valor de x na i^ualdade: loq n 3V27 = x. 



S&\ 


Propostos 


366 Determine o valor de : 


a) log 5 5V5 b) log 4 ^ 


c) log w 0,04 d) log 
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367 O valor de los B 3/16 ć: 




d) 3 


e) 4 


Condięóes de existencm 


Nos excmplos abaixo voce podera entender melhor as condięóes de existencia 
dos logaritmos. 

A base a de um logaritmo nao pode ser negativa, nao pode ser igual a zero nem 
igual a um. 

Exemplos: 

a) Nao existe log_ 3 27, pois nao existe x real para que se tenha (—3) x = 27. 

b) Nao existe log 0 7, pois nao existe x real para que se tenha 0* = 7. 

c) Nao existe łogj 3, pois nao existe jc real para que se tenha l x = 3. 

O logaritmando b nao pode ser negativo e nem igual a zero. 

Exemplos; 

a) Nao existe log 2 (-8), pois nao existe x real para que se tenha 2 X = —8. 

b) Nao existe log 5 0, pois nao existe jc real para que se tenha 5 X = 0. 


2. Conseqiiencias da definięao 


Considerando a definięao de logaritmo e as condięóes de existencia,temos que: 

a) log a 1 = 0 

Exemplo: 

log 5 1 = 0, pois se log 5 1 = x, entao: 5 X = 1 => 5 X = 5° => x = 0 

b) log a a = 1 ł 

Exemplo: 

log 3 3=1, pois se log 3 3 = x, entao: 3 X = 3 => x = 1 

c) log a a 3 = p 

Exemplo: 

log 2 = 5, pois se log 2 2 5 = x, entao: 2 X = 2 5 => x = 5 



ComS£QuEnCIAS OA DEFJNięAo 
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d) log a b = log a c«b = c 


Exemplo: 

log 3 x = Iog 3 9 => log 3 x = log 3 3 2 => log 3 x = 2=>x = 3 3 =>x = 9 
entao, log 3 x — log 3 9 implica que x = 9. 

Fazendo o caminho de volta vemos que x = 9 implica que log 3 x — log 3 9. 

e) a log a b = b 

Exempio: 

3 log 5 25 = 25, pois 5 !t V 5 = x « 5 108 ' 5 ' = x 
entao, 5 2 = x (pois log 5 5 2 = 2), logo x = 25 

Essa propriedade e uma decorrencia da definięao, ou seja: 
log a b = x « a x = b. 

Como x — log^ b, temos: 

a lo *a b = b 


Sisłemas de logaritmos 


Chama-se sistema de logaritmos de base a (1 * a > 0),o eon junto dos logaritmos 
de todos os numeros reais positivos na base a. 

Dois sistemas de logaritmos destacam-se pelo seu importante papel no campo 
das Ciencias, sao eles: sistema de logaritmos decimais (ou sistema de logaritmos de 
Briggs) e sistema de logaritmos neperianos (ou sistema de logaritmos naturais). 


Sistema de logaritmos decimais 


E um sistema de logaritmos no qual se adota a base 10, o que vem simplificar 
calculos no campo da Matematica. 

Para esse sistema de logaritmos, na notaęao iremos omitir a base. 


Exemplos: 

a) log m 2 = log 2 b) log l0 x = log x 


Sistema de logaritmos neperianos 

E o sistema de logaritmos de base e (e = 2,718 denominado numero de 
Euler), e e apresentado escrevendo-se uma das formas: Iog e ou ln. 


Exemplos: 
a) log 7 = ln7 


b)log e 10 = ln 10 c) log c 35 = ln 35 


FuNęAO LOGARlTMlCA 




Resolviclos 


i 


Qual Ł o logaritmo de 49 na base 7? E o logaritmo de ^ na base 4? 

1 


log 7 49 = x 


103 , g = x 


T = 49 

7* = 7® 

x = 2 => log.. 49 = 2 



22* = g-3 

o 1 
X = —j => log 4 3 


2 

3 


2 Calcular com o auxilio da definięao; 
a) log •, 727 b) log^ 27 

9 

a) log 2 7'27 = x, logo ^ j = 727 

m - f 

( 3 -r - 3 1 


-g x = 3 

^ a 

x = fo 3 t 727 = 
4 ? 


b) log^ 27 = x 
<373 j* = 27 

(3 • 3?) = 3 3 

3^'^ = 3 3 i-"', 

**f-3 ' ' 

2x + X = 6 

x = 2 log 3J5 27 = 2 


3 Determinar a base n que verifica a iguaidade log n 16 = 4. 

log F1 16 = 4 ; logo: n 4 = 16 
n 4 = 2 4 

n = 2 ou n = -2 

O valor de n = -2 nao convem, pois a base deve ser positiva (n > 0). 
Entao n = 2. 


Propostos 


368 Calcule os seguintes logaritmos: 

a) log^ 373 f) log 16 lf8 

9 

W los, j}= s) losu V5 

c) log -155 0,6 h) log e 1672 

S7 

d) log 1j4 [2 + ^] i) log 100 JÓM 
«) los 13 ~ j) lQ3i 7 7 T7 

EOnS£QU£NC 1AS DA OEflNięAO 


369 Calcule os seguintes logaritmos:. 

a) iog s 32 h) log 3 

b) log 3 81 i) log 001 1 000 

c) log !5 125 j) log 001 0,0001 


d) log 4 72 


f) log s 625 

g) log 7 343 


I) log, 


1 


'O.CkMS 1 024 

e)log 10 0,001 m)log 5 (^y 


n) logg 0,888... 
9 







370 Ovalordelos 4 (^j 

a) 4 b) c) 10 d) 1 e) 16 

371 Determinar a base na qual o logaritmo de 
1 menos a quarta parte da base e igual a 
- 1 . 



372 


373 


Determine um numero, eujo logaritmo de 
base || e - 2 . 

Qual e a base de um sistema logantmico, 

1 

onde o logaritmo e -5 e o anti logaritmo t 
2 ' 


374 

375 

376 

377 


Para quais valores de xcada expressao abai- 
xo representa um numero real? 

a) log 5 (3x + 21) c) log ()< + 3) (x - 4) 

b) log (6 _ x) 8 d) log® (4 - x s ) 

Calcule o valor de x, de modo que se tenha 

logiX = -l. 

8 

(IME-RJ) Calcule o logaritmo de 625 na 
base 5^/5. 

Calcule a soma Sem cada caso: 

a) S = log 2 8 + log 3 ~ + log 5 ^ 

b) S = log 1 w 0,1 + log ss >/5 - log^Q 

c) S = log 3 0,6 - log^ 0,001 + logj,^ 

5 fl 


3. Propriedades operatórias 

Os logaritmos apresentam algumas propriedades que tornam fundamenta! a sua 
utilizaęao, na simplificaęao de calculos. 

Logaritmo de um produto 

O logaritmo de um produto de dois ou mais fatores reais e positivos, de base real, 
positiva e diferente de l,e igual a soma dos logaritmos desses fatores, na mesma base. 
Em linguagem matematica.temos: 

-\ 

Iog n (m • n) = log a m + log a n, sendo l? Ł a>0, m>0en>0 , 

1 . - - 


Essa propriedade pode ser considerada para n fatores reais positivos 

/• 

log a (Mj • M 2 • ... M n ) = log a Mj + log a M 2 + ... 4- log ;i M n , sendo 1 * a > 0 


Demonstraęao; 

Supondo-se x e y os logaritmos dem c n na base a, teremos: 
Iog a m = x <^> m = a x (T) 
log, t n = y <=> n = a v (n) 
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Multiplicando-se (T) e(n) 


,teremos: 


m • n = a x ■ a y 
m • n = a x + y 


Pela definięao: 
log j (m ■ n) = x + y 
ou 

log a (m • n) = Iog a m + Iog a n 


Resolvidos 


1 Determinar o valor de I 03 ć, sabendo que log 2 = a e los 3 = b, 

Sabemos que log 6 = log (2 • 3), entao, aplicando a propriedade do logaritmo de produto, temos: 
log 6 - log (2*3)= log 2 + log 3 

Entao, log 0 = a + b a b 

Q Se log a b = 1, entao calcular log a Ca ■ b). 

Aplicando a propriedade do logaritmo do produto temos: log,, (a ■ b) = log 3 a + log 3 b 
Entao, log a (a ■ b) = 2 11 

Logaritmo de um ąuociente 

O logaritmo de um ąuociente de dois numeros reais e positivos de base real, 
positiva e diferente de 1, e igual a diferenęa entre o logaritmo do dividendo e o 
logaritmo do divisor na mesma base. 

Em linguagem matematica: 



Demonstraęao: 

Supondo-se x e y os logaritmos dem en na base a , teremos: 
log a m = x <=> m = a x (T) 
log a n = y <=> n = a y (n) 

Dividindo-se (7) e (n), obtemos: 
m _ a* m _ x _ y 
n ~~ a y ^ n - a 

Pela definięao, temos: 

m m 

Io 8 ;i — = x - y ou log a — = log a m - log a n 
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Resolviclo 


Se log 2 b - log s a = 5, entao determinar o quociente —. 

log 2 b - log 2 a = 5 

log 2 ^ = 5 => => | = 32 

Logaritmo de urna potencia 

Satisfeitas as condięoes de existencia,o logaritmo de uma potencia de expoente 
real e igual ao produto desse expoente pelo logaritmo da base dessa potencia. 

Em łinguagem matematica, temos: 

log,, n k = k ■ log a n, sendo 1 ^ a>0en>0 


Demonstraęao: 

Supondo-sea: o logaritmo de n k na base ct ty o logaritmo de n na base a,teremos: 
log., n k = x a x = n k (T) 
log a n = y <=> a y = n (TT) 

* 

Substituindo-se (n) em (T), temos: 
a* = (a>) k 
a x = a y ' k 

x = y ■ k ou Iog a n k = k - log a n 


Reso!vidos 


1 (Fuvest-SP) Resolvendo-se 3 • log x = 2 los 8 , obtemos: 


a) x = ±4 
Mx-±1 


X c) X = 4 
d)x = | 


e) x = (8) a 


Com x > 0, vem que: log x = -=■ log 8 

5 2 
1^3 


log x = log (2 ) 
log x = log 2 2 
log x = log 4 
x = 4 


* 
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2 Considerando [o3 a 2 = 0,69 e log a 3 = 1,10, calcu lar log, ^/i2. 

los;Vl2 = lo 3j 72^3 - los, (2 2 - 3)^ = j log, (2 ! • 3) = ^ (log, 2 S + log, 3) - 
j{2 log, 2 + log, 3) = j (2 ■ 0,69 + 1,10) = j<1,38 + 1,10) = 0,62 
entao: log, Vl2 = 0,62 


Propostos 


378 Considerando log 2 = 0,3010 e 
log 3 = 0,4771, calcule: 


a) log 8 

b) log 12 

c) log 72 

d) log i/2 

e) log f\08 

f) log 5 


g) log 0,0001 

h) log 200 

i) log 3 000 

j) log ^/ó0 
I) log tf\,2 

m) log (0,S4) 0,5 


379 Calcule log 24, sabendo que log 2 = a e 
log 3 = b 


380 


Determine log 3 x e log x 3 , sabendo que 


logx = 


10 ' 


381 


382 


Aplicar as propriedades operatórias nas se- 
guintes expressoes: 

a) log a 3 • b c) log 8 ~ - 

3/TT 

b) log n ■ r 5 d) log a £ — 

(FAAP-SP) Ache yreal sabendo-se que= 
log s y = log s 3 + log 2 6-3 log s 4 


383 


384 


385 


386 


387 


(Objetivo-SP) Se log, y = 2, entao o valor 
de log, (xy) t. 

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 

(FGV-SP) Considerando log 10 2 = 0,3010 e 
log 10 3 = 0,4771, entao log, 0 0,6 1 igual a. 

a) 1,7781 d) -0,2219 

b) -0,7781 e) 0,2219 

C) 0,7781 

(PUC-SP) O va!or de log 0(M 125 e igual a: 

2 4 3 2 4 

a) _| b) -« c)-f d)f e)f 

(Fuvest-SP) Sendo a s + b E = 70 ab, calcule 
log 5 em funęao de m = log 5 2 e 

n = log 5 3. 

(PUCCAMP-SP) O sistema 
f log s x + log s y = 1 
[4x - 3y = 5 

tem soluęao, tal que x + y seja igual a; 
a) 3 b) 1 c) -~ d) ^ 


4. Mudanęa de base 

Nos casos em que o logaritnio apresentar uma base que nao convem, esta pode- 
ra ser substituida por o utrą. 

Considerando-sc o logaritnio de utn numero real e positivo b, numa base a real, 
positiva e diferente de l,faremos a mudanęa para uma base c, rea!,positiva e diferen- 
te de 1. 

(—* - 

log,, b 

Iog a b - l0 g ~ ," » sendo: b > 0, 0 < a ^ 1, 0 < c 1 

^ M . i 


Mudanęa de BASE 
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Demonstraęao: 

Se log, ( b = x, entao a" = b. 

Aplicando o logaritmo na base c, em ambos os membros, temos: 
log c a x = log t b 
x • log c a = log t b 

log c b 

entao: x = 7 —- „ 

>og t . a 


Exemplo: 

Mudar para a base 2 os logaritmos: 
a) log., 5 

. . lo %2 5 , . lo S 2 5 

lo 8« 5 = T5^T ou 1 o 8 < 5 = “2 


b)log^9 

8 

tog_i9 = 
8 


log 2 9 

iog 4 


ou log, = 
8 


l°g 2 9 

-3 


ou log, 9 = 
8 


log 2 9 

3 


Cologariłmo 

Chama-se cologaritmo de urn numero real b € RJ.numa base a G R£ — { 1 } ao 
oposto do logaritmo de b na base a. 

f - 

coIog a b = — log a b 

1 


Exemplos: 

a) colog 2 8 = -log, 8 = -3 


1 _i_ 

b) coIog 3 9 = -log 3 9 = -(-2) = 2 

I 





Resolvido 


Sabendo-se que lo 3 t4 7 = a e los 14 5 = b, determinar o vafor do colos 35 28. 

1 4 1 

Vamos escrever o numero 28 na forma: 28 = 14-2 = 14- — = — , Entao, teremos: 


C 0 I 0335 


28 = -1os 3S 28 = 


log u 28 

log 14 35 


l 0 ^ 14 (^7~ ) 

Ios !4 (5 ■ 7) 


|Q3 14 14 S - Io3 14 7 
10314^ + iog 14 7 


2-a 

b + a 


a - 2 

a + 2 


T 
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Propostos 


390 Se log 3 a = x, entao log, a* ź igual a: 

a) 2x e c) x + 2 e) x 

b) x s d) 2x 


388 Considerando log 2 = 0,3010 e 
log 3 = 0,4771, calcule: 


391 (Fuvest-SP) Se x = log 4 7 e y = log 16 49, 
entao x - y e igual a: 
a) log 4 7 c) 1 e) 0 

! b) log 16 7 d) 2 


a) log 6 4 

b) log J6 

c) log Vvż 


d) colog 72 


e) colog ^108 
0 colog 15 _1 


389 Considere log 2 = 0,301 e log 3 = 0,477 e 
mostre que colog 3 2 = log, 2. 


392 Supondo log,, m * 2, determine 



5. Eąuaęoes logaritmicas 


Sao aąuelas que apresentam a incógnita no logaritmando ou na base do Jogaritmo. 

Exemplos: 
łog 3 (log, x) = 2 

log (x + 2) + log (x + 3) = log 12 
log 8 x - Iog 2 (2x) = 1 

As eąuaęoes logaritmicas podem se apresentar em tres tipos principais: 

1 Q tipo Aąuelas em que aplicaremos apenas a definięao de logaritmo para sua 
resoluęao. 

Exemplos: 

Determinar o conjunto soluęao (ou o conjunto verdade> das seguintes eąua¬ 
ęoes logaritmicas: » 

a) log 5 (log 2 x) = 0 

Aplicando a definięao, duas vezes, obtemos a soluęao desta eąuaęao. 
log 5 (log 2 x) — O Condięao de existencia (C.E.) 


x > 0 


log 2 X = 5° 
log 2 x = 1 
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b) Iog x (x + 6) = 2 

Inicialmente vamos aplicar a definięao do logaritmo e, em seguida, resolver 
a eąuaęao do 2“ grau, 

log x (x + 6) = 2 C.E. x + 6 > 0 

1 * x > 0 

x 2 = x + 6 
x 2 - x - 6 = 0 
a = 1, b = “1 e c = -6 
A = (-1) 2 - 4 1* (-6) = 25 

j + ^ ^ x’ = -2 -> (nao convem t pois contraria a C.E. x > 0) 

X 2 x” = 3 

V = {3} 


Resolvidos 


1 Resolverasequaęóes: 

a) log 1 (log, x) = 1 b) log 3 (2x - 1) = 4 
2 

a) log i log, x - 1 

8 

los ’ x = (i) 

9® = x -» x = 3 
C.E. x > 0 
V = (3) 


b)tog 3 (2x - 1) = 4 
2x - 1 » 3 4 
81 + 1 
* 2 
x — 41 


C.E. 2x - 1 > 0 
x> 1/2 

V = {41} 


2 Resolver a equaęao log; [log x (x + 2)] = 1 


logęllog^CK + 2)] = 1 
log, (x + 2} = 2 1 
x + 2 = x e 
x ? - x - 2 = 0 


C.E. x * 1 
x > 0 

x + 2>0=>x>-2 


_ 1 ± V9 
X 2 



x' = 2 

x" = — 1 (naoconvem) 


V= [2} 
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3 D£ o conjunto soluęao da equacao log 2 (-x® + 6x) = 3. 

2 3 = -X® + 6x CE.: -X® + 6x>0=>0<x<ó 

x® - 6x + 8 - 0 
x' = 2 ou x" = 4 
Portanto, S = {2, 4) 


Propostos 

393 Determine o conjunto verdade das seguin- 
tes equaęóes logarltmicas; 

a) log 7 (log 2 x) = 0 

b) log 3 (log 5 x) = 1 

c) log e (x + 4} = 3 

d) log S5 (log* y) = \ 

394 Determine o conjunto soluęao das equa- 
ędes logarltmicas: 


a) log,, (x + 20) = 2 

b) lo Sl ,(2x + 3) = 2 

c) log 3 (x 2 - 5x + 5) = 0 

d) log 7 (x - 1 f = 0 


395 


Determine o conjunto verdade das equa- 
ęóes logarltmicas; 

a) log 2 (2x s + 5x + 4) = 4 

b) log^ (3x s + 7x + 3) = 0 

c) log 5 (x + 2) 2 = 2 

d) log 7 [log 3 (log s x)] = 0 

e) l°g a {log, [log„(3x - 1)]} = 0 


2 a tipo Aąuelas em que aplicaremos as propriedades do logaritmo para a resoluęao. 


Exemplo: 

Determinar o conjunto soluęao da eąuaęao logaritmica: 
log } (x + 7) + logj (x - 1) = 2. 

Inicialmente aplicaremos a propriedade de logaritmo do produto.ou seja: 

logj (x + 7) + logj (x - 1) = 2 C.E.: fx + 7>0ex-7>0 

logj [(x + 7) • (x - 1)] = 2 |x > -7 e x > 1 

Em seguida, vamos aplicar a defmięao do logaritmo e resolver a eąuaęao do 
2 Q grau. 

(x + 7) • (x - 1) = 3 2 
x 2 -x + 7x-7-9 = 0 
x 2 + 6x - 16 = 0 
a = 1, b = 6 e c = —16 
A = 36 + 64 
A = 100 

-6 ± 10 x’ = -8 (nao convem) 

X = 2 ^ x” = 2 

V = {2} 
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Resolvidos 


i 


Resolver a eąuaęao log s (x — 1) + log 2 (x - 2) = 1. 


log 2 (x - 1) + log e (x - 2) = 1 
los^ [{x - 1) ■ (x - 2)] = 1 
(x — 1) ■ (x - 2) = 2 1 

x’ = 0 (nao convem) 

x s - 3x = 0 CT 

- x" - 3 

V = {3] 


C.E. 


J x — 1 > 0 =* x > 1 
jx-2>0=»x>2 


2 Qual e o conjunto verdade de log x <3x + 4) = log,, (4x + 2)? 


log„ (3x + 4) = log x (4x + 2) 

C.E. 

3x + 4 = 4x + 2 

fx > 0 

-x= -2 

x * 1 

x “ 2 4 

3x + 4>0-»x> 


4x + 2>0-»x> 

V = {2j 



Propostos 

396 Determine o conjunto soluęao das seguintes equaęóes logaritmicas. 

a) log 3 Cx + 2) + tog 3 (x - 1) = 2 c) log 3 <2x + 1) + log 3 (x + 8) - 3 

b) log 4 x + log 4 {x + 12) = 3 

397 (UFSC) Qual o valor de xcompativei para a equaęao log (x® - 1) - log (x - 1) = 2? 

398 Resolva log 3 (x + 4) = log 3 (2x - 1). 


399 

400 

401 

402 

403 


Resolva as equaęóes: 

a) log (x - 3) + log-/l6 = 2log x 

b) log 2 (x + 2) - log 9 (x - 4) = 2 

c) log (3x + 1) - log (10x + 70) = -1 

(AFA-SP) A raiz da equaęao log (x - 1) - X g + — — log 2 Ł 

a) -9 b) -3 c) 3 

(FAAP-SP) Calcular xse: log 1000* - log (0,001)* = 1. 

Para que valores de x temos log^ (x + 2)® = log^ 36? 

s 8 

Determine o conjunto verdade das equaęóes: 

a) log„ (4x - 3) = log x (2x - 1) 

b) log 3 (x + 3) + log 3 (2x - 9) - log 3 8 

c) log, (x + 1) + log_j_(x - 5) = log 1 (2x - 3) 

3 3 T 

d) log ? (2x - 1) - log 9 (x + 2) = log 2 (4x + 1) - log 2 (x + 10) 


* 


d) 9 


i 
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3 fl tipo Aąuclcs em que aplicaremos a mudanęa de base para a resoluęao. 


Exemplo: 

Determinar o conjunto soluęao da equaęao logaritmica: 
log 4 x + log 2 x = 6 C,E, x > 0 


l a passo: 


2 a passo: 


Deixar os logaritmos na mesma base; para isso vamos mudar 
log 4 x para base 2. 

, *og 2 x lo 8, x 

og < x “ioiT?" = 2 

log,x 

Substituir—^— na equaęao e fazer a mudanęa de variavel. 
iog,x 

—2- h lo g 2 x = 6 


Fazendo log 2 x — n, temos: 
n . 

2 +n = 6 

passo: ResoIver a equaęao do l 2 grau e determinar o valor de x. 
n n 6 

I + T = T 

n + 2n _ 12 
2 2 

3n = 12 n = 4 
Sendo log 2 x = n, entao: 
log, x = 4 => x = 2 4 => x = 16 
V = {16} 


ResoIvido 


Resolver o sistema < 


2 • log 2 x +■ los i y = 4 
xVy = 2' 


Para x > 0 e y > 0: 

(I) 2 • !o9j x + logj^y = 4 
1f 

„ to^y 

2 * log 9 x + — — = 4 
l°S 2 J 

2 * log 9 X - los ę y = 4 


(II) x^y = 2 6 

log s cVy) = log e 2 6 

log 2 x + iog 2 Vy = 6 
i 

log 2 x + tog 2 y 2 = 6 
log s x + | log 2 y - 6 
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Temos, portanto, um sistema equiva!ente: 

fazendo: n = log 2 x e t = 1og 2 y 
f 2n — t = 4 


2 • log, x - loSj y = 4 
og 5 x + \ log 2 y = 6 


obtemos: < 


n + | = 6 


Resolvendo o sistema, a soluęao sera n = 4 e t = 4, portanto; 


log, x = 4 e log, y = 4 
x = 16 y = 16 

S = 1(16, 16)} 


Propostos 

404 Determine o conjunto verdade das seguintes equaęóes logaritmicas: 

a) log 3 x + log, x = 3 c) log s x - log 1t x = 3 

b) log 5 x + log 25 x = 6 d) log 2 (x + 1) + log 4 (x + 1) = -| 


405 

406 

407 

408 

409 

410 

411 


Existe algum numero real x tal que log 2 x + log,, 2 = 2? Qual? 

(FE1-SP) Resohrendo a equaęao: 2 log 2 x + log-^ x = log s 3 em R, obtemos a soluęao: 

2 

a) 1 b) 2 c) 4 d) 3 e) 5 

(Fuvest-SP) Resoiva !og 10 x + 2 log ( 10 = 3. 

Para que valor real de x temos log 3 (2x + 5) + log^ (x + 1) = log 3 (x + 1)? 

3 

(UFAŁ) A soluęao real da equaęao log 2 x + 2 log 4 x + 3 log 8 x = -3 £ um numero real m tal que 
m® t igual a: 

a) 16 b) 4 c) 1 e) ^ 

Reso!ver a equaęao: 
log 2 x * iog 4 x = 8 

flog, x + log, y = 4 
(Unicamp-SP) Resolva o sistema •; * 

[xy = 8 


6. Funęao logaritmica 

Seja a funęao exponencial y = a*,com a > Oea ^ l.A sua inversa chama-se 
funęao logaritmica e indica-se y = log a x. 

Ca ra cterfs tica s 

Conjunto dominia 

O dominio da funęao logaritmica e o conjunto dos numeros reais estritamente 
positivos. 

D(f) = r: 
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Co ii junto image m 

O conjunto imagem da funęao logaritmica e o conjunto dos numeros reais. 

rm(0 - iR 

Grdfico 

Quanto ao grafico da funęao logaritmica y = log a x temos dois casos a considcrar: 

1“ caso quando a > 1 2 fl caso ąuando 0 < a < 1 

/ sera crescente: / sera decrescente: 




Exemplos: 

Construir o grafico cartesiano das funędes: 
a) y = log^ x 








































































b)y = log i x 
2 


X 

lOg! X 

2 

1 

8 

3 

1 

4 

2 

j_ 

2 

* 

1 

1 

0 

2 

-I 

4 

-2 

8 

-3 



Comparando as inversas 

As funęoes exponencial e logaritmica sao funęoes inversas. 


Funęao exponencial 

y = a x 

Dominio: D(f) = R 
Imagem: Im(f) = Rt 

a> 1 


Funęao logaritmica 

y = iog a x 
Dominio: D(0 = R+ 
Imagem: Im(f) = R 

0 < a< 1 




Observamos que os graficos de a* e log a x sao simetricos em relaęao a bissetriz 
do e 3 2 cjuadrantes. 
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Resolviclo 


Faęa no mesmo piano cartesiano, o esboęo do grófico das funęóes y = 10* e y = Io3 10 x. 



Propostos 


412 Construir o esboęo do grófico cartesiano 
das seguintes funęóes: 

a) y = log 3 x c) y = \o 3 1 x 

3 

b) y = log 4 x d) y = log_i_ x 

10 


413 (Fuvest-$P) A figura abajxo mostra o grafi- 
co da funęao logaritmo na base b. O valor 
de bć; 



c) 3 


414 Esboęar o grśfico cartesiano das seguintes 
funęóes; 

a) y = log 3 x + 1 

b) y = log s (x - 1) 

c) y = log s x - 1 


415 


416 


417 


De o dominio e o conjunto i magem das fun¬ 
ęóes: 

a) y = log 3 x 

b) y = log^ x 

10 

c) y = log s (x - 1) 

d) y = logj (1 - x) 

Determine o dominio e o conjunto imagem 
das funęóes: 

a) f(x) = log {x - 4) 

b) f(x) = log 3 (x + 5) 

c) f(x) = log ? (1 - x s ) 

d) f(x) = log 1 (x* - x) 

5 

e) f(x) = logj 72x^1 

5 

f) f(x) = log/K - 3) + log 1 (x - 8) 

7 7 

Determine o dominio de validade das se¬ 
guintes funęóes: 

a) f(x) = log (x _ S) x 

b) f(x) = log (x _ (x 9 - 1ó) 

c) f(x) = log (x _ S) (x s - 5x + 6) 

d) f(x) = log ()( _ 13 (-x s + 4x - 3) 

e) f(x) = log 3 1 x - 31 
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7. Ineąuaęóes logaritmicas 

As ineąuaęóes logaritmicas caracterizam-se por envolverem a funęao logaritmica. 


Exemplos: 

log, (2x - 5) > 1 

log (x 2 + 4) ^ log x - 2 


Vamos analisar o comportamento da funęao atraves do grafico. 
1“ caso ąuando a > 1 


y = l°g a x 



Nesse caso a funęao e ciescenie. 
Entao, se log a x t > log a x 2 podemos afir- 
mar que x, > x 2 ,ou seja, conservamos 
o sentido da desigualdade para compa- 
rar os logaritmandos. 

Exemplo: 

Se log 2 x > log, 5, entao x > 5 


2 fl caso ąuando 0 < a < 1 



Nesse caso a funęao e decrescen- 
te. Entao, se log s x, > log., x 2 podemos 
afirmar que 0 < x, < x,,ou seja,inver- 
temos o sentido da desigualdade para 
coraparar os logaritmandos. 


Exemplo: 

Selog 1 x>logj 5,entao0< x< 5 
2 2 



Funęao logaritmica 


Inequac;óes logaritmicas 














Resolvidos 


i 


fiesolver em R as seguintes inequaęóes: 

a) log 2 (x + 2) < 3 b) log 03 (2x - 3) =£ log 03 4 

a) log s (x + 2) < 3 

Condięao de existencia= x + 2 > 0 
©x> -2 

Vamos substituir 3 por log 2 8, na inequaęao: 
log 2 (x + 2) < log 2 8 

Como a base t maior que 1, basta conservar o sina! da desigualdade e reso!ver x + 2 < 8. 
@x< 6 

A soluęao da inequaęao logaritmica t oconjunto dos numeros reais que satisfazem (7) e (T), 
ou seja, e dada por (T) n (T) 


© 

CiD 

©n© 


-2 ! 

t 

ó 

--—- ► 

-2 6 


V = {x e R I -2 < X < 6} 


b) Io3 0 3 (2x + 3) « log 0 ,4 

Condięao de exi$tencia : 2x - 3 > 0 

2x > 3 

©*>| 

Como a base t menor que 1, basta inverter o sina! da desigualdade e resolver 
2x + 3 5= 4 
2x s* 1 

® * 53 \ 

Logo, a soluęao da ineguaęao logaritmica e o conjunto intersecęao (T) n ©). 



fi Classifique em falsa ou verdadeira a sentenęa log 24 < 9 log B4 3. 

Sendo a funęao f(x) = Jog S4 x uma funęao crescente, pois a base e 2,4 > 1, entao 
log 24 9 > log 24 3 e, portanto, a sentenęa dada e falsa. 
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Propostos 


418 Discutir cada uma das sentenęas, quanto ś sua veracidade: 

a) log 3 7 > l 03 j 5 b) log a5 15 < log 2S 8 c) log 03 1,3 ^ log 03 0,4 

419 Determine uma condięao para x„ de modo a tomar verdadeiras as desigualdades. 


a) log 3 x >log 3 ó 

b) log 5 x « log s 8 

c) log^ x > log^ 3 

s s 

cł) log 07 x< log 07 2 

420 Resolva em R as seguintes inequaęoes; 

a) log 3 (x + 1) < 2 

b) log, <2x - 4) > 1 

ś" 

c) log, (x® + x) < log, 6 

d) log 6 (5x + 1) > log 6 (4x - 2) 

e) log^ (x® + 4x - 5) > -4 

f) -1 + log 1 (x - 1)>0 

2 

3) log 3 x + log 3 (x + 1) < log 3 (2x + 6) 
b) log^ (x - 1) + log I C3x - 2) & -2 

3 3 

i) log 7 (2x - 1) - log 7 (x + 2} < log 7 3 

j) log^ (x — 1) + log A (3x - 2) > -2 

2 2 


e) log B (x + 2) 5= log 8 9 

f) log 01 (2x - 3) < log 0 , (x - 4) 
3) log (—4x + 13 s* log {-3x - 2) 

h) log s (1 - x) < log s (4x + 2) 


421 

422 


423 

424 

425 

426 


(Maua-SP)Resolva a inequaęSo log, (x - 1) - log, (x + 1) < log, (x - 2) + 1. 

2 1 2 


(Mack-SP) Os valores de x para os quais log, 

1 3 

a) —g <x<0ou-g<x<2 

b) 0 < x < ~ 


(x 5 - |x) 


< 0, Sao: 


O < x < 2 

3 

d) x < 0 ou x > g 


(Osec-SP) A soluęao da inequaęao log 3 C2x + 1) > log 3 (x® - 2) &. 


a) R 


b) 0 


>3'*-" ' •' ' °3 

c) (x € R I x > 3} 


(Osec-SP) Se log (2x - x®) s* 0, entao: 
a) x = 0 b) x = 1 


c) 0 < x * 1 


d) {xeR|V2 < x < 3) 
d) 1 < x < 2 


Resolver em R as inequaęóes: 

a) log^ (log, x) > 0 b) log, [log 3 (log 1 x)] & 0 

3 2 2 

O conjunto de todos os numeros inteiros que satisfazem a inequaęao: 
log, x + log, (x - 2) > -3 t. 

1 s 

a) [-2,4} b) {-2, 1,2} c) {4} d) {3} 


FUNCAO LOGARlTMICA 


IneOuaCOes iOGarItmicas 





Ficha-resumo 


/- Logańtmos 


log. b = c <=> a 1 = b 


sendo a e b numeros reais,com: 

b to logaritmando 


0<a^ 1 
b > 0 


a e a base 
c ć o logaritmo 


► Jog a 1 = 0 
log a a = 1 
log, z m = m 


r Propńedades operatórias 

PI) log a (b • c) = log a b + log., c 


P2) log 


(f) = lo 8 a b ~ l °8. c 


P3) log a b k = k - log a b 


r 


Mudanęa de base 

i°g c b 

•°8 a b - a 


r Cologaritmo - 

colog ł b = -log a b 


Eąuaęóes logantmicas 


Sao aquelas que apresentam a incógniia no logaritmando ou na base do logaritmo. 


r Funęćio logantmica 
y = log, x 

a > 1 Funęao crescente 


D(f) = r: 

I(f) = R 
0< a< 1 


Funęao decrescente 





FfCHA-RESUMO 


FUNĘAO LOGARiTMICA 



































Funęao logaritmica 


f Ineąiiaędo logaritmica — 
1° caso 
a> 1 

Iog a x, > log^ « x,>x 2 >0 


2 C caso 
0< a< 1 

log a x, > log a x 2 <=> 0 < x, < x 2 


Complementares 

427 Calcule os scguintes logaritmos: 



a)log! 49 
y 

e) ^ 3 1 

434 


b) log , 125 

f) log 9M 0,04 



125 



c) log e t /2 

g) log 5 0,6 

i 



d) log 9 i/ 8 i 

j 

h) log ÓS5 5i/25 

435 

428 

(IME-RJ) Calcule o logaritmo de 625 na base 



sVs. 



429 

Resoiva log, (log. 27) = 1. 





436 

430 

(ITA-SP) Log, 16 - 

log 4 32 £ igual a: 



a) \ 

c) ^ 

; 2 log 4 2 




d)1 


431 

(FGV-SP) Seja x o numero cujo logaritmo na 
base i/9 vale 0,75. Entao x s - 1 vaie= 

437 


a) 2 

c)V3-1 



b) Vg - 1 

d) 0,75 



432 Encontre os valores de x para os quais existe: 

a) y = log 2 (x + 4) 

b> y = log s (-3x - 1) 

c) y= log c _ 3x + 9) 10 

d) y = log (x E - 7x + 10) 

433 (UFSCar-SP) O donmnio de definięao da fun¬ 
ęao f(x) = log x _, (x s - 5x + 6) £•. 

a) x < 2 ou x > 3 

b) 2 < x < 3 


438 


c) 1 <x<2oux>3 

d) x < 1 ou x > 3 

e) 1 < x < 3 

Considerando que log 2 = 0,3010 e 
log 3 = 0,4771, calcule os seguintes 
logaritmos: 

a) log 16 c) log 125 

b) log -/12 d) log i/54 

CUFPR) Considerando log 2 = 0,301 e 
log 7 = 0,845, qual e o valor de log 28? 

a) 1,146 d) 2,107 

b) 1,447 e) 1,107 

c) 1,690 

(PUC-SP) Todo numero real positivo pode 
ser escrito na forma 10*. Tendo em vista que 
2 = 10 0 - 30 , entSo o expoente x tal que 
5 = 10* vale, aproximadamente: 

a) 0,33 d) 0,70 

b) 0,50 e) 0,15 

c) 0,20 

(Mack-SP) Considerando log 10 2 = 0,301 e 
log 10 3 = 0,477, entao log 10 450 serś igual &. 

a) 45 d) 2,653 

b) 0,667 e) 2,454 . 

c) 2,500 

Se log 2 (a + b) = yea-b=V2,entao 
log, (a 3 - b 3 ) <t igual a: 

a) 2y d) y 3 

b) y 2 - 2 


€) ł 


c)y + § 


439 


Resolver a equaęao ——= 3 no cam- 
1 - log x 

po dos numeros reais. 


e 5 


FuNęAo logaritmica 


Ex£F łCfCSOS COMPLEMENTARES 









urn pOHćO mĄis 


Acustica e logaritmo 

A ciencia, nas suas varias ramificaęóes, foi beneficiada pelo advento 
do logaritmo. A tftulo de ilustraęao, citaremos uma dessas aplicaęoes 


Ao estudarmos ondas sonoras, percebemos que o som apresenta caracteris- 
ticas como: altura, intensidade e timbre. 

No caso da intensidade (I), que representa a potencia de uma onda 

, encontramos detalhes interessantes como e 


sonora por unidade de 
o caso da limitaęao auditiva 


» f w 

area -2- 

liHua V m 



cóciea ou 
caracol 


Para perceber a onda so¬ 
nora, o timpano humano (veja 
esquema) necessita que ela te- 
nha, no mmimo, uma intensi¬ 


dade I 0 = 10~ 12 


, chama- 


do de Umiar de audibilidade e, 


no maximo, de 1 


, cha- 




cana! 
audrtivo ^ 


ł membrana 

|| do timpano jPIl ' * 


tuba' 

auditiva 






pavilhSo 

audftivo 

{omtha} 


mado de limiarda dor. 

O nivel sonoro (N) repre¬ 
senta a comparaęao entre a 

intensidade sonora (I) e o limiar da audibilidade (I 0 ). A sua unidade mais pratica 
e o decibel (dB). 

A grandeza mvel sonoro (N) obedece a uma escala logaritmica, sendo defi- 
nida por: 


N = 10 ■ log-p 


Podemos relacionar esses conceitos com algumas situaęóes do cotidiano. 

• O ouvido humano apresenta lesoes irrecuperaveis sempre que e exposto, por um 
determinado tempo, a niveis sonoros (N) superiores a 80 (dB). 

• As unidades bel (B) e decibel (dB) representam uma homenagem ao fisico 
escoces Alexander Graham Bell (1847-1922). 












Funęao 

modular 



0Om 4 ĄŹoCięao Aas AHtĄytćiaS, GS flGmtitS 
pĄ&SĄTĄtH Ą st rtćGnktctr hhS aos Cn.tr GS cGmG 
irtttĄGS ... 7\i> piartO mGraC HOSS A SGCttAaAc 
ĄvĄnęĄ tattanAo. ^nas pńortAaAes pĄrtctm 
ser mai-GntntaAas* Qs ptcHtmaS At tSpĄ0 
a prtocHpam mĄis pat a prccura itta I.../4 
HtĄt&rtĄ Ą htUrtssa ma'tS fne c cGtaęaG Ac 
hemem. frstt, per SM vez, passtta sebrt 4 
J_,na, mas mg st apreietma At sens 
stmethanUs. fcsepicra as prcfiunAtzas Ag 
G ctanG c GS CimUts Ag (/{,ruvtrsc, pertm G Sch 
vlzinho mah prGUAmo t para ećt Hm 
AeSćGnhtciAc. 


Etie Wicsel 



1. Funęao modular 


Denomina-se funęao modular a funęao/de R em R,tal que: 


f(x) 


x, se x s* 0 
—x, sex< 0 


Notaęao: f(x) = | x | 

Leitura: /de x e igual ao módulo de x. 


Domlnio: e o conjunto dos numeros reais: D(f) = R. 

Conjunto imagem e o conjunto dos numeros reais nao-negativos: Im(f) 



Grafico da funęao modular 

Como a funęao modular e definida atraves de duas sentenęas, vamos construir o 
grafico para cada sentenęa e fazer a reuniao em um mesmo sistema de eixos. 


D f(x) = x, se x 2* 0 


X 

y 

0 

0 

i 

i 

2 

2 





II)f(x) = -x, se x < 0 


X 


0 

0 

-i 

1 

-2 

2 






FUNęAO MODULAR 


FuNęAo mooular 


































































Fazendo a reuniao dos dois graiicos obtemos o grallco da ftinęao modular 
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Observc que as semi-retas que compoem o grafico sao bissetrizes do l s e 2 Q 
quadrantes c tem origem no ponto (0,0). 
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Resolvido 

Esboęar o srafico cartesiano e dar o dominio e o conjunto imagem das funęóes: 


a) y = |x + 11 

c) y = |x| - |x — 21 

b) y= | x | + | x — 21 

d) y = \x 2 - 3x + 2| 


► Nas tabefas ha uma coluna com calculo auxiliar. 


a) y 

= |x + 1 

1 

X 

I 

X + 1 

y = |x + i | 


-2 

2 


-1 

1 

-1 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

; 2 

2 

2 

3 

3 

3 

4 

4 






D(f) = R 

Jm(f) = (y g R | y =s 0) 


FuNęAOMODULAS 
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b) y = |x| + |x — 2 j 


X 

1*1 + l*-2| 

y = |x| + |x - 21 

-2 

2 + 4 

6 

-1 

1 + 3 

4 

0 

0 + 2 

2 

1 

i +1 

2 

2 

2 + 0 

2 

3 

3 + 1 

4 





D(f) = R 

lm(f) = {y e R | y ^ 2} 


c) y = | x f - jx — 2 1 


X 

W - |x-«| 

y= |x| - |x — 21 

-3 

3-5 

, -2 

-2 

2-4 

-2 

-1 

1 - 3 

-2 

0 

OJ 

1 

o 

-2 

1 

1 - 1 

0 

2 

2 - 0 

2 

3 

3 - 1 

2 





D(f) - R 

lm(f) = (y e !i 1 “2 ^ y ^ 2} 


d) y = | x s - 3x + 2 j 




Calculosauxi!iares 


Para a funęao quadratica f(x) = x 9 - 3x + 2, 
vamos calcular: 


Zeros da funęao 

a = 1, b = -3 ec = 2 
A = b ! - 4 • a • c 
A = C-3) 9 - 4 ■ 1 • 2 
A = 9 — 8 
A = 1 



Coordenadas do vertice 



DCf) = R 

lm(f) = {y e R | y 2= 0} 



FuncAo mooular 
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X 

x 5 - 3x + 2 

* 

y = |x a -3x + 2| 

0 

2 

2 

i 

0 

0 

2 

0 

0 

3 

2 

2 

4 

6 

6 






Propostos 

440 Para cada funęao dada pela lei, determine o domfnio e o conjunto imagem e faęa o esboęo do 
grafico: 

a> y = |x — 11 c)y = |x-2| + 2 

b) y = |x| + 1 d) y = fx + 11 + |x-2| 

441 Construa o esboęo do grafico, determine o dominio e o conjunto imagem das seguintes funęóes: 

a)y= |x 5 -5x + ó| b)y=|x*-3x| C ) y- | |x + 1 1 - x| 


442 

443 


(EEM-SP) No piano cartesiano (x, y) esboce os gnśficos, no intervalo -1 x *£ 1, das curvas; 
a)y = x s b) y = x ■ | x j 

2 I x — 21 

(Mack-SP)O grśfico que melhor representa a funęao fi R - (2} -»R definida pory = _ ' t. 

K .M— 




y e) 

y 

2 

* 2 

s 



X 

i 

[2„ 

0 

--► 

!2 X o 

1 

|B 

- ( 

-2 0 

-2 

1 * 

i “ 2 

/ 


b) y d) 




r 


X 

i 

i 

— 

to 1 

X 

0 

-2 


0 


-2 

-o 


i 
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FiiNęAo moduiar 

















































2. Eauaęóes modulares 


Eąuaęoes modulares sao equaęoes onde a incógnita aparece em módulo 
Na eąuaęao modular mais simples.temos: 


f 


- \ 

1 1 

x = a, se x > 0 


j x | = a < 

-x = a, se x < 0 ou x = 

-a, sex< 0 





A sua resoluęao fundamenta-se nas condięoes acima. 


Resolvidos 


1 Determinar no campo dos numeros reais o conjunto soluęao das equaęoes: 

3x + 2 


a) x- 3 =5 


b) 


= 2 


a) | x 31 = 5 

Inicialmente devemos estabelecer as duas condięoes e, em seguida, resolver cada uma das 
eguaęóes e fazer a reuniao das soluęoes. 


b) 


1 e parte: 

2 d parte: 

x — 3 = 1 

5 

x - 3 = -5 

x = e 


x = -2 

3x + 2 

= 2 

S = {-2; 8} 

4 

1 a parte: 

2 a parte: 

3x + 2 

4 

= 2 

3x + 2 

4 

3x + 2 = 

8 

3x + 2 = -8 

3x = 6 


U 

1 

o 

x = 2 


x = -4£ 




2 Resolver em R as equaęoes: 
a) 14x — 61 = x - 3 

a) J 4x - ó [ = x - 3 


b) |x| 9 - 3 [x| + 2 = 0 


Para este tipo de equaęao devemos impor uma condięao inicial, pois x - 3 e resultado de 
1 4x - ó | logo, deve ser maior ou igual a zero. 

C | x j = y só esta defirtido para y&0) 


_ 


EouacOES modulares 


Funcao modular 












Condięaoinicial 

x-3^0ouxs=3 


1* parte: 

1 4x — 61 = x — 3 
4x — 6 = x - 3 
3x = 3 

X = 1 

nao convem, pois xdeve ser maior 
ou iguaf a 3 
Entao, S = 0 

to) lx | 2 — 3 | x | + 2 = 0- 

1 d parte: 

sex s* 0, entao | x | 2 = x e e |x| = x 
J x | 2 — 31 x j + 2 = 0 => 
x ! - 3x + 2 = 0 
a = 1, b = -3ec = 2 
A = (-3)* -4-1 -2 



V = (-2,-1,1,2} 


2*’ parte: 

1 4x — 6 1 = x - 3 
4x - 6 = -x + 3 
5x = 3 



nao convem, pois xdeve ser maior ou igual 
a 3 


2* parte : 

se x < 0, entao f x | 8 = x ! e | x] = -x 
|x| E - 3 |x| + 2 = 0=* 
x s + 3x + 2 = 0 
a = 1,b = 3ec = 2 
A = 3 E - 4 • 1 • 2 
A = 1 


x = 


-3 ± -f\ 
2 ■ 1 


x* = — 1 


x" = —2 


Propostos 

444 Determine, no campo dos numeros reais, o 
conjunto verdade das equaęóes: 

a) 14 + x | =2 

b) 12 + X | =3 

c) 13x — 11 =4 


445 Resolva em R, as equaęoes: 

a) |2x - 1 1 = x + 3 

b) 14x + 51 = x + 2 
C) 14 - 5x | = 4 - 5x 

d) 12x 2 — 3x + 1 | = 1 

e) | x 2 — 1 j = 2x - 1 


d) 12x - 51 +3 = 4 


e) 

x - 4 

2 

f) 

2x - 3 

4 


446 


Resoiva em R as equaęoes: 

a) | x | 2 - 41 x | +3 = 0 

b) | x 1 2 + | x | - 6 = 0 

c) 3 1 x | 2 = 21 x | +1 


FUNCAO MODULAfl 


isa 


EouaoOes MODULMES 












3. Inequaędes modulares 

Considerando a defmięao de módulo de x\ podemos resolver as inequaęóes 
modulares, analisando os casos: 

l fl caso 


1 \y \y v. 4 r --^ 

—a a 

2 2 caso 



\ 

x > a 

| x > a « i 

ou 

(com a > 0) 

x < —a 

V 



|x| < a« -a< x<a 

(com a > 0) 


-a a 


x 


Resolvidos 


1 Reso!ver, em R, as jnequaęoes: 

a) |3x - 11 >2 b) |x + 3J as 1 

a) 13x - 11 > 2 

Aplicando a condięao do 1° caso, vem: 


|3x - 1 


[ 3x - 1 > 2 => x > 1 
| 3x — 1 < -2 => x < 


1 

3 


o-- 

"3 




Fazendo a reuniao das soluęoes parciais, obtemos o conjunto verdade= 
V = |x € R | x < ~ oux>l| 

b) |x + 3| «1 

Apticando a condięao do 2° caso, vem: 

|x + 31 s= 1 » -1 =sx + 3*M 
-1 -3=sx=sl -3 
-4=Sx=S -2 


Assim, obtemos o conjunto verdade: 
V = (x e R|~4*s x « -2} 


Ineoua<;óes modulares 


184 


FuncaomoDULAR 
















2 Determinar, no campo dos reais, o conjunto verdade da inequaęao: 

2x - 1 


2x - 1 


x - 2 


< 1 . 


< 1 


x - 2 

Aplicando a condięao do 2° caso, vem: 

2x - 1 ^ „ 2x - 1 „ „ 

< 1 <=> — 1 < ——— < 1 


x - 2 " ' ~ " x - 2 

Resolvendo a desigualdade em forma de sistema, temos: 

(PO 


2x - 1 


> -1 


3x- 3 


x - 2 x - 2 

f(x) = 3x - 3 e g(x) = x - 2 


- > 0 g(x) 

JM 
9(x) 


2x - 1 


< 1 


X + 1 


<0 


x - 2 x - 2 

.e(x) = x + 1 e h(x) = x - 2 


«Cx) 

h(x) 

eftO 

bM 


i + ! + 


i i 

i < 

! - J + 

^ ± 

■ 2 

i p 

\ t 

i § © 

x < 1 Oli x > 2 

i + » + 

-1 

1 

1 

1 

1 + 

-i- i 

2 

■ 

— ■ + 


-1 < X < 2 

Fazendo a intersecęao das soluęóes parciais, obtemos a soluęao finał; 


O 

© 

©n© 


: i 


2 

i 




-1 1 


V-ixeRh1<x<1) 


Propostos 

447 Resolva, em R, as inequaęóes: 

a) | x + 41 > 1 

b) |x + l| <3 

C) 13x - 41 1 

d) |-x + l|^l 

448 Resolva, em R, as inequaęóes= 

a) | x ! - x | >2 

b) | x ! - 3x + 21 > 0 


449 


C) | x® - 61 <3 
Resolva, emR, as inequaęoes: 


a) 

X + 1 1 

x- 1 

>2 

b) 

2x - 3 
x + 2 

< 1 

c) 

x- 1 

X 

1 (em R*) 

d) 

x + 3 

1 

-X - 1 

>4 



Funoao modular 


iNEQUA(,OeS MOOUŁASES 













































F icha-resumo 


/- Funęao modular 

f: R —» R, senJo f(x) 
Notaęao: f(x) = | x | 




D(f) = R 
lm(0 = R 


x, se x & 0 
— x, se x < 0 



r 


Eąuaędo modular 


= a <=> 


x = a, se x s* o 

x = -a, se x < 0, entao S = {-a, a} 


s Ineąuaędo modular 

l c caso 






-a a 

V = {x G RI x < -a ou x > a} 


2 Q caso 



'x> a 




CT^i \ 

| x| > « 

ou 


|x| <a»-a<x<a 

com a > 0 

x < -a 


com a > 0 

< _ J 


-a 




V = (x G R | -a < x < a) 


FlCHA-RESUMO 


Funcao modular 





























Funęao modular 


Compiementares 


450 


(FAAP-SP) Esboce o grafico de y = 



453 (Fuvest-SP) Esboęar os graficos das seguin- 
tes funęóes: 

a) f(x) = 2* 

b) g(x) = |2* - 2| 


451 Qual e o conjunto imagem da funęao defi- 
nida pon f(x) = |x ! - 7x + 121, com 
3 « x *£ 4? 


452 (UFBA) O esboęo grafico da funęao 
f(x) = 21 1 ' x l i. 

a) 



b) 


O 


d) 




/ 




e) 


) 

\ 

1 

I 

V, 


1 


454 (Fuve$t-SP) Resolva a inequaęao x | x | > x. 

455 (Mack-SP) A figura e grafico de: 

a) |x + y| =3 

b) |x| + |y| =3 
C ) x s + y 8 = 9 

d) |x| = 3e |y| = 3 

e) | x — y j =3 

456 Determine o conjunto verdade da equaęao= 
|x — 1 | = 1 — |x — 21 



457 (FEI-SP) Resolver a seguinte equaęao: 
|x - 1 | + |x + 21 =3 


458 

459 

460 


Resolver | x ! -11 = x® - 1. 


Resolvera ineguaęao 


x 

2 - x 


» 1 . 


(Cesgranrio-HJ) Seja f a funęao definida no 
intervalo aberto ]-1,1[ porf(x) = 1 _ X [ X | J 
entao f i: 

a) \ d) -1 

b) | e) -2 


461 (FGV-SP) Relattvamente a funęao f, de R em 
R, dada porf(x) = |x| + | x - 11, i corre- 
to afirmar que: 

a) o grafico de fi a reuniao de duas semi- 
retas 

b) o conjunto imagem de fe o intervalo 

[ 1 ,+«[ 

c) fi crescente para todo x e R 

d) fi decrescente para todo x e R e x > 0 

e) o vaior mfnimo de fe 0 



FuNęAO MODULAR 


EX£RCfC!OS COMPIEMENTARES 



















David Maitland/Keygtone 



Insetos 

As abelhas contam objetos 
e se orientam 



0 faro delas esta nas antenas: delicados sensores identśficam no ar o 
“cheiro" de flores com nśctar. Mas as abelhas podem voltar a fonte de alimento 
orientadas apenas pela visao. A descoberta 6 de dois entomologistas 
{especialistas em insetos) da Universidade Livre de Berlim, Alemanha. Lars Chittka 
e Karl Geiger treinaram os insetos para buscar agua com aęficar num copo a 230 

metros da 
colmeia. E 
perceberam 
que eles 
voltavam ś 
comida 
“contando"o 
nu mero de 
barracas ate 
la (veja o 
infografico). 
Mesmo 
trocando os 
marcos’de 
lugar, as 
abelhas iam 
direto ató a 
terceira 
barraca. 


As abelhas utlllzam suas antenas para Identlficar flores com nectar. 







O roteiro da comida 


As abelhas aprendem que depois da barraca 3 existe śgua com aęucar. 




Fonte: Supeńnteressante, Sao Paulo, Abril, n. 6, ano 9,1995, p. 9. 
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Rene Descartes 







1. Trigonometria no triangulo 
retangulo 

Razóes trigonometricas no triangulo retangulo 

Num triangulo retangulo,podemos estabelecer razoes entre as medidas dos seus 
lados: catetos (que forma m o angulo reto) e hipotenusa (que se opóe ao angulo reto). 
Consideremos um trianguloABC retangulo eraAeum angulo agudo B de medidaa. 


c 



As medidas (na mesma unidade) a, bcc sao, respectivamente, da hipotenusa, do 
cateto oposto a B e do cateto adjacente a B. 

Razao 1 Seno de um angulo agudo 

Num triangulo retangulo, o seno de um angulo agudo 
e a razao entre as medidas do cateto oposto a esse angulo 
e da hipotenusa. 

Entao, sen B = —; onde sen B; le-se “seno de B”. 

fł 

, b 

Tambem escrevemos sen a = — ,onde sen a;Ie-se:“seno de a”e entende-se “seno 
do angulo de medida a”, ou seja: f 


seno de a 


medida do cateto oposto a a 
medida da hipotenusa 


Razao 2 Cosseno de um angulo agudo 

Num triangulo retangulo, o cosseno de um angulo 
agudo e a razao entre as medidas do cateto adjacente a 
esse angulo e da hipotenusa. 


Trigonometria 
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TfUGGNOMCmA NO TRIANGULO RETANGULO 






Entao, cos B = — onde cos B; le-se: “cosseno de B’’. 
a 

c 

Tambem escrevemos cos a = — onde cos a; le*se:“cosseno de a” e entendc-se 

3r 

‘cosseno do angulo de medida a", ou seja: 


cosseno de a = 


medida do cateto adjacente a a 
medida da hipotenusa 


Razao 3 Tangente de um angulo agudo 


Num triangulo retangulo.a tangente de um angulo agudo e 
a razao entre as medidas do cateto oposto e do cateto adjacente 
a esse angulo. 


Entao, tg B = —, onde tg B; le-se: "tangente de B”. 

Tambem escrevemos tg a = *7, onde tg a; le*se: “tangente de a” e entende-se 
“tangente do angulo de medida a”,ou seja: 


tangente de a = 


medida do cateto oposto a a 
medida do cateto adjacente a a 


Exemplos: 

a) Consideremos o triangulo ABC.retangulo em A. 


B 




TsiGONOMETJHA NO TBlANGUtO ScTANCULO 


Trigonometria 









Teorema de Pitagoras 


Em todo triangulo retangulo o quadrado da medida da hipotenusa e igual a soma 
dos ąuadrados das medidas dos catetos. 



Observe o cubo: 



No cubo, como d e diagonal da foce, temos: 



dr = x 2 + x 2 
d = xV2 


E ainda podemos fazer: 





T HlGOHOMETRIA 


TRfGOHOMETRIA HO TRIANGULO RETANGULO 























Resolvidos 


1 Determinar o valor do seno, cosseno e tangente de a e de p no triangulo PQR. 

R 



Nesse caso, devemos calcutar inicialmente a medida x da hipotenusa. Para isso, aplicaremos o 
teorema de Pitagoras. R 


x* = 5 2 + 12 2 
X 2 = 25 + 144 
x = 
x = 13 

12 

sen a = 

5 

cos a = — 

12 

tg a = — = 2,4 


„ 5 

sen Jł = — 

a 12 
cos P = T3 

■8P-4 



2 Determinar x z y na figura representada abaixo: 

i 

Dado: sen 30° = 



sen 30° = ^ => — = — => 2x = 8 =>x = 4 

Para o calculo de y, aplicaremos o teorema de Pitagoras: 

8 2 = 4 5 + y 2 =* 64 = 16 + y 2 =» 48 = y 2 y = V48 

y = 4-/3 



Trigonometria no triangulo retangulo 
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Propostos 


462 Considere o triśngulo retangulo represen- 
tado abaixo e determine: 



c) tg <x 
sen a 
cos a 


d) 


h) tg (3 


cos (3 


e) sen® a + cos® a j) sen® (3 + cos® (3 


463 Considere o quadrado representado abai- 
xo, cujo lado mede 2 cm e determine: 

2 cm 



£ cm 


a) o valor de x (apiicando o teorema de 
Pitagoras) 

b) sen 45° 

c) cos 45° 

d) tg 45° 


464 Considere o triangulo epiiilatero, cujo lado 
mede 2 cm, e determine: 



a) sen 30° 

b) cos 30° 

c) tg 30° 


d) sen 60° 

e) cos 60° 

f) tg 60° 


465 


466 


Dado o triangulo retangulo ABC, calcule: 

B 



a) sen a 


b) cos a 


Dado o triangulo retangulo MNT, calcule; 

N 



a) sen p 


b) cos p 


c) tg a 


467 


(Mack-SP) Na figura, o perimetro do trian¬ 
gulo BCD Ć: 



a) (V2 + i) cm 

b) 4(v/2 + i) cm 

c) 4 cm 

d) 2(V2 + i) cm 

e) 9.J2 cm 




H 

/ 


Trjgonometria 


Trygonometria no triangulo retangulo 



















Angulos notdveis: 3045° e 60° 


Alguns angulos, devido ao seu constante uso, mere 
cem urn estudo especial. E o caso daqueles que me- 
dem 30 ° e 60 °, Para tanto, vamos considerar que num 
triangulo equilatero a mediana,a altura e a bissetriz 
relativas a um mesmo angulo interno coincidem. 

Observe o triangulo eqiiilatero ABC, cujos 
lados medem £ e alturas medem h. 



Calculo da altura b (aplicando o teorema de Pitagoras) no triangulo retanguloAMC: 

A 



Calculo do seno, cosseno e tangente de 30 ° e 60° 



TftlGONOMETRlA NO TJUANGUIO RETANGULO 


Trigonometrea 




















Outro angulo importante e o de 45°.Nesse caso, vamos considerar um triangulo 
retangulo e isósceles ABC cujos catetos medem E e a hipotenusa raede x. Observe-o. 

Calculo da hipotenusa x aplicando o teorema de a 
Pitagoras no triangulo ABC: 

x 2 = E 2 + E 2 =$■ x 2 = 2 6 2 => x = V2E 2 => x — 142 

Calculo do seno, cosseno e tangente 45°: 


sen 45" = 
cos 45" = 


i 

eV2 

i 

t4l 


1 

42 

42 

2 


42 

42 


42 

2 



tg 45° = j = 1 


Organizando os resultados, construimos a tabela: 



30° 

45° 

60 ° 


i 

42 

45 

3tIlU 

2 

2 

2 


45 

42 

J_ 

LUbScHU 

2 

2 

2 

tangente 

. - 

45 

3 

1 

45 


Resolvidos 

1 Niim campeonato de asa-delta, um partidpante se encontra a uma altura de 160 m e ve o ponto 
de chegada a um angulo de 60°, conforme a figura. Calcu [ar a componente horizontal xda distdn- 




t 


TfllGOKOMETRlA 


TrIGONOMETRIA NO TRlAMGULO CETANGUiO 


































2 Calcu lar a medida zna fisura: 



No triangulo BCD: 

• o anguloCDB mede 120" (pois 30° + 30 a + x = 180°) 

* o lado 8D mede 80 cm (pois o triangulo BCD e isósceles) 


30 cm 




No triangulo ABD: 

* o angulo ADB mede 60° (pois y = 180° - 120°) 
Calculo da medida z. 

cos 60° = 


80 


1 _z_ 

2 80 
2z = 80 

z - 40 cm 


3 (Vunesp) Na figura, os pontos C, D e B sao col ineares e os triangulos ABD e ABC sao retangu- 
los em B. 

Se a medida dośngulo ADB e 60° e a medida do angulo ACB e 30°, demonstre que: 
a) AD = DC b) CD = 2DB 

a) AD = DC 

Considerando oteorema do angulo externo, vejamos: 

m(CAD) + m(AĆD) = m(ADB) /\ 60 ° 

m(CAD) + 30° = 60° c 1 -i- 1 — 

m(CAD; = 30° 

Portanto, o triangulo ADC e isósceles, com base AC, 
ou seja, AD = DC. 

b) CD = 2DB 

Considerando o triangulo ADB: 

8.— " DB , 

Se AD = CD, entao: — = ^ CD = 2DB 



198 , 
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Propostos 

468 Uma escada faz um cingulo de 30° com a 
parede vertical de um prćdio, ao tocar o 
topo distante 6 m do solo. Determine o 
comprimento da escada. 


469 Uma pessoa de 1,64 m de altura observa o 
topo de uma źrvore sob um Sngulo de 30° 
com a horizontal. Conhecendo a distancia 
de 6,0 m do observador ate a aivore, calcu- 
lar a altura da arvore. Considere tg 30° = 0,58. 



470 


Para forrar o chao da garagem da casa de 
dona Inśs sao assentadas 8 colunas com 28 
fileiras de piso cerSmico retangular, do tipo 
da figura 1, conforme a disposięao da figu¬ 
ra 2. Qual e a razao entre as areas da cor 
predominante para aquela que menos 
aparece? 


Figura 1 




A figura abaixo mostra um painei solar de 
3 m de largura equipadocom um ajustador 
hidrźulico. A medida que o Sol se eleva, o 
painei e ajustado automaticamente de 
modo que os raios de Sol 



Considere esse enunciado para as trśs ques- 
toes seguintes: 


471 (FAAP-SP) Determine o valor de y (em 
metros) em funęao de 0: 

’ y = 3 sen 0 , , . 

b) y = 3 sen 6 + 3 

c) y = 3 tg 6 

d) y = 3 cos 6 

e) impossivel de ser determinado 

472 (FAAP-SP) Para 0 = 60°, o valor de y (em 


metros) t. 



d) 3 

b)| 

e) impossivel de 
ser determinado 

(FAAP-SP) Para 0 = 
metros) Ł-. 

60°, o vaior de x (em 


d) 3 

»ł 

c)| 

e) impossivel de 
ser determinado 


474 


(FAAP-SP) Num trabalho pratico de topogra¬ 
fia, um estudante de Engenharia Civil deve 
determinar a altura de um predio situado em 
terreno piano. Instalado o aparelho adequa- 
do num ponto do terreno, o topo do prćdio 


Trigonometria 


Trigonometria no triAngulo retAngulo 
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t visto sob um angulo de 60°. Afastando-se o 
aparelho mais 10 metros do edificio, seu topo 
passa a ser visto sob um Sngulo de 45°. Des- 
prezando-se a altura do apareiho, a altura do 
edificio (em metros) Ź-. 

a) 1073 + 1 

b) ~ + 10 


fo) 


d) 


e) 


1073 

73-1 

373 

10+73 
10 + 73 


(Mauć-SP) Para obter a altura W de uma cha- 
minź, um engenheiro, com um apareiho es- 
pecial, estabeleceu a horizontal AB e me- 
diu os anguios aefi, tendo a seguir medi- 
do BC = h. Determine a altura da chaminć. 



2. Trigonometria no circulo 

Utilizando os conhecimentos de sen x,cos x e tg x,extraidós do triangulo retan- 
gulo, vamos ampliar nosso estudo aplicando esses conceito em arcos. 


Arco de circunferencia e um segmento qualquer da circunfe- 
rencia, limitado por dois de seus pontos distintos. 



Os pontos A e B determinam dois arcos e sio 
extrcmidades de ambos. 


Sendo A coincidente com B, temos dois arcos espe- 
ciais determimdos: um nulo e outro de uma volla> 



TftJGONOMETRlA NO CiRCULO 
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Medida de um arco 

Consideremos um arco AB e um arco unitario u (nao-nulo e 
de mesmo raio),Ao compararmos o arco AB com o arco u (ao 
determinarmos ąuantas vezes o arco u cabe no arco AB), 
estamos medindo o comprimento do arco AB na unidade u. 


Na figura, u cabe seis vezes em AB. 

Entao: med(AB) = 6 u 

Lemos: a medida do arco AB e igual a seis na unidade u. 



Unidades 


Grau (°) 

Dmdimos a circunferencia em 360 partes iguais e a cada arco unitario, que 


corresponde a 


1 

360 


da circunferencia, chamamos de grau. 


Entao, a circunferencia mede 360 graus, que indicamos por 360°. 
Os submultiplos do grau sao o minuto O e o segundo (”). 

1 grau = 60 minutos 1° = 60’ 

1 minuto = 60 segundos 1 ’ = 60” 


Grado (gr) 

Dividimos a circunferencia em 400 partes iguais e a cada arco unitario que 


corresponde a da circunferencia chamamos de grado. 

Entao, a circunferencia mede 400 grados, que indicamos por 400 gr. 


Radlano (rad) 

Radiano e um arco unitario cujo comprimento e igual ao comprimento do raio 
de circunferencia no qual esta contido. 



1 rad 


Uma circunferencia de raio r — 1 possui como medida 2n radianos (2n rad). 

t 



TRIGONOMETftiA 


Tbigonometria NO dRCULO 





Relaędo entre as unidades 


Arco 

D 

■.-=-——i- 

--—— 

-— 

O 

Grau 

90° 

180° 

270° 

360° 

Grado 

100 gr 

200 gr 

300 gr 

400 gr 

Radiano 

— rad 

2 

Ttrad 

3tc 

— rad 

2 

2rc rad 


Para fazer a conversao entre as unidades, podemos utilizar a relaęao: 


1 on° 12 

— 

lou |g 

Tt rad 


Exemplos: 

a) Para converter 120° em x radianos, montamos a regra de tres: 


180°- n rad 

120°-x 


. 120 °n 

onde x = 18Q0 , ou seja, x 



5ji 

b) Para converter — rad em x graus, montamos a regra de tres: 


180° 

x 


k rad 
5k 


rad 


onde x = 


^ * 180 
_ 4 


n 


, ou seja, x = 225° 


* 




Propostos 

477 Corwerter em radianos: 

a) 45° d) 135° 

b) 72° e) 240° 

c) 36° f) 600° 


478 Converter em graus: 

a) 7 rad d) 77 rad 

o 4 

b) ^ rad e) 3n rad 

c) rad 0 rad 


TfilGONOMFTRIA NO ClRCUlO 
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i 

Um atleta percorre — de uma pista clrcular, 

correndo sobre a linha de uma circunferen- 
cia. Determine a medida do arco percorri- 
do em graus e em radianos. 


480 


Determine, em graus, o menor anguio for- 
mado pelos ponteiros de um relógio, nos 
seguintes casos; 

a) 2h15min c) 1h30min 

b) 9h lOmin d) 3h 15min 


Comprimento de arco 

Considerando uma circunferencia com centro O e raio medindo r, um anguio 
central AOB de medida y, em radianos, e o correspondente arco AB contido nesse 
anguio, podemos estabelecer a seguinte regra de tres: 


j -1 

med(AB)-y 

r _ J_ 
med(AB) " Y 

r • y = med(AB) • 1 



med(AB) 

7 =-- ou med(AB) = 7 • r 

' r 


A medida do anguio central AOB = y.em radianos,e determinada pelo ąuociente 
entre o comprimento do arco AB e a medida do raio da circunferencia que o contem. 


Exemplo: * 

Para determinar, em radianos, a medida do arco AB de comprimento 20 cm 
contido numa circunferencia de diametro 20 cm, fazemos: 


diametro 20 cm 
r =---= —-— = 10 cm 

Logo, a medida de 7 , em radianos, e obtida por: 


Y = 


med(AB) 


Y = 


20 cm 
10 cm 


y =2 rad 


TfflGONOMETRjA 
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ResoIvido 


Na figura abaixo, temos duas circunferćncias concentricas, cujos raios medem OB = x cm e 
OD = 20 cm, 

As medidas do comprimento dos arcos AS e CD sao, repectivamente, 4 cm e 16 cm. Determinar 
a medida OB do raio, sabendoque a medida do anguio central A08 ćy(em radianos). 



Em ambas as circunferencias temos med(AÓB) = y, entao; 



x = 5 cm 


p 

'ropostos 

485 

481 

Determine, em radianos, a medida do arco 

AB, de comprimento 10 cm, contido na cir- 
cunferencia de raio 5 cm. 


482 

Determine, em centimetros, o comprimen¬ 
to de urn arco AB correspondente a urn 
anguio central AOB cuja medida e 3 rad, 
contido numa circunferencia de raio r = 6. 

486 

483 

Determine, em radianos, a medida de urn 
arco de circunferencia cujo comprimento 
mede 30 m e o diametro dessa circunfe¬ 
rencia, 20 m. 


484 

Gual a medida aproximada do raio de uma 
circunferencia cujo arco mede n rad e o seu 



comprimento, 3,14 cm? 



Uma circunferencia de raio r t = 5 cm cen¬ 
tem urn arco AB de 15 cm de comprimen¬ 
to. Outra circunferencia, concentrica h pri- 
meira, tern raio r 9 = 10 cm e contem urn 
arco CD de comprimento xcentimetro. De- 
termine o valor de x sabendo-se que y ć a 
medida, em radianos, do anguię central, 
que determina os dois arcos, 

Determine, na figura abaixo, o valor de 9 e 
o de l. 



Thigonomethia no circulo 
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3. Funęoes trigonometricas 


Ciclo trigonometrico 

Chamamos de ciclo trigonometrico toda circunferencia orientada, em que: 


• o centro e a origem do piano cartesiano 

• o raio (#*) e unitario (r = 1) 

• o sentido positivo e o anti-horario 
(sentido contrario ao do movimen- 
to dos ponteiros de um relógio) 

• o sentido negativo e o horario (sen¬ 
tido do movimento dos ponteiros 
de um relógio) 

• o ponto A e a origem do ciclo 
trigonometrico. A localizaęao da 
extremidade de um arco varia con- 
forme o comprimento desse arco. 



Localizaęao da extremidade de um arco no ciclo trigonometrico 

Os eixos cartesianos dividem o ciclo trigonometrico em ąuatro arcos, cada qual 
contido em um ąuadrante. 

Um arco AP do ciclo trigonometrico, de medida x, com 0° x < 360" 
ou 0 rad *£ x < 2n rad, tern a extremidade P pertencente a um dos quadrantes con- 



P E QIII, se e somente se, 180° < x < 270° ou tc < x < — 

3Jt 

P € QIV, se e somente se, 270" < x < 360° ou — < x < 2k 

£§ 
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Resolvido$ 


i 


Determinar o quadrante a que pertence a extremidade P-. 

a) do arco de 36° c) do arco de 220° 

b) do arco de 135° d) do arco de 300° 


a) A extremidade de P do arco de 36° 
pertence ao i Q quadrante, pois 
0 ° < 36° < 90°. 



c) A extremidade Pdo arco de 220° pertence 
ao 3° quadrante, pois 180° < 220° < 270°. 



b) A extremidade P do arco de 135° d) A extremidade Pdo arco de 300° pertence 
pertence ao 2 C quadrante, pois ao 4° quadrante, pois 270° < 300° < 360°. 

90° < 135° < 180°. 




2 Determinar o quadrante a que pertence a extremidade P. 

a) do arco de 480° b) do arco de -110° 


a) Um arco de 480° tern mais que urna vQlta, pois 
480° > 360°. Vamos, entao, calcular quantos graus ele 
tem a mais que 360°: 

480° 

- 360° 

120 ° 

90° < 120° < 180° 

Assim, um arco de 480° tem a mesma extremidade P de 
um arco de 120° que pertence ao 2° quadrante. 

Funcóes trigonomStricas 


















b) Um arco de -110° esta na l a volta negativa. Saindo de P 
e andando uma volta no sentido anti-horario (+360°) 

recaimos em P. 

-110° + 360° - 250° 

180° < 250° < 270° 

Assim, um arco de -110° tem a mesma extremidade P 
de um arco de 250°, que pertence ao 3 C quedrante. 

Areos cóngruos 

Dois arcos sao congruentes,ou cóngruos, ąuando possuem a mesma extremidade. 
Convem trabalharmos com arcos da l a volta, do sentido positivo. Caso isso nao 
ocorra,como por exemplo com 480°,determinamos o seu cóngruo da l a volta positiva. 

Uma forma mais simples de obtermos esse resultado e dividir 480° por 360° para 
extrair o numero de voltas.O resto da divisao e a medida do arco de mesma extremidade: 

480° | 360° 

,120 <] 1 ► numero de voltas no sentido po$itivo 

T 

medida do arco dc mesma extremidade 
480° = 1 • 360° + 120° 

Para medidas negativas, esse procedimento nos Ieva ao arco cóngruo da l a 
“volta negativa”. Dai basta somarmos 360° para chegarmos a l a “volta positiva". 

Exemplos: 

a) -157° 

-157° ja esta na l a volta negativa 
Dai,-157° + 360° = 203° 

203° e a medida do arco da l a volta com a mesma extremidade que — 157°. 
Veja: 

-157° = 203° - 1 ■ 360° 

b) — 1 237° 

1 237 | 360° 

157° 3-numero de voltas no sentido negativo 

Dai, -157° + 360° = 203° 

Veja: -1 237° = 203° - 3 * 360° - 360° 

-1 237° = 203° - 4 ■ 360° 
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► Considerando fi a medida de um arco, a expressao geral das medidas dos arcos 
cóngruos a ele e dada por: 

a + K • 360° (eni graus) ou a + K ■ 2k (em radianos) 

onde a e a medida do arco cóngruo da l a volta positiva e K El. 
ot e chamada de l a determinaęao positiva. 


Resolvidos 

1 Determinar em qual quadrante situam-se as extremidades dos seguintes areos: 

a) 72° c) -300° e) ^ rad 

b) 1 280° d) -400° f) — rad 


Para isso obtemos a medida do arco cóngruo que esta na 1° volta positiva. 


a) 72° 

I 2 quadrante, pois 0° < 72° < 90° 

b) 1 280° 

1 280° | 360° 

200° 3 

'w' 

3 a quadrante, pois 180° < 200 ° < 270° 

c) -300° 

Como este arco esta na I 4 volta negati- 
va, basta fazer -300° + 360° — 60°. 

1 Q guadrante, pois 0 < 60° < 90° 


e) rad 
4 

3 

Convertendo rad em graus, temos 

3,1801 = 1350 
4 

2 a quadrante, pois 90 3 < 135° < 180° 

f) ^ rad 

Convertendo rad em graus, temos 


d) -400° 

400° I 360° 

.„o - _^ numerodevoltas no 

sentido negativo 

Dai, -40° + 360° = 320° 

320° esta no 4 C quadrante, pois 

270° < 320° < 360° 


Como o arco tem mais que uma volta, 
dividimos por 360° e consideramos o 
resto da divisao: 

ÓÓ 0 ° | 360° 

300° 1 

4 2 guadrante, pois 270® < 300° < 360° 


Entao, -400° esta no 4 a quadrante. 
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2 Na circunferenoia trigonomśtrica sio marcados quatro pontos, A, B, CeD, formando um poligono 
regular {veja figura). Escrever, em graus e radianos, as medidas (i (da 1® volta negativa) dos arcos 
determinados pelos vćrtices do quadri litero. 



4 pontos -> 360° : 4 = 90°; logo, para irmos de um vertice a outro consecutivo avanęamos 90 : 
(no sentido positivo) ou recuamos 90° (no sentido negativo). 


Vertice /i: X (A) = 30° (dado) 
ji 


A 


X - 30° ou 

o 

P = -330° ou 


Vertice 0. X(C) = X(B) + 90 7 
' X = 210° ou ^ 

O 

p = —150= ou -~ 




Wrtice 8 X( B) = X(A) + 90° 
= 120° ou 

= - 240 ° < 
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Propostos 

487 Determine os quadrantes a que pertencem 
as extremidades dos seguintes arcos: 

a) 18° d) 1 998° 

b) 141° e) ^ rad 

c) - 100 ° f)-j-rad 


488 Determine os quadrantes a que pertencem 


as extremidades dos seguintes arcos: 

a) -y- rad 

c) rad 

b) -y rad 

d) rad 

4 


489 


ldentifique em cada item se os arcos sio 
cóngruos: 


490 


a) ^ rad e rad 

b) rad e 


Numa circunferencia foram marcados seis 
pontos, A, B, C, D, E e f, formando um 
poligono regular. Determine, em graus e 
radianos, as medidas dos arcos cóngruos 
de extremidades nos vertices do poligono. 



Fiinęao seno 

y = sen x Considerando um arco AP, cuja medida e o numero real x, denomina- 
mos seno do arco AP o va!or da ordenada do ponto P. 


No cido trigonometrico: 





sen x = OM 


Uma nova medida 
Ja vimos que podemos associar a cada 
ponto de um eixo um unico numero real 
e vice-versa. Considere dois pontos, R e 
5, de um eixo e, associados aos nume- 
ros rcs, respectivamente. 

R s 

# • » € 

r s 

Chamamos dc medida algśbrica de um 
segmento RS, indicada por RS, o nume¬ 
ro dado por RS - s - r 
Exemplos: 

A B o C D 

—i-1-1-1-1—- c 

-6 -4 0 5 8 

AB = (-4) - (-6) = 2 
BC = 5 — (-4) = 9 
CB = (-4) - 5 = -9 
00 = 8-0-8 
OA = -6 - 0 = -6 
OC = 5 - 0 = 5 
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Exemplo: 

Veja no ciclo trigonometrico: 

O seno do arco de 30° e igual a 



O seno do arco de 210° e igual a 




Sinais 


Como os valores do seno sao marcados no eixo das ordenadas Oy.entao o seno 
sera positivo no l 2 e 2 2 ąuadrantes e negativo no 3“ e 4 n ąuadrantes: 



Para analisar a variaęao da fun- 
ęao y = sen x, construa o seu cido 
trigonometrico: 

a) Desenhe um circulo com 
1 dm de raio em um papeł 
guadriculado, reforęando os 
eixosAC e BD. 

b) Cole-o em um papeł cartao ou 
cartoiina. 

c) Fixe no centro O do circulo, 
com urna tachinha, um palito 
(de sorvete,de churrasco etc). 


Sinais 


- J -- 

Quadrantes 

I 2 

2 2 | 

| 3 a 

4 “ 1 

Seno 

■- 

+ 

-' 

+ 

— 

— 
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d) Amarre na ponta P do palito 
uma fi ta com um peąueno 
peso na outra extremidade. 
Cada lado da flta deve ter 
uma cor (azul e amarela,por 
exemplo). 

e) Fixe um arame em dois apoi- 
os (madeira, isopor etc.) por 
sobre o eixo horizontal. 



peso 


apoio 


t 

arame 


Pronto para a viagem de P na circunferencia:a medida do arcoAP eare sen x = PQ 
(inicialmente visto pelo lado azul da fita,adjmia do eixoAC;depois visto pelo lado ama- 
relo da fita, abaixo do eixo AC), 

Posicionando P sobre A, girę lentamente o palito no sentido anti-horario. 

Observe que enąuanto P vai de A para B, Jt aumenta de 0° a 90° e PQ, isto e, sen 
x,aumenta de 0 a 1 (aqui a funęao e crescente). 

Depois que passa de B e caminha para C vemos que x vai de 90° a 180°, enquan- 
to sen x diminui de 1 para 0 (aqui a funęao e decrescente). 

Para as 3 a e 4 a etapas (de C ate D e de D ate A) devemos passar a ponta da fita 
com o peso por sobre o arame e entao aparecera o seu outro lado (amarelo) cuja 
parte da ponta do palito ate o arame indicara PQ = sen x. 

Quando P caminha de C ate D, x aumenta de 180 w a 270° e sen x diminui de 0 a 
— 1 (aqui a funęao e decrescente). 

Finalmente, quando P sai de D e chega a A, vemos x aumentar de 270° a 360°, 
enquanto sen x cresce de — 1 a 0 (funęao crescente). 


Seno dos arcos notdveis 

Em cada figura, o seno do arco em destaąue e a ordenada do ponto P. 



sen 0“ = 0 sen 90 ° = +1 sen 180° = 0 
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X 

0° ou 0 rad 

90° ou 

frad 

180° ou 

7t rad 

270° ou 

rad 

360° ou 

27t rad 

sen x 

0 

-t-l 

0 

-1 

0 


Em resumo: 



Seno 

(g—- 

Quadrantes 

l e 

2 2 

3 2 

* 

Sinal 

+ 

+ 

— 


-- — - 

Variaęao 

crescente 

decrescente 

_I 

decrescente 

crescente 


0 

(7 



1 


V>\ 


Grdjtco da funędo seno (y = sen x) 

Para construir o grafico da funęao seno, vamos fazer uso da seguinte tabela: 


X 

0 

f 

Tt 

6 

n 

4 

Tl 

3 

K 

2 

271 

3 

- - 

3n 

4 

571 

6 

n 

7n 

6 

5n 

4 

4k 

3 

37r 

2 

57t 

3 

7n 1 
4 

11?: 

1 6 

ł1 

271 

y = senx 

0 

1 

2 

Si 

2 

Si 

2 

i -— 

1 

& 

2 

Sl 

2 

ł 

L 

1 

2 

&-i 

41 

2 

_VS 

2 

d 

tf 

_4l 

2 

J 

Z 


Trigonometria 


Fun<;Oes trigonomEtricas 


























































































































































Conclusoes 

• O dominio da funęao seno e o conjunto dos numeros reais;portanto,a curva 
continua a direita de 2n e a esąuerda de 0: 

D(0 = R 

• O conjunto imagem da funęao e o interva!o [—1,1]; portanto, a funęao seno 
assume como vaIor minimo -1 e como valor maximo +1: 

Im(f) = {y G R I -1 ^ y ^ 1} 

• O periodo da funęao seno e o numero 2n, pois o valor de f(x) da funęao seno 
se repete a cada intervalo de amplitudę 2n para valores de x: 

P = 2k 
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Resolvidos 


1 Cłuais valores k pode assumir para tomar possivel a isualdade sen x = 2 k - 5? 

A funęao seno assume os seguintes valores: 

-1 =£ sen x s 1 
-1 =s2k- 5«.1 

Essa desigualdade pode ser resolvida como um sistema de inequaęóes: 

0 - *- 

J-1 2k - ą ® f~2k s -4 


ou 


2k - 5 « 1 (Ń) [2k « 6 


Identificando os valores k, temos: 
V=(kGRt2«k«3). 


ou 


k^2 
k=e 3 


CD 


© n d) 


2 Esboęar o grśfico das funęoes e identificar o conjunto imagem e o periodo: 
a) y = 2 sen x b) y = sen 

a) y = 2 sen x 

Construimos a tabela e transferimos os valores para os eixos; 


X 

sen x 

y = 2 sen x 

0 

0 

-c 

II 

tO 

o 

II 

o 

X 

2 

1 

y = 2 ■ 1 =2 

71 

0 

O 

II 

O 

04 

II 

> 

3tt 

2 

„1 

y = 2 -(Ą-l)'— -2 

2 71 

0 

< 

II 

ro 

o 

II 

o 


y 



2 x c) y = t sen x I 
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2 x = |.i 
y - sen |i 


b) y = sen 2x 

Nesse caso, usamos o seguinte artificio: 



c) y = | sen x | 

Inicialmente constaiimos o grafico da funęao y - sen x fazendo, em seguida, o rebatimento 
dos pontos situados abaixo do eixo do x, obtendo y - j sen x | . 


y 



X 

sen x 

0 

0 

71 

1 

2 

TC 

0 

3n 

-1 

2 


0 


Propostos 

491 lndique o valor de: 
a) sen y 


b) sen ji 
5rt 
2 

Ilu 


c) sen 

d) sen 


e) sen 0 ° 

f) sen 1 530° 

g) sen (-90°) 

h) sen 810° 


492 Quais valores k pode assumir para tornar 
posswel a igualdade? 
a) sen x - k + 3 b) sen x = 2k + 9 


493 Construir o grafico das funęóes e identificar 
o conjunto imagem e o periodo: * 

a) y = 3 sen x b) y = sen 


494 

495 


Para que valores de Hemos: 
senx = k s + k + 1 ? 


Esboce o grafico, escreva o conjunto ima¬ 
gem e determine o periodo das funędes: 



b) y = 2 + sen x 
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Funędo cosseno 


y — cosx Considerando um arcoAI^ cuja medida e o numero real x, denomina- 
mos cosseno do arco AP o valor da abscissa do porno P. 


-—^- 

cos x = ON 

- 



eixo dos 
cosseno,s 


Exemplo: 

Veja no ciclo trigonometrico: 


O cosscno do arco de 30° e igual a 



O cosseno do arco de 150° e igual a 
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Sinais 

Como os valores do cosseno sao marcados no eixo das abscissas Ox, entao o 
cosseno sera positivo no l fi e 4 a ąuadrantes e negativo, no 2 Q e 3“ ąuadrantes. 


B 




A_^ eixo dos 


cosse nos 


D 


Retome o ciclo trigonometrico (pag. 205). 

Novamente faęa P percorrer o ciclo de.4 atć/4 no sentido anti-horario, mas agora 
acompanhe a variaęao de OQ. 

• Quando P vai de A para B, x aumenta de 0° para 90° e o cos x = OQ diminui de 
1 para 0 (no 1“ ąuadrante a funęao y = cos x e decrescente). 

• Quando P vai de B para C, x aumenta de 90° para 180° e o cos x = OQ diminui 
de 0 para -1. (Tambem no 2 2 ąuadrante a funęao y = cos x e decrescente.) 

• Quando P vai de C para D, x aumenta de 180° a 270°, enąuanto cos x aumenta de 
— 1 para 0 (a funęao aqui e crescente). 

• Quando P vai de D para A, x aumenta de 270° a 360°, enąuanto cos x tambem 
aumenta (aqui a funęao e crescente). 


Cosseno dos arcos notdveis 

Em cada figura, o cosseno do arco em destaąue e a abscissa do ponto P. 


P 90" 



cos 0° - 1 


cos 90° - 0 


cos 180° = -1 
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0° A = P 




- -^-| 

X 

-- 1 

0° ou 0 rad 

90° ou 
frad 

'---fi 

180° ou 

TC rad 

270° ou 

~ rad 

360° ou 
2nrad 

| co$x 

+ ‘ 1 

r°. 

- 1 1 

0 

+ 1 


Em resumo: 



Grafico da funęao cosseno (y = cos x) 

Para construir o grafico da fiinęao cosseno, vamos fazer uso da seguinte tabela: 


!-- 

X 

0 

f <1 

71 

6 

— 

n 

4 

J 

n 

2 

■--——- 

4 

i ' ~ i 

571 

6 

K 

m 

6 


r 

4n 

3 

i 

371 

2 

—■ 

5n 

3 

7 K 
4 

im 

6 

— 

2jt 

. 

y = cos x 

1 

& 

2 

41 

2 

-1 

1 

2 

0 

1 

2 

i— T ■* 

__ 4i 
2 

_4$ 

2 

'- 

* 

2 

41 

2 

1 

2 

0 

i 

42 
2 , 

V3 

2 

i 
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Conclusoes 

• O dominio da funęao cosseno e o conjunto dos numeros reais; portanto, a 
curva continua a di ret ta de 2 tc e a esąuerda de 0: 

D(f) = R 

• O conjunto imagem da funęao e o intervalo [—1,1 ] ;portanto, a funęao cosseno 
assutne como valor mmimo — 1 e como valor maximo, +1: 

Im(f) ={y6Ri—l^ysS 1} 

• O periodo da funęao cosseno e o numero 2n, pois o valor de f(x) da funęao 
cosseno se repete a cada interva!o de amplitudę 2 k para valores de x: 

P = 2jc 
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Resol viclos 


1 Quais valores k pode assumir para tomar possfvel a igualdade cos x = 2k - 9? 

A funęao cosseno assume os sesuintes valores: 

-1 « cos x 1 

-1 s; 2 k - 9 1 O- 

4 i 

Essa desigualdade pode ser resolvida como um sistema j i 

de tnequaęóes: 

[dentificando os valores de k, teremos: 

V={k€Rl4^k^5}. 


©n® 






1 2k - 9 
9« 1 


© 

W 


. .. , 


t 


- 2 k -8 

2 k ^ 10 


ou 





2 Esboęar o grafico das funęóes e identificar o conjunto imagem e o periodo: 
a) y = 2 cos x b) y = cos 2x c) y = | cos x j 

a) y = 2 cos x 

Construimos a tabela e transfer! mos os valores para os eixos: 


X 

COS X 

y = 2 cos x 

0 

1 

y = 2 ■ 1 =2 

K 

2 

0 

y = 2 • 0 = 2 

K 

-1 

y = 2 * (-1) = -2 

3jt 

2 

0 

y = 2 -0 = 0 

2n: 

1 

y = 2 • 1 =2 
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b) y = cos 2x 

Nesse caso, usamos o seguinte artifido: 


2 x = M 
y = cos |j 



4 


V- 

^=2 

y = cos 4 

0 

0 

i 

71 

K 

0 

2 

4 


u 

-1 

n 

2 

3k 

3 K 

0 

2 

4 


n 

1 



Im = [-1,1]e o periodo rc 


c) y = | cos x | 

Inicialmente, construimos o grafico da funęao y = cos x, fazendo em seguida o rebatimento 
dos pontos situados abaixo do eixo do x, obtendo y = | cos x | . 


X 

COS X 

0 

0 

JX 

i 

2 

K 

-i 

2 

0 

2tc 

i 



3 Simplificar a expressao: y = 


"*3 

sen — + 2 cos ti 
3•sen ^ 


Sabendo que= sen ^ = -1, cos it = -1e sen ^ = 1 


Substituindo esses va!ores na expressao, fica: 
-1 +2 -(- 1 ) 


y = 


3-0) 


y = ~i 



-\ 
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Propostos 

496 Indigue o valor de: 


a) cos -ę 

e) cos 630° 

b) cos 2jt 

f) cos 1 080° 

. 5jt 

C) COS -g- 

g) cos (-180°) 

7tt 

d) cos-^ 

h) cos 540° 


497 Quais vafores k pode assumir para tomar 
possfvel a igualdade? 

a) cos x = k + 5 

b) cos x = 2k + 7 

498 Construa o grafico das funęoes e identifi- 
que a imagem e o periodo. 

a) y = 3 cos x 

b) y - cos-| 


499 Simplifique as seguintes expressóes: 

a) y = 3 sen + cos 2rc 

, . 2 sen Jt + 3 cos 2jt 

b) y =-=- 


c)y = 


4 cos n - 3 sen 
2 cos0 


500 

501 

509 


Para que valores de k temos: 
cos x = k ! + k -1? 


Esboce o grafico, escreva o conjunto ima¬ 
gem e determine o periodo das funęoes: 


x 

cos g 


a) y = 

b) y = 2 + cosx 


Simpiifique as seguintes express5es: 

a) y = cos (-90°) + sen 450° 

b) y = cos ^ + cos (-Jt) + 5 sen 


Fiinęao tangente 

y = tg x Considerando um arcoAI* cuja medida e o numero real x, temos: 

sen x 

tg x = ——sendo cos x * 0. 

No ciclo trigonometrico: 



O eixo das tangentes (?) e orientado no mesmo sentido do eixo das ordenadas 
Oy, tendo como origem o ponton. 
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A tangente de um arco AP e determinada pela reta auxiliar (tracejada), que 
passa pelo centro O e pela extremidade do arco (ponto F), marcando o ponto T, no 
eixo das tangentes (/). 

t -> 

tg x = AT 


Exemplo: 

Para determinar as tangentes dos arcos de 45° e de 135° observe, em cada 
figura, que o triangulo OAT e isósceles de base ÓT; logo, | AT J = j OA | = 1. 



A tangente dos arcos com extremidade nos pontos M e N nao e definida 
(nao existe), pois para esses arcos a reta auxiliar torna-se paralela ao eixo 
das tangentes, nao havendo, assim, intersecęao. 


Yalores notaveis 



A reta tracejada que liga o centro a extremidade do arco intercepta o eixo das 
tangentes no zero. 
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, k 3tc _ „ . 

Observe que tg — e tg — nao sao denrudas e que a reta auxiliar e paralela ao eixo /. 


Grdfico da funędo (y = tg x) 

Para construir o grafico da funęao tangente, vamos fazer uso da seguinte tabela: 


o-s* 

X 

n 

2 

0 

n 

6 

K 

4 ; 

‘ ■ 

n 

3 

r~ ' 

n 

2 


5n 

4 

5n 

6 

71 

2 

2ft 

5ji 

2 

y = tgx 

a 

0 

Jl 

3 

l 

V3 

a 

i 

-V3 

-1 

Jl 

3 

0 

3 

0 

a 

_ 
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Conclusóes 

• O dominio da funęao tangente e o conjunto das medidas dos arcos, cujas 
extremidades nao coincidem nem com o ponto B nem com o ponto D do 



• O conjunto imagem da funęao e o conjunto dos numeros reais: 

Im(f) = R 

• O periodo da funęao tangente e o numero n: 

P = 7t 


Exemplo: 

Para determinar tg 45°, tg 30° e tg 180°, fazemos: 


tg 45° 


tg 30° 


72 

sen 45° _ 2 _ _ j 

cos 45° 72 

2 

1 

sen 30° _ _2_ _ _J_ _ J_ . 73 _ 73 

cos 30° 7? 73 73 73 3 

2 


tg 180° 


sen 180° _ _0_ 
cos 180° _ “I 


# 
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Propostos 

503 De o va lor de= 

a) tg 0° 

b) tg 60° 

504 Calcule a tangente dos arcos cujas medidas 


sao: 


*>f 


b) rc 

d>x 


c) tg2rc 


505 


Verifique se sao verdadeiras ou falsas as 
igualdades: 

a) tg 60° = tg 210° 

b) tg 45° - tg 270° 

d) t3f = tg-f 

e) ts^-tg^ 


I ara as funęoes seguintes, daremos urn tratamento de relaęao com seno e 
cosseno. 


Funędo cotangente 

y '= cotg x Considerando um arco AFJ cuja medida e o nurnero real x, temos: 

COS X 

cotg X = seox > sendo sen x * 0, isto e x * k • rc, com k € Z. 

COS X 1 

Como cotg x - gen x , temos cotg x = observadas as condięoes de existencia. 


Exemplo: 

Para determinar cotg 180°, cotg 90° e cotg \ fazemos: 

4 


cotg 180 = 


0 _ cos 180° - 1 


sen 180° 


0 


nao ć definida 


cotg 90 o = £^901 = o 
h sen 90° 1 


rt 

cotg - 


TI 

COS — 
_4 

sen ^ 
4 


42 

2 

42 

2 


= 1 
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Propostos 

506 Determine: 

a) cotg 0° c) cotg 60° 

b) cotg 30° d) cotg 


507 Escreva o valor de: 

a) cotg y c) cotg y 

7ti 

b) cotg 2 n d) cotg — 


Funęao secante 

y = sec x Dado um arcoAJRcuja medida e o numero real x, a secante e o inverso do 

1 

cosseno: secx =-,sendocosx * 0,istoe:x * — + k ■ 7t, comk El. 

cos x 2 

• De -1 *£ cos x 1 podemos considerar: 

0 < cos x 1 nos leva a concłuir que sec x > 1 ou 
-1 *£ cos x < 0 nos leva a concłuir que sec x < -1 


Exemplo: 

Para determinar sec 90° e sec 60°, fazemos: 

sec 90° = 4 a funęao nao se define para x = 90° ou x 


sec 60" = 


0 

-—— = — = 2 

cos 60° 1 


= 270° 


Propostos 


Determine a secante em cada caso: 

a) sec 0° 

d) sec 120° 

b) sec 30° 

e) sec 135° 

c) sec 45° 

0 sec 150° 

Determine quanto vale: 


a) sec it 

d) sec ^ 
0 

, . 371 

b) sec — 

e)sec^ 

c) sec 2rc 

,, Sit 

f) sec y 


510 


Obtenha o valor de: 

3) sec 60° - sec 45° 

b) 3 sec 30° - sec 45° 

c) (sec 60°) 3 + 8(sec 130°) 


Obtenha o vaior de: 
a) 2 sec it - 3 sec 6 ji 

73 • sec 3 ji - secO 

b >- 1 . m - 
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Funęao cosseeante 

y = cossec x Dado um arcoAR cuja medida e o numero real x, a cosseeante e o 
inverso do seno: cossec x = * - sendo sen x ^ 0, isto e: 

5C11 A 

x * kłt, comkeZ. 

► Assim, com a sec x, temos que cossec x s* 1 ou cossec x — I. 


Exemplo: 


3jc 


Para determinar cossec 180° e cossec —, fazemos: 

2 


cossec 180° = 


sen 180* 


Como sen 180" = 0, temos que cossec 180° = ^ . 
Logo, a funęao nao se define para x = 180° ou x = 0°, 


371 1 1 

cossec — =--— = — 

2 3 n -1 

sen —- 


= -1 


Propostos 

512 Determine; 

a) cossec 0 ° 

b) cossec 30° 

c) cossec 60° 


d) 

e) 


3 cossec 60°- 
cossec 390° 


V3 * cossec 30° 


+ cossec 


513 


Obtenha o valor de: 


jt 


a) cossec ^ 

b) cossec $ 


c) cossec 2 re 


.. V 2 ■ cossec ~ - cossec - 77 - 
a; 4 2 


e) 


-2 cossec ~ - cossec ~~ 

2 4 


cossec 


25jt 



t 
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4. Relaędes trigonometricas 


Relaęóes trigonometricas fundamentais 


i a ) 


r - s 

sen 2 x + cos 2 x = 1 
-- 


No ciclo trigonometrico: 



eixo do seno 


x eixo do 
cosseno 


O arco AB possui como medi- 
da o numerom: 

• sen x = OBj 

• cos x = OB 2 

• o raio e unitario (r = 1) 


Representando no triangulo retangulo: 

B 



sen x 




Pelo teorema de Pitagoras, vem: 
sen 2 x + cos 2 x = 1 


Outras relaęóes fundamentais que ja conhecemos, respeitadas as condięóes de 
existencia. 


2 a ) 


tgx = 


sen x 
cosx 


3 a ) cotg x = 


cos x 
sen x 


ou 



#) 


5 a ) 


sec x — 


COS X 


cossec x = 


sen x 


230 
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RelaęÓes trigonometricas derivadas 

Considerando a primeira relaęao sen 2 x + cos 2 x = lc dividindo os dois mem- 
bros por cos 2 x, (cos 2 x * 0), temos: 

sen 2 x + cos 2 x _ 1 

cos 2 x cos 2 x cos 2 x 

tg 2 x + 1 = sec 2 x ou 

Para obtermos a segunda relaęao derivada, dividimos ambos os membros da rela¬ 
ęao sen 2 x + cos 2 x = 1 por sen 2 x (sen 2 x *= 0): 

sen 2 x cos 2 x _ 1 

sen 2 x sen 2 x sen 2 x 

1 + cotg 2 x = cossec 2 x ou 


f- 

cossec 2 x = 1 + cotg 2 x 

I .. ■ I . ■ . .... J 


sec 2 x = 1 + tg 2 x 


Resolvidos 


3 

1 Sabendo que sen x = -^ e x e S 2 guadrante, calcular: 


a) cos x b) tg x c) sec x 

a) Para o calcu to do cos x, aplicamos a primeira relaęao functemental: 



3 


u , . senx . 5 . 3 

b) tg x => tg x = ^ tg x = —— => tg x = - j 

”T 


c) sec x 


sec x - 


1 

cosx 


sec x = 


1_ 

± 

5 


sec x - 


5 

4 
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tq x " COt^ X 

2 Simplifique a expressao ; y =-- 5 — 


y = 


^7 + cot 3 x 

1 + cotg- x 


cossec x 

1 + cotg 21 x 

y = 


cotg x 


1 + cotg ' 1 x 


Y = 


_J_ 

cotg x 


y = tgx 


Propostos 


514 Sabendo que sen x » |e que x e1 s 
quadrante f calcule: 


a) cos x 

b) tgx 

c) cotg x 


d) sec x 

e) cossec x 


515 Dadocos x = y e x e 4 C quadrante f deter- 
mtne: 


a) sen x 

b) tgx 
C) cotg x 


d) sec x 

e) cossec x 


516 Calcule o valor de tg x e sec x, sendo 

1 

sen x = - — e x e 3 a quadrante. 

517 Simp!ifique as express5es: 

a) y = tg x • cotg x 

b) y = sec x ■ cotg x 

c) y = cossec x • tg x 

518 Sabendo que cos x = -■^ e x E S 2 qua- 
drante, calcule: 

a) sec x b) cotg x 

519 Dado sec x = 4, calcule o valor de cos x. 

520 Sabendo que cossec x = -2, calcule o 
valor de sen x. 


521 Sendo 

sen x = V2 - m e cos x - V3 - m, de- 
termine o valor de m. (Sugestao: aplicar a 
primeira relaęao: sen®x + cos® x = 1.) 


522 Dados sen x = —r— e cos x = 7 . de- 

k k 

termine o valor de k. 


523 Simplifique as seguintes expressóes: 

. tg x ■ cotg x 
cosx 

b) y = (sen x + cos x)® - 2 sen x cos x 
tg x + cotg x 


c) y = 


cossec x 


524 (Vassouras-RJ)Se0<x<2rce 
2 sen x + cos x = 1 , entao tg x vale: 


w-f 


c >? 
d) 1 


e) 3 


525 (Vassouras-RJ) A (cotg 6 + tg 9)® t igual a; 

a) cossec® 6 • sec® 0 

b) cotg® 0 + tg® 8 - 2 

c) sec® 0 - cossec® 0 

d) cotg® 0 - tg® 0 + 2 

e) cotg® 0 + tg® 0 


5. Reduęao ao l fi ąuadrante 

MuUiplos de 30 °, 45° e 6(T 

Seno e cosseno cios arcos multipłos de 45 " 

Os arcos multipłos de 45° (mas nao de 90‘0 possuem o valor numerico do seno e 
cosseno iguais ao seno e cosseno de 45°, respectivamente, com o sinal correspon- 
dente a cada quadrante. 
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Dividindo o ciclo trigonometrico em oito “areos iguais”, obtcmos os valores: 



360: 8 = 45° 


180 " 


360° cos x 


f * 

45° 

\ 13 *°] 

225° 

315° ]j 

r“ 

42 

42 

42 

42 

senx 

2 

2 

2 

2 

■--— 

COS X 

42 

42 

42 

42 

2 

2 

2 

2 

l -j! 


Resolvido 

Calcular o valor da expresslO: y *= sen - 3 cos — 2 tg 


SendO- < 


7it „„ -, 1t0 _ v2 
sen — = sen 315° - —g- 

3lt ~ orO V2 

cos — = cos 135° = jr“ 

4 z 

Sjr sen 225° 

S f - « - STmF 


_4l 

2 

TH 

” 2 


= 1 


Substituindo os valores na expressao, temos: 


J2 , 

y = —r ~ 3 




- 2 




Propostos 

526 Determine o valor das seguintes expressoes: 
a)y = cos-^p- 2 -cos-J 

b> y = 2 • tg ^ + cotg ^ 

c) y = 5 • cos ” + sen ~ - 6 • cos p 


527 


Calcule o valor das express5es: 

a) y = 8 • cos 405° - 6 ■ sen 765° + cotg -y- 

b) y = cos (- 45 °) + sen (-135°) + sec (-225°) - cossec (-315°) 


Trigonometria 
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Seno e cosserio dos arcos nmltiplos de 30° 

Obtemos os arcos multiplos de 30° e 60° dividindo a circunferencia em 12 “ar¬ 
cos iguais” e, em seguida, encontramos o seno e cosseno desses arcos, dos ąuais 
destacamos aqueles que nao tern extremidade em um dos eixos. 




Resolviclo 


TT fvTf OlT 

Calcuiar o vaior da expressao: y = sen — - cos -=- + tg 

o s s 


K 


Sendo: < 


sen ~ = sen 30° = -g 


1 

2 

cos ~ - cos 300° = —■ 


tg 2rt _ t 120 o _ sęn_1201 
3 3 t3 cos 120° zJ 


Substituindo os valores na expressao, temos: 
y = \ ~ f . ^3 => y = 73 


73 

2 = -73 


* 
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Propostos 


528 Determine o valor das sesuintes expressóes: 

a) y = sen y + cos •— + tg 

b) y = cos y + sen ~ - sec ~ 

c) y = cossec —■ +.sec 

o J 


529 


Determine o valor das sesuintes expressóes: 
3) y = cots -y - tg 

b) y = 2 cossec ~ - 73 • sec ~ 



Redtiędo ao 1 Q ąuadrante 

Considerando um arco x (x nao pertencente ao 1“ ąuadrante), reduzir esse arco 
ao l fi ąuadrante e relaciona-lo com algum arco do l 2 ąuadrante, atraves de urna for¬ 
mula, com o objetivo de conhecer sen x,cos x e tg x. 

Ao reduzir um arco do 2 2 ,3 a ou 4 2 ąuadrantes para o l 2 estamos simpliftcando o 
estudo de Trigonometria, pois as funęoes trigonometrieas terao o mesmo valor abso- 
luto para esses arcos. 


Arcos suplementares 

Dois arcos sao suplementares ąuando a soma de suas medidas resulta 180°. 

W 

Exemplos: 

a) 120° e 60° => 120° + 60 °= 180° 

b) X e TC — X => X + 71 — X — 7t 


Reduęao do 2 2 para o l 2 ąuadrante. 

Sejam os arcos: 

/ 

ar (do l 2 ąuadrante) 

(7t - x) (do 2 2 ąuadrante) 


Sendo os pontos BeC simetricos com 
relaęao ao eixo dos senos,e!es tem ordena- 
das iguais e abscissas opostas. 

Conclusao a partir do ciclo trigonometrico: 


No ciclo trigonometrico: 

sen x 



sen (7t - x) = sen x 
ou 

sen (180° - x) = sen x 


cos x (tc — x) = —cos x 
ou 

cos (180° — x) = —cos x 


COS X 


Trigonometria 
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Resolvidos 


1 Reduzir do 2° para o 1 a quadrante (x e 1° quadrante): 

a) ts C7t - x) b) cotg (x - x) c) sec (ji - x) 

, sen (jr - x) sen x 


a j ts f _ u 


— )( 

COS (Jt - X) -cos X p 
tg (ji - x) = -tg x ou tg (180^ - x) = -tg x 


x) = 


cos (ji - x) 


COS X 


- -cotgx 


sen (ji - x) sen x 
lto: cotg (it — x) = -cotg x ou cotg (180- - x) = -cotg x 
1 1 


>ec (tc Xj 


= -sec x 


cos (jt - x) —cos x 
Portanto: sec (jt - x) = -sec x ou sec (180° - x) - -sec x 

1 1 


3/ cossec u - x) - 


= cossec x 


d) cossec (ji - x) 


sen (ii - x) sen x 
Pot tanto: cossec (it - x) = cossec x ou cossec (180° - x) = cossec x 


2 Calcular o valor de cada expressSo, reduzindo ao 1 Q quadrante: 

a) sen 150° b) tg 120° 

a) sen 150' - sen (180" - 150°) = sen 30° = ^ 

b) tg 120° = - tg(180° - 120°) - -tg Ó0* = 


Propostos 

530 Reduza ao 1 a quadrante e simplifique o 
m^ximo possfvel as seguintes expressóes: 

a) sen 120° d) tg 150° 

b) cos 150° e) sec 135° 

c) sen 135° 


531 


Reduza ao I 2 quadrante e simplifique o 
móximo possivel, as seguintes expressoes: 

a) cossec 120° 

b) cotg 150° 

c) sec 120° 

d) cos 170° 

e) tg 160° 


Arcos explementares 

Dois arcos sao explementares ąuando suas medidas diferem de 180°. 


Exemplos: 

a) 225° e 45° => 225° - 45° = 180° 

b) (7t + x)ex => 71 + x — X = 71 


Reducao ao I ' 2 ouaorante 


236, 
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Reduęao do 3 Q para o l 3 ąuadrante 


Sejam os arcos: 


No ciclo trigonometrico: 


x (do l 2 ąuadrante) 

(7t + x) (do 3 2 ąuadrante) 


Sendo os pornos BeC simetricos em 
relaęao ao centro O da circunferencia 
(diametralmente opostos), eles tern orde- 
nadas opostas e abscissas opostas. 


Conclusao a partir do ciclo trigonometrico: 


i sen x 



A 


* ^ 


* -' 

sen (7t + x) = -sen x 


COS (7t + x) = —cos X 

ou 


ou 

sen (180° + x) = —sen x 


cos (180° + x) = —cos x 





COS X 


ResoMcIos 


i 


Reduzir do 3 S para o 1° quadrante (x £ 1 a quadrante): 

a) tg (a + x) b) cotg (a + x) c) sec (rc + x) 


a) tg (ir + x) = 


sen (a + x) _ -sen x 
cos (a + x) -cos x 


= tgx 


Portanto; tg (a + x) = tg x 


b) cotg (ir + x) = 


cos (it + x) _ -cos X 
sen(rc + x) - sen x 


= cotg x 


Portanto: cotg (a + x) = cotg x 


, , \ 1 1 
c) sec (ti + x) - ; = ——— - -sec x 

cos (ir + x) -cos x 

Portanto sec (rc + x) = -sec x 


d) 


cossec (ji + x) =• + x) - 

Portanto: sec (rc + x) = -cossec x 


-cossec x 


2 Calcu lar o valor de cada expressao, reduzindo ao 1 Q quadrante: 
a) cos 240° b) cotg 225° 

a) cos 240° = cos (180 c + 60 c ) = -cos 60 s = - J 

b) cotg 225° = cotg (180 c + 45 c ) = cotg 45° = i 



d) cossec (a + x) 


Trigonometria 
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Propostos 

532 Reduza ao 1 e quadrante e calcule o valor 

de: 

a) sen 240° d) sec 240° 

b) cos 225° e) cossec 225° 

c) tg 210° 


533 


Simpliftcfue ao mśximo as expressóes se- 
guintes, reduzindo-as ao 1 c quadrante: 

a) cotg 210° + tg 240° 

b) sen 200° + sen 20° 

c) (cos 220°) + sen s 40° 

d) cotg 215° - cotg 35° 


Arcos replementares 

Dois arcos sao replementares quando a soma da suas medidas resulta 360°. 


Exemplos: 

a) 300° e 60° => 300" + 60" = 360" 

b) (270 — x) e x => 2 to-x + x=2tc 


Reduędo do 4- para o 1 Q ąuadrante 


Se jam os arcos; 


No ciclo trigonometrico; 



Resoivido 


Reduzir do 4 C para o 1 a quadrante (x e 1 a quadrante): 

a) tg (2a - x) b) cotg (2je - x) c) sec (2x - x) 


a) tg ( 2 k - x) = 


sen (2 k - x) 

cos C2rt - x) 


sen x 

COS X 


= -tg x 


Portanto: tg (2 n - x) = -tg x 


d) cossec (2 ji - x) 
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b) cotg (2 ji - x) = 


cos (2 n - x) 


sen (2rr - x) 
Portanto: cotg (2n - x) = -cotg x 

1 1 


-cotg x 


c) sec (2it - x) = 


cos (2rc - x) cos x 
Portanto; sec (2 ji - x) = sec x 

1 1 


- sec x 


d) cossec (2 ji - x) = 


sen (2 ji - x) sen x 
Portanto: cossec (2 ji - x) = -cossec x 


= -cossec x 


Arcos complementares 

Dois arcos sao complementares ąuando a soma de suas medidas for igual a 90°. 



► As extremidades dos arcos x e — xj sao simetricas em relaęao a bissetriz do 

l fi e 3 2 ąuadrantes e os triangulos OAB e OCD sao congruentes: assim.concliu* 
mos que: 






(K \ 



fn ^ 

sen - xj 

= COS X 

e 

cos 1 — - x I = sen x 






como tg 


(i-)- 



COS X 

sen x 


■ t en tao: 



Trjgonometrea 
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Redu^ao ao 1 s ouadrante 




















ResoIvidos 


i Desenvolver sen 


(ł-) 


sen 


T-) 


, . 3jl 271 , K ,71 

Considerando que ~ 2 ’ = -§~ + 2 = n + '% 


— X 


fazemos: sen - xj = sen 
Chamandc , ~ - x | de a, teremos sen - xj = sen (u + a) = -sen a (explementares) 


Retomando o valor de a, temos: 

-sen a - -sen - xj = -cos x 

Concluindo: sen I — x | = -cos x 




2 Reduzir ao 1 c quadrante e calcular o valor de: 

a) sen 315° b) tg 330° 

a) sen 315° = sen (360° - 45°) = -sen 45° = ~- 

b) tg 330° - tg (360° - 30°) = -tg 30° = --J3 


Propostos 


534 Desenvolva: 


a) 2 sen 

. f:K 

c) cossec 1-ę 

b) sec - xj 

d) cotg - 

535 Simp!ifique: 


a) y = cos 

| • cotg (f - x) 

b) y = sen ^ - xj 

1 • *3 (f - X ) 

c) y = cos fy - x) 


536 


537 


Reduza ao 1 a quadrante e simplifipue, se 
possivel, as seguintes expressoes: 

a) cos 330° 

b) cotg 315° 

c) sen 300° 

d) sec 330° 

e) cossec315° 

f) sen 330° 

g) tg 300° - tg 60° 

h) sec 315° - 2 sec 45° 

i) cossec 320° + cossec 40° 

j) cos 340° - cos 20° 

Simplifique: 

cos (f - ^ j • cos - xj 

sen (y- - x) • sen (j- - x) 


ReDUCAO AO 1 ° CWAORANTE 


Trigonometria 





6. Operaęóes com arcos e 
transformaęao em produto 

Formulas de adiędo e subtraęao de arcos 

A.s f orm u las que estudaremos a seguir, nos permitem caleular as funęoes 
trigonometricas do tipo soraa (a + b) ou diferenęa (a - b) de arcos, representadas 
por numeros reais. 


Seno da soma 


* \ 

sen (a + b) = sen a • cos b 4- sen b ■ cos a 

l - - - - 


Seno da diferenęa 

Flara obter sen (a - b) basta fazer sen [a 4- (—b>] e aplicar a formula do sen (a + b): 
sen [a 4- (-b)l = sen a • cos (-b) + sen (-b) ■ cos a. 


Sendo: 


fsen(-b) = -sen b 
[cos (—b) = cos b 


logo: 


f -■> 

sen (a - b) = sen a • cos b - sen b • cos a 


ResoIvido 


Caleular sen 75° e sen 15°. 

sen 75° 

Escrevemos 75° como uma soma, usando duas medidas conhecidas: 

75° = 3(F + 45° 

sen 75° - sen (30° + 45°) 


sen 75° = sen 30° ■ cos 45° + sen 45° ■ cos 30' 
1 


sen 75° - 


sen 75° = 


V2 V3 

2 2 2 


2 

-s/2 + Vó 


» 
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sen 15° 

Esorevemos 15° como uma diferenęa, usando duas medidas conheddas: 


15 c 

= 45° 

- 30° 



sen 

15° = 

sen (45° - 

30°) 


sen 

15° - 

sen 45° • cos 30° 

- sen 30° 



V2 V3 

1 

V2 

sen 

15 = 

2 ’ 2 

' 2 * 

2 


15° = 

-Jb - 



sen 

4 




Propostos 

538 Usando as fórmulas de adięao ou subtra- 
ęao de arcos, calcule: 

a) sen 105° c) sen 195° 

b) sen 165° d) sen 135° 


539 


Aplique as fórmulas de adięao ou subtra- 
ęao de arcos e simplifique; 


a) sen 


(H 

b) sen - x j 

c) sen (jc + x) 


d) sen (2n - x) 

e) sen (te - x) 


Cosseno da soma 


cos (a + b) = cos a • cos b - sen a • sen b 


Cosseno da diferenęa 

f -* 

cos (a -- b) = cos a • cos b 4- sen a ■ sen b 

- 


Resolvido 

Calcular cos 105° e cos 195°. 


cos 105° 

Escrevemos 105° como uma soma, usando duas medidas conhecidas: 

105° - 60° + 45° 

cos 105° = cos (60° + 45°) 

cos 105° = cos 60° • cos 45° - sen 60° • sen 45° 


cos 105° 


1 ft 

2 ' 2 


V3 fŻ 
2 2 


44 => cos 105° 


V2 - -JE 

4 
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cos 195° 

Escrevemos 195° como uma diferenęa, usando duas medidas conhecidas: 

195° = 240° - 45° 

cos 195° = cos (240° - 45°) 

cos 1 95° - cos 240° * cos 45° + sen 240° * sen 45° 

cos 195° = (-cos 6CP) ■ cos 45° + (-sen 60°) — sen 45° 


cos 195° = ^ ~ =» cos 195° = 


-72 - 76 


Propostos 


540 Usando as fórmulas de adięao ou subtra- 
ęao de arcos, calcule: 


a) cos 75° 

b) cos 165° 


c) cos 15° 

d) cos 225° 


544 


Aplique as fórmulas de adięao ou subtra- 
ęao de arcos e simplifique: 


a) cos - xj 

b) cos | - x) 

c) cos (n - x) 


d) cos (ji + x) 

e) cos + xj 


Tangente da sorna e tangente da diferenęa 


, i un tg a + tg b 

tg (a + b) = -- - , 

1 - tg a • tg b 


f rt / /j _ 

tga-tgb 

tg 

1 4- tg a • tg b 


Resolvidos 


1 Calcu far tg 15°. 

Como 15° - 45° - 30°, podemosaplicara formula da tangente da diferenęa. 

tg 45° - tg 30° 


tg 15° - tg(45°- 30°) 
73 


tg 15° = 


1 - 


1 + tg 45° • tg 30° 
3-73 


tg 15° = 


1 + 1 


73 

3 


tg 15 


O _ 


3 + 73 


tS 15 ° " Ul 

Racionalizando o denominador da fraęao, temos: 

o = (3 - 73) (3 ~ 73) 9 - 373 - 373+ 3 
“ (3 + 73} (3 - 73) 9 - 3 

tg 15° =2-73 


t3 15“ = 3^+21 


Trigonometria 


OPERAęOES COM ARCOS E TRANSfORMACAO EM PRODUTO 



















2 Simplificar a expressao: y = sen (rc + x) + cos f-| + xl aplicando as fórmulas do seno e cosseno 
da soma. ^ ' 

sen (it + x) = sen Jt ■ cos x + sen x • cos ji 
sen (n + x) = 0 • cos x + sen x ■ (-1) 
sen (ji + x) = -sen x 

cos ( * + xj = cos • cos x - sen • sen x 
cos ^ + xj = 0 ■ cos x - 1 • sen x 
cos ^ + xj = -sen x 

logo, y = sen (n + x) + cos+ x => y = -senx-senx 
y = -2 * sen x 


Propostos 

542 Determine: 

a) tg 75° b) tg 105° 

543 5 implifiqueasexpressóes: 

a) sen ^ + xj 

b) cos {ji + x) 

c) sen ^ - xj 

d) y = 1 - cos E - x) 

e) y = sen (ji — x) - sen (n + x) 

f) y = cos (ji + x) + cos (it - x) 


544 


(Cesgranrio-RJ) Sendo 

A 7cos(5jc-x)-3cos{3ji + x) __ 

A — f * i com 


8 sen[|-x) 


ji 


x * ^- + k n, k e Z, entao: 


a) A = -t 

b) 2A = 1 

c) 2A + 1 = 0 


d) 4A + 5 = 0 

e) 5A - 4 = 0 


545 


546 


547 


Determine tg 195°. 

Simplifique as expressóes: 
"3rt 


a) y = sen + x| + cos (2ji - x) 


■) 


sen 


b) y = 


H 


COS 


sen 


c) y = 


6H 

0r-*) ,sen (f +x ) 


COS (JI + x) 


(Fuvest-SP) Se a e um śngulo tal que 


ji 


0 < a < g- e sen a =* a, entao tg (ji - a) e 
igual a= 


a) 


b) 


-a 






c) 


d) 




e) 


1 + a ! 




Formula de duplicaędo de arcos 

As fórmulas de dupltcaęao de arcos decorrem das fórmulas de adięao e sao de 
fundamenta! importancia, pois a sua utilizaęao permite simplificar os calculos. 
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sen 2a 


Seno do arco duplo 

Poderaos escrever sen 2a como sen (a + a) e aplicar a formula de adięao: 
sen (a + a) = sen a • cos a + sen a • cos a. 

sen 2a ~ 2 sen a • cos a j 


Cosseno do arco duplo 

cos 2a Podemos escrever cos 2a como cos (a + a) e aplicar a formula de adięao: 
cos (a + a) = cos a • cos a - sen a • sen a. 


cos 2a = cos" a — sem a 
-‘ 


Tangente do arco duplo 

tg 2a Escrevendo tg 2a como tg (a + a), considerando as condięóes de existen 
cia e aplicando a formula de adięao, temos: 
tg a + tg a 


tg (a + a) = 


1 - tg a • tg a 



Resoiviclos 


'1 Sabendo que sen x = ^ex€l° quadrante, calcular sen 2x. 

Sendo sen 2x = 2 sen x ■ cos x, nao temos o va!or de cos x, que devemos calcular usando a 
primeira relaęao fundamental. * 


sen® x + cos 1 x = 1 

[—1 + COS® X = 1 = 


25 + c °s 2 x= 1 

9 L .„t„. 16 


COS" X = 1 - — 's=# COS* X = 
Z3 


25 


Como x G I 2 quadrante, cos x e positivo e cos x = 
3 4 

Logo, sen 2x = $ — • — 


sen 2x = 


24 

25 


Trigonometria 


245 OeRA^OES COM AftCGS E TRANSFORMACJO Em prodoto 









1 

2 Dados sen x = e x e 2° quadrante, calcufar cos 2x* 

Sendo cos 2x = cos 5 x - sen s x f vamos calcular inidalmente cos x, 

2 _ 


Pda retaęao serr x + cos * x = 1, temos: 

2 


© 


-jl + cos®x = 1 


Como sen x 


5 _ 


+ COS 2 X - 1 

J 

9 


s v _ i _ _L 


COS' X = 1 


=> cos’ 3 X = 


8 


8 1 

entao, cos 2x = 

A 7 
COS 2x = -g 


3 Simplificar a expressao: y = 


cos 2x - cos® x 
senx • 


Sabemos que cos 2x - cos® x - sen 2 x, substituindo na expressao, vem: 
cos® x - sen® x - cos® x -sen® x 

y =- 


sen x 


sen x 


- -sen x 


y = -senx 


lą x Ł C0t^ X o 

4 Verificar a identidade trigonomćtnca: ■■ | gc s ^ = cotg v x. 

Para verificar uma identidade devemos desenvolver a expressao de um dos membros da igualda- 
de para chegar na expressao do outro membro. 

Entao vamos partir da 1 i expressao: 

sen x cos x 

tg x ■ cotg x cosx senx 1 _ 1 _ cos®x _ ? 

sec® x - 1 i _. 1 - cos® x sen® x sen® x 

COS' 1 X cos® X cos 2 X 


Propostos 


548 Sabendoquecosx = -^exe1°quadrante, 
determine: 

a) sen 2x b) cos 2x c) tg 2x 

4 

549 Sabendo que sen x = —— e x e 3° qua- 
drante, calcule: 

a) sen 2x b) cos 2x c) tg 2x 

550 Simplifique as seguintes express5es: 

sen 2a 

3 ' Y ~ sen a ■ cos a 

b) y = cos 2a + sen® a 
. sec x * sen 2x 

o y=- Z - 


551 Verifique as identidades: 

a) sec x • cotg® x • sen x = cotg x 

. , 1 - sen® x __ 

^ cotg x • sen x c s x 

c) (sec x - tg x) (sec x + tg x) = f 

Simpiifique as seguintes express6es: 

. cos 2x + 1 

a,y —rp— 

b) y = (sen x + cos x)® - 1 

c) y = (cos x - sen x) 9 + 2 sen x • cos x 

Verifique as identidades: 
cos x 1 - sen x 


558 


553 


a) 


1 + sen x 


cosx 


cossec* x ° 
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Fórntulas de transformaędo etn produto 

A soluęao de alguns problemas naTrigonometria reąuer a transformaęao de uma 
soma ou diferenęa de funęao em produto. Para tan to, usaremos fórmulas de transfor- 
maęao em produto, que sao demonstradas com o auxilio das fórmulas de adięao e 
subtraęao. 

Vejamos a demonstraęao da formula: 

„ p + q p - q 

sen p + sen q = 2 sen —-— * cos —- - 

Considerando que: 

sen (a + b) = sen a * cos b + sen b • cos a 
sen (a - b) = sen a * cos b - sen b ■ cos a 

Adicionando (T) e (H) 

sen (a + b) + sen (a - b) = 2 sen a • cos b ® 



Chamando: 
a + b = p 

\ temos que: 

a - b = q 

Substituindo em (|l|),vem: 


a = 


p + q 



p - q 

2 


l a ) 


sen 


p + q p - q 
p + sen q = 2 ■ sen —-— * cos —-— 


Analogamente chegamos a: 
2 a ) 


p - q p + q 
sen p — sen q = 2 • sen —^— * cos —-— 


3 a ) 


p + q p - q 
cos p + cos q = 2 * cos —-— ■ cos —-— 


4 a ) 


p + q ^P~q 

cos p — cosq= —2 ■ sen-— -sen—^ 
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Resolvido 


Transformar em produto: 

a) sen 60° + sen 30° 

a) sen ó0° + sen 30° 


b) cos 70° - cos 10‘ 


c) sen 3x - sen x 


__ n « — 60° + 30° ... 60° - 30° 

sen 60 + sen 30 = 2 - sen - -- ■ - -• cos —^ - 

sen 60° + sen 30° = 2 • sen 45° ■ cos 15° 

sen 60° + sen 30° = 2 • 4^1 . cos 15° = >/2 • cos 15° 


b) cos 70* - cos 10° 

cos 70° - cos 10° = -2 - sen 


70° + 10° 


sen 


70 ° — 10 * 


cos 70° - cos 10° - 
cos 70° - cos10° = 


2 ■ sen 40° • sen 30° 
1 


2 ■ sen 40° 


cos 70 a - cos 10° = -sen 40* 


c) sen 3x - sen x _ _ . 

sen 3x - sen x = 2 - sen - x ~ A ■ cos — t - —- - 2 - sen x • cos 2x 


Propostos 

554 Transforme em produto: 

a) sen 90° + sen 30° 

b) sen 70° + sen 10° 

c) sen 80° - sen 40° 

d) cos 70° + cos 10° 


555 Transforme em produto: 

a) cos 35° - cos 25° 

b) sen 3x + sen x 

c) cos 3a - cos a 

d) sen 4t - sen 2t 


7. Eąuaęoes trigonometricas 

Eąuaęoes trigonometricas sao aąuelas que envoivem as funęoes trigonometricas 
em seus membros. 


Exemplos: 

1 7t 

sen x = —, tg x = tg -ą e cos 2x = —cos x 


Como as eąuaęoes trigonometricas possuem uma gama muito grandę de varian- 
tes, vamos fazer o estudo dos principais tipos. 

Salvo indicaęao em contrario, usaremos x como incógnita. 


EouacOes TRiGONOMCTeiCAs 
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I 


Eąuaęao do tipo: sen x = sen a 

Fara esse tipo de eąuaęao vamos fazer duas cónsideraęoes: 

* Quando as extremidades dos arcos de medidas x e a sao coincidentes no ciclo 
trigonometrico, ou seja: x = a + k • 2n (k G Z). 

No ciclo trigonometrico: 



* Quando as extremidades dos arcos de medidas x e a sao simetricas em relaęao ao 
eixo das ordenadas, ou seja: x — Tt - a + k • 2it. 

No ciclo trigonometrico: 



Esąuematizando as soluęoes, temos: 


sen x — sen a «• 


x = a + k • 2Jt 
•i ou 

x = 7t - a + k • 2x 


Entao,V = {x€R|x = a + k , 27toux= : Jt — a + k ■ 2 te, onde k G Ł) 
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Resolvido 


Determinar o conjunto soluęao das equaęóes: 

■A 

a) sen x = ~ 

fo 

a) sen x = ~ 


b) 2 sen 2x - 1 = 0: 


As extremidades dos arcos no ciclo trigonometrico, para o quai sen x 
simetricos P e P‘. 

Entao, escrevemos: 
n 

sen x - sen j 
onde as soiuęóes sao: 


sao os pontos 


x = ^ + k • 2 jt 
ou 

x = k —| + k ■ 2n = 2 + k • 2it 


V = j X € R| x = | + 2kir ou X = 2 | + k • 



b) 2 sen 2x - 1 = 0 => sen 2x = 


1 


Entao, escrevemos: sen 2x - sen ^ onde as soluęoes sao: 


2 x = ~ + k ■ 2rc => x = ~r + kie 
o 12 

2 x = ju — y + k ' 2 jc ou 2x = 5 ~ + k • 2n => x = 5 + kn 

o o 12 


V = 


xeR|x = ^ + kjtoux = 5^+krt com k e Z 


Propostos 


556 Determine o conjunto verdade das equa- 
ęóes: 

, V2 

a) sen x = 

b) sen x = 1 

c) sen x = 0 


557 


Determine o conjunto verdade das equa- 
ęóes: 

a) 2 sen x + 1 = 0 

b) sen 2x - 1 = 0 

c) 2 sen 3x - 73 = 0 


d) sen 


M- 
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Eąuaędo do tipo: cos x — cos a 

Consideraęóes: 

• Quando as extremidades dos arcos de medidas dej: e a sao coincidentes no cido 
tngonometrico.ou seja:x = a + k ■ 2k (k €Z). 



• Quando as extremidades dos arcos de medidas de x e a sao simetricas em rela- 
ęao ao eixo das abscissas,ou seja x = -a 4- k * 2it. 



Esąuematizando as soluęoes: 


x = a + k • 2k 


cos x = cos a » 


- ou 


x = -a + k • 2k 


V={xeR|x = a + k-2noux = -a + k • 2n, onde k G Z] 
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Resolvido 


i -f% 

Determinar o conjunto soluęao das equaęoes cos = -^-e cos (2x - n) = ——: 


As ey.tremidades dos arcos no cicio tngo- 

nometrico, para o qual cos x = ~ r sao os 

pontos Pe P‘ simdtricos em relaęao ao eixo 
dos cossenos, 

Entao, escrevemos: 

cos x = cos ~ onde as soluęóes sao: 

x = + k • 2it 

V = x e Ił I x = - ^ + k • 2it, com k 6 Z 

cos (2x - u) = 

cos (2x - 7t) = -cos v 
0 

cos (2x - it) = cos 5 y 

o 

onde as soluęóes sao: 



$x_ n = 5f + k-2it =>2x = ~ + k-2rc=>x = Y7r + k)t 
6 6 12 

H OU 

2x - jt = —+ k • 2n => 2x * x + fc * 2rt => x = ~ + kjt 
o o 12 

V = x e R | x = ~~ + k)t ou x = + kit, com k 6 zj 


Propostos 

558 Determine o conjunto verdade das equa- 
ęoes: 

a) cos x = ~ 

b) cos x = 1 

c) cos x = —1 

d) 2 cos 2x - 1 =0 


559 


Determine o conjunto verdade das equa- 
ęóes: 

a) cos 4x = cos x 

b) cos (&c + 

1 

C) COS (2x - 7t) = - 2 
d) cos 3x +1 = Q 



EouacOes trigonomPbicas 
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Eąuaędo do tipo: tg x — tg a 

Consideraęóes: 

• Notę que no ciclo trigonometrico as extremidades dos arcos de medidas x e a 



Reso!vido 



Determinar o conjunto verdade das equaęóes tg x = 

tg x = V3 

As extremidades dos arcos no ciclo trigonometrico, 
para o qual tg x = J3, sao os pontos Pz P’ sime- 
tricos em relaęao a origem. 

Entao, escrevemos: 

tg x = tg ■j => x = j + kir 

V = jx e RI x = y + kir, com k 6zj 
tg 2x - 1 = 0 

tg 2x - 1 = 0 => tg 2x = 1 => tg 2x = tg ~ => 

=* 2x = -^ 4- krc => x = ^ 


V = jx e R | x = ^ + k com k 6 Z j 


Propostos 


561 

560 Determine 0 conjunto verdade das equa- 


ęoes: 



a) tg x = 1 

c) tg x + 1 = 0 


b) tg x = ^ 

d) tg 2x - V3 - 0 



Determine o conjunto verdade das equa- 
ęóes: 

a) 3tg x + -J3 = 0 

b) tg 4x = tg fsx - 

c) tg 3x - 1 = 0 

d) tg (2x + re) - i/3 = 0 


Trigonometria 
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EOUACOES TSIGONOMtTRICAS 













Eąuaęóes ąue recaern mima eąuaędo de 2~grau 
Sao eąuaęóes redutiveis a forma ax 2 + bx + c = 0. 


ResoIvido 


Determinar o conjunto verdade das eąuaęóes dadas: 


a) 2 sen 2 x + sen x ~ 1 =0 

a) 2 sen 2 x + sen x - 1 =0 
Fazendo sen x = y, temos: 

2y 2 + y - 1 = 0 

a = 2, b = 1, c = -1 


Y = 


1 ± V9 



y-4 


y---1 


b) cos 2x + 5 sen x - 3 = 0 




sen x - 


rr 


ou 


onde sen x = sen ^ 

x = — + k ■ 2?t ou x = ^ + k • 2 ji 
6 ó 


ii Ą 

y =-i 

onde sen x = sen 


3jt 


3n 

x = sen -g- + k • 2re 


V = ■ x e R tx = — + k ■ 2n ou ~ + k ■ 2rr ou ^ + k - 2 jt, com k e Z 


b) cos 2x + 5 sen x - 3 = 0 

Vamos substitutr cos 2x por 1 - 2 sen 2 x e reduzir para a forma do 2 Ł grau 


1 - 2 sen 2 x + 5senx-3 = 0 

-2 sen 2 x + 5 sen x - 2 = 0 (-1) 

2 sen" x - 5 sen x + 2 = 0 
Fazendo sen x = y, temos: 

2y 2 - 5y + 2 = 0 


Sabemos que= 
cos 2x — cos 2 x - sen 2 x 
cos 2x = 1 — sen 2 x - sen 2 x 
cos 2x = 1 - 2 sen 2 x 


5 * J9 _ 5 ± 3 
V 4 4 


1 

Logo, senx=~ 

x = f + k • 2ir 
o 



y" = 2 (nao convem) 


ou 


rc - -r + k • 2n => x = ^ + k • 2n , com k e Z 


V - xeR|x = -| + k-2jtoLix = -^r + k‘2jt, com k e Z 


Eouacoes TRIGONOmETRICAS 
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Propostos 

562 Determine o conjunto verdade dss equa- 
ęóes: 

a) sen 5 x-3senx + 2 = 0 

b) cos 2 x - cos x = 0 

c) 2 cos 2 x - 3 cos x + 1 = 0 

d) 2 sen 2 x + sen x - 1 = 0 para 0 x =£ 2a 

e) sen x + cos 2x = 1 para 0 « x 7c 


563 


564 


Se xi urn numero real, tal que 

sen 2 x - 3 sen x = -% para 0 s x s it, 

entao xćisual a: 

<0f c)f 

b) ^ d) * 

Resolva a equaęao 3(1- cos x) = sen s x. 


Eąuaęóes do tipo a sen x + b cos x = c, com ab & 0 

As equaęoes do tipo a sen x + b cos x = c sao resoMdas com o auxilio da l a 
relaęao fundamental, ou seja: 

ot sen x + b cos x = c 

1 7 7 

sen x + cos Ł x = 1 


Resolvido 


Determinar o conjunto verdade da equaęao sen x + cos x « 1. 

Com o aux!lio da relaęao sen 2 x + cos 2 x = 1, formamos o sistema 

Isoiando cos x em (T) : cos x = 1 - sen x 

Substituindo em (Tl) : sen 2 x + (1 - sen x) 2 = 1 

sen 2 x + 1 - 2 sen x + sen 2 x = 1 
sen 2 x — sen x = 0 

Fazendo sen x = y: y 2 - y = 0 y (y - 1) = 0 <T 


j sen x + 

[ sen 2 x + 


cosx 

COS' 


= 1 ® 

X=1 © 


~^y"= i 

COS X = 1 - 0 => COS X = 1 


7t 


Como cos x = 1 - sen x, temos sen x = 0 
Entao, x = k • 2 ji 

sen x = 1 => cos x = 1 - 1 =* cos x = 0 entao, x = ^ + k • 2x 

Combinando as soluęóes principais, temos a soluęao finał: 

K 


V = x 6 RI x = g- + k • 2rt ou x = k • 2n, com keZ 


Proposto 


565 Determine o conjunto soluęao das eąuaęóes: 

a) sen x - cos x = 1 

b) V3 cos x = sen x 

c) sen x - cos x = 0 


d) sen x + cos x = 2 

e) sen x + >/3 cos x = >/3 


Trygonometria 
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EąitaęÓes cuja resoluędo se faz com o auxtlio das 
transformaęoes em procluto 

Para a resotuęao das eąuaędes desse tipo usaremos uma das fórmulas: 

p + q p — ej 
sen p + sen q = 2 • sen —^— • cos 

p + q 

cos p + cos q = 2 * cos -—^— • 


cos 


sen p — sen q = 2 • sen 


p - q 


cos 


2 

p - q 

2 

p + q 


p + q p - q 

cos p - cos q = - 2 ■ sen - r- - - ■ sen — — - 


Resolvido 

Determinar o conjunto verdade da equaęao sen 2x + sen x = 0. 

Inidalmente vamos transformar a expressao sen 2x + sen x em produto, usando a formula 

_ p + q p - q 
sen p + sen q = 2 sen g ■ cos g . 

n 2x + x 2x - x n 3x x A 

2 sen -—g— ■ cos — ^ — = 0 => 2 sen ■ cos -g = 0 

Como o produto e igual a zero, obtemos: 

sen = 0 => sen = sen 0 

= kn -■> x = k ■ 2 
cosg = 0 => g = ±g+k'2jr 
x = ±a + k ■ 4 ji 

V- jxeR I x = ±ji + k • 4jroux = k ■ 4comkezf 


Propostos 

566 Determine o conjunto verdade das equaęoes: 

a) sen 3x + sen x = 0 b) sen 2x - sen x = 0 


Determine o conjunto verdade das equaęóes: 

a) cos 4x = cos 2x 

b) cos 3x + cos x - cos 2x 

c) sen4x + sen2x = 0para0sxsSn 


567 


c) cos 2 x = -cos x 
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8. Ineąuaęóes trigonometricas 

As inequaęoes trigonometricas sao desigualdades que envolvem funędes 
trigonometricas da incógnita.A resoluęao e semelhante a usada nas eąuaęoes 
trigonometricas, observando-se a circunferencia e determinando o conjunto 
verdade. A seguir, estudaremos alguns tipos de ineąuaęoes, tidas como funda- 
mentais. 


(D sen x > m 



O semiplano localizado acima da 
reta r forma, na intersecęao com o 
ciclo, as imagens dos reais x, sendo 
sen x > m. 


sen x < m 



O semiplano localizado abaixo 
da reta r forma, na intersecęao com 
o ciclo, as imagens dos reais x, sendo 
sen x < m. 


Sendo m urn niimero real dado e considerado -1 sen x I,vamos estudar o 
conjunto verdade pani: 

• a primeint volta, 0 =£ x *£ 2 ti 

* 

• a soluęao geral 


r <zr a c 

ResoIviclo 

Resolveras inequaęóes trisonometricas: 

a) sen x > ~ b) sen x < ~■ 
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Percorrendoo cido a partir do zero, no sentido anti-horario, encontramos dois inten/alos para 
a primeira volta; 0 ^ x =£ 2it. 

V = |xeRtÓ=sx«-|ou^<x*2it} 

Soluęao geral 

V = jx e R1 k • 2it *£ x < ~ + k ■ 2n ou k • Cn + ^ < x « 2rc + k • 2n, com kGz} 



Propostos 


568 Reso!va as inequaęoes trigonomćtricas, con- 
siderando 0 x =£ 2 jc. 

a) sen x « 1 

b) senx > -1 

c) sen x > 0 

d) sen x < 0 


569 


Resolva as equaęóes trigonometricas, de- 
terminando inicialmente a soluęao para 
0 x 2rt. 

1 , ^ -J3 

-V3 


a) sen x > 


b) sen x < -~ 


c) sen x > 
d> sen x « 


570 


e) sen x < 


sen x 


A 

2 

g) sen 5 x - sen x =* 0 




(Fuvest-SP) A soluęao da desigualdade 
1 

sen ! x - — > 0 no intervalo {0, rt] Ż-. 

„ „ _ je 3je _ _ 

a)0«xs7ou 




of -4 

„ „ rc 2 ji 

d) 0 < x < -^ ou -g- 

e) nciosei 



|nEQUAE,ÓE$ ihigonOMET fSCAS 
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cos x > m 


cos x < m 





O semiplano localizado a direita 
da reta r forma, na intersecęao com 
o ciclo.as imagens dos reais x, sendo 
cos x > m. 


• a primeira volta, o x 2x 

• a soluęao geral 


O semiplano localizado a esąuer- 
da da reta r forma, na intersecęao com 
o ciclo, as imagens dos reais x, sendo 
cos x < m, 

1 cos x 1, vamos estudar o 


Sendo m um numero real dado e considerado — 
eon junto verdade para: 


Reso(vido 



Resolver as inequaęćes trigonomźtricas: 

V3 

a) cos x > -y 

a) cos x > 


b) cos x 


Percorrendo o c iclo trigonometrico a partir do zero, 
no sentido anti-horśrio, encontramos dois intervalos 
para a pnmeira volta: 0 ^ x « 2n. 


V - 


x S fi | 0 « x < - ou -^< x 
o o 




Soluęao geral 


V 


= |x e R|k 


2ji « x < ^ + k ■ 2Jt ou + k • 2x 

O 6 
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IfJEOUAęOSS triGonOmEtriCas 















Propostos 

571 Resol va as ineąuaęóes trigonometricas, con- 
siderando 0 x *£ 2it. 

a) cos x 5= 0 c) cos x > — 1 

b) cos x < 1 d) cos x s* 

572 Resolva as ineąuaęóes trigonometricas, de* 
terminando a soluęao para 0 *£ x 2rt. 

a) cos x > 0 c) 0 < cos x < 1 

-V3 1 

b) cos x < 0 d) —ę— < cos x < g 


Resolva as ineąuaęóes trigonometricas: 
a) cos x > -g b) cos x g 


573 


574 


c) cos x > - 

d) cos x < - 


V2 

2 

72 

2 


e) co$ s x - cos x + ^ ^ 0 


(GV-SP) A soluęao da ineąuaęao 
72 cos 2 x > cos x no intervalo [0, n] e= 

a) 0^x<-|ou -<x«7t 

b) 0 < x | ou ~«X<7t 

. 7t ^ . 2tt 

C) 4 < X T 

d) 0<x<|ouy<x<7t 

e) n. d. a. 



tg x > m 


tg x < m 




O angulo rós no sentido anti-hora- O angulo sór no sentido anti-hora- 

rio forma, na intersecęao com o cido, rio forma, na intersecęao com o ciclo, 
as imagens dos reais x, sendo tg x > m. as imagens dos reais x , sendo tg x < 0. 



IneouacOes tbioonomEtricas 


TriGOnometria 




























Sendo ni urn numero real dado, vamos estudar o conjunto verdade pani: 

• a primeira volta,0 =£ x =£ 2k 

• a soluęao geml 


Resolviclo 


Resolva as inequaęóes trigonometricas: 

a) tg x > -J3 b) tg x < i/3 


a) tg x > J3 

primeira volta: 0 *= x « 2jr 

V = x CK| - < x < | on 4~ < x < 1 


Soluęao gerat 



V 


4jt 


3it 


x e Ił | ^ + k • < x < -g + k • 2it ou — + k ■ 2n: < x < — + k • 2it, com k e Z > 
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Proposto 


at 3 x< 4 


575 Resolva as inequaęoes trigonomćtricas considerando 0 « x $je. 

a) tg x > 1 d) -i/Z 

b) tg x < 1 e) 1 < tg x -JŹ 

c) tg X > Y 


9. Triangulos quaisquer 

Para desenvoIver o estudo sobre as relaęoes trigonometricas num triangulo qual- 
quer e importante rever como se classificam os triangulos quanto as medidas dos 
lados e dos angulos. 

Quanto aos lados, o triangulo pode ser: 
eąuilatero (se os tres lados tiverem medidas iguais) 
isósceles (se dois lados tiverem medidas iguais) 

escaleno (se os tres lados tiverem medidas diferentes) 

Quanto aos angulos, o triangulo pode ser: 
acutangulo (se tiver tres angulos agudos) 
retangulo (se tiver um angulo reto) 
oblus&ngulo (se tiver um angulo obtuso) 


Teorema dos senos 

Vamos considerar um triangulo, nao retangulo, qualquer, ABC, 



a _ b 
senA sen B 


-— (teorema dos senos) 

sen C 
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TfUGONOMETftiA 












Resolvidos 


1 Determinara medida dos lados aeb do triangulo ABC. 

a _ c 
sen 45° sen Ć 


a _ 72+76 
sen45° <sen75°;- 
a _ 72^ + 7ó _ 

Tę “ 72+76 ^ 
'2 4 


-< 180° - (60° + 45°) 

a = 272 


75°; > 


b _ c 
sen60° sen75° 


b _ 72 + 76 
73 72 + 7ó 

2 4 


=> b = 273 



2 Considerar uma circunferencia circunscrita a um triangulo qualquer ABC e determinar a medida do 
diśmetro dela em funęao das medidas do lado BC e do angulo A, desse triśngulo. 



Ob$erve que de forma analoga poderemos demonstrar que o diametro tambem pode ser deter- 
minado em funęao dos outros lados e angulos: 

2r - a „ = b „ = c , 
sen A sen B sen Ć 
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Propostos 

576 Determine os lados a z b do trianguio ABC. 



577 Determine o raio da circunferencia circuns- 


crita ao triśngulo ABC. 

A 



578 Determine o perimetro do trianguio ABC. 



579 Considere a figura e determine o perime- 



Teorema dos cossenos 

Vamos considerar Ć como o maior angulo do trianguio acutanguloABC (Ć < 90°). 


c 2 = a" + b 2 — 2 • a • b • cos Ć 


.2 _ u2 


b 2 + c 2 - 2 • b * c * cos A 
b 2 = a 2 + c 2 — 2 ■ a * c * cos B 



Caso o trianguio ABC seja obtusangulo (Ć > 90°),temos: 



TsiANGULOS QUA! 50 U£* 
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Podemos concluir que o teorema dos 
cossenos tambem se aplica ao triangulo 
obtusangulo. 

Caso o triangulo ABC seja retangulo 
(C = 90"), temos: 
c 2 = b 2 + a 2 — 2ab • cos 90° 
c 2 = b 2 + a 2 



i 


Resolvidos 

^ Determinar a medida do lado c do triSngulo ABC. 



c 2 = 13 + 6 => c = Vl9 


2 Classifiear, quanto aos angulos, cada um dos triangulos: 



a) A e o maior angulo interno, pois e opos to ao maior dos lados. Aplicando o teorema dos 
cossenos para A, temos: 

a® = b 2 4- c ! - 2bc • cos A 
7 ® = 6 ® + 5® - 2 ■ 6 • 5 cos A => cos A = 


tr + 5® - T 


2-6*5 


cos A > 0 => A e um angulo agudo e e o maior dos angulos, logo o triangulo ABC e um 
triangulo acutangulo. 


b) Agora, o maior angulo interno e B, pois b = V37 e a maior medida. 


b® = 3 ; + c® - 2ac * cos 8 
{y37f=4 s + 3®- 2*4* 3 • cos B 


=> cos B = 


4 2 + 3® - (Jjff 

2-4-3 


1 

2 
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cos B < 0 => Be um angulo obtuso, logo o triangulo ABC e um triangulo obtusangulo. 
Generaiizando, se A e o maior angulo interno de um triangulo ABC: 

sr = b 1 + c* - 2bc ■ cos A <=> cos A = ^ " - 

2bc 

O smal do cos A e o sinal de (b 2 + c 2 - a 2 ), entao; 

cos A > 0 «=> b' + c* - a v > 0 ou a 2 < b s + c 2 <=> AABC t acutangulo 

cos A < 0 <=> b 2 + c 2 - a‘‘ < 0 ou a 2 > b e + c 2 » AABC e obtusangulo 

cos A = 0 « b £ + c 2 - 3" = 0 ou a 2 = b s + c s «■ AABC e retangulo 


Propostos 

580 Considere o triangulo ABC e determine o 
lado c. 


'A- 



581 Determine a medida da diagonal menordo 
paralelogramo ABCD. 




583 ldentifique os triangulos como retSngulo, 
acutangulo ou obtusangulo, em cada item. 

a) lados a = 5; b = 6; c = -s/31 

b) lados a - 10; b = S-/3, c = 5 

c) lados a = 5V7; b = 5; c = 10 


A 



Teorema da drea 


A area de qualquer triangulo ABC pode ser assini determinada: 



Considerando o triangulo AHC, temos: 
li 


sen C = 77 
b 


Sabemos que area = y a ■ h (7) 
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Das relaęóes ( 7 ) e (fi),temos o teorema da area: 

f •> 

, l 

Area = — • a • b • sen C 

4 - 


De forma analoga, podemos dizer de um triangulo de lados a, b e c que: 



Embora a demonstraęao tenha sido feita num triangulo acutangulo,ela tambem 
pode ser verificada nos triangulos obtusangulo e retangulo. 


ResoIvido 


Determinar a śrea do triangulo ABC. 



Propostos 

584 Determine a area do triangulo ABC e a me- 
dida do lado a. 



585 Calcule a medida do angulo Ć no triśngulo 
ABC, cuja area vale 3-73 cm 2 . 

Compare os exercfcios 123 e 124. 


1 n 

Area = • a • c • sen B 

Area = ~ • 10 ■ 8 • sen 30° 
Area = 40 * ^ = 20 cm s 



586 Calcule a medida do angulo B no triangulo 
ABC, se a sua ń (ea mede 3-/3 cm®. 
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Ficha-resumo 


Razóes trigonometricas 

medida do cateto oposto 
medida da hipotenusa 

medida do cateto adjacente 

cosseno =- ... , - 

medida da hipotenusa 

medida do cateto oposto 
tangente m eclicla do cateto adjacente 


-\ 

C 








b 


c 


b 

sen a = — 

A 


cos a = — 

«■ 


tga = - 







___ J 


r Relaęóes entre as unidades 


Arco 


O 

(? 

! - -- «« ' 

O 

gran 

90° 

180 u 

270° 

360° 

grado 

100 gr 

200 gr 

300 gr 

400 gr 

radiano 

TC . 

— rad 

K rad 

3it 

T rad 

2tc rad 


_ J 


s- Yariaęao dasfunęóes 


seno cosseno tangente 

* 



FlCHA-RtSUMO 


TRIGONOMETSŁA 



























































f Relaęóesfundamentais — 

sen 2 x + cos 2 x = 1 


tgx = 


sen x 
cosx 


cotg x = 


cosx 
sen x 


1 

tgx 


sec x = 


1 

cosx 


cossec x = 


1 

sen x 






J 


Relaęóes derwadas --\ 

sec 2 x = 1 + tg 2 x 
cossec 2 x = 1 + cotg 2 x 


, 

0 

(0°) 

n 

6 

(30°) 

TC 

4 

(45°) 

TC 

3 

(60°) 

71 

2 

(90°) 

* 

(180°) 

37C 

2 

(270°) 

27E 

(360°) 

sen x 

0 

1 

2 

VI 

2 

V3 

2 

1 

0 

-1 

0 

COS X 

1 

V3 

2 

VI 

2 

1 

2 

0 

-1 

0 

1 

tgx 

0 

V3 

3 

1 

V3 

naose 

define 

0 

nao se 

define 

0 

cotgx 

nao se 

define 

V3 

1 

V3 

3 

0 

nao se 

define 

0 

nao se 

define 

sec x 

1 

2 V3 

3 

VI 

2 

nao se 

define 

-1 

nao se 

define 

i 

— 

-—-- 

cossec x 

nao se 

define 

2 

VI 

2V3 

3 

1 

--. 

nao se 

define 

-1 

nao se 

define 

> 
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r 


Adięao e subtraęao de arcos 


sen (a + b) = sen a • cos b + sen b • cos a 

sen (a - b) = sen a ■ cos b — sen b ■ cos a 

cos (a + b) = cos a ■ cos b - sen a • sen b 

cos (a - b) = cos a ■ cos b + sen a • sen b 


tg (a + b) = 


tg (a - b) = 


tg a + tg b 
1 - tg a • tg b 

tg a - tg b 
1 + tg a • tg b 


r 


Co nseąii en cias dasfórmulas de adięao 


sen 2a = 2 ■ sen a '• cos a 
cos 2a = cos 2 a — sen 2 a 


tg 2a = 


2 • tg a 
1 — tg 2 a 


r 


Fórmulas de transformaędo etn produtos 


p + q p - q 
sen p + sen q = 2 * sen —--cos 


sen p — sen q = 2 ■ sen 


cos p + cos q = 2 • cos 


P - q 


p + q 


cos 


cos 


cos p — cos q = —2 ■ sen 


P + q 


sen 


2 

p + q 
2 

p - q 

2 

p - q 


r 


Teorema dos senos 

a _ b < 


sen A senB senć 


f Teorema dos cossenos — 

a 2 = b 2 + c 2 — 2 ’ b ■ c ■ cosA 
b 2 = a 2 + c 2 — 2 ■ a • c ■ cos B 
c 2 = a 2 + tr - 2 ■ a • b - cos Ć 



B 
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Complementares 


587 Considerando o triangulo 
equilśterode ladom, de¬ 
termine: 

a) a aitura h 

b) sen 30° 

c) cos 30° 

d) ts 30° 

e) sen 60° 

f) cos 60° 

S) ts 60° 



588 Dado o quadrado de lado a, calcule; 

a) a diagonal d c) cos 45° 

b) sen 45° d) tg 45° 



589 Determine xe yem cada figura representa- 
da abaixo: 



590 Uma pessoa esta a 80V3 m de um predio 
e ve o topo do predio sob um śngulo de 
30°. O aparelho que mede o angulo esta a 
1,6 m do solo. Determine a aitura do prćdio. 



591 (Vunesp) Uma rampa lisa de 20 m de com- 
primento faz angulo de 30° com o piano 
horizontal. Uma pessoa que sobe essa ram¬ 
pa inteira eleva-se verticalmente de: 

a) 17 m d) 5 m 

b) 10 m e) 8 m 

c) 15 m 


592 (Fuvest-SP) A Latitude de um pontofda su- 
perficie da Terra e o angulo que a reta OP 
forma com o piano do Equador(Oe o cen¬ 
tro da Terra). No dia 21 de maręo os raios 
solares sao paralelos ao piano do Equador. 
Calcule o comprimento da sombra projeta- 
da, no dia 21 de maręo ao meio-dia, por 
um predio de 30 metros de aitura, localiza- 
do a 30° de Latitude. 



593 



(Fatec-SP) Na figura abaixo o angulo A e reto. 
Se sen a - 0,6, entao a medida do seg- 
mento AB ż-. 


a) 30 cm 

b) 25 cm 

c) 48 cm 

d) 40 cm 

e) 45 cm 


594 Localize os quadrantes em que situam-se 
as extremidades dos seguintes arcos: 


a) 38° 

b) 147° 

c) 1 950° 

d) -131° 


e) ~ rad 

f) --y- rad 

g) rad 

h) rad 
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595 (FECAP-SP) O valor de 


sen ^ + cos ~ + cos 

4 4 


a) 

b) ~ 


(I + f)* 

d) 2r/2 


e) n,d.a. 


c) 


3 -J2 


596 (Fuvest-SP) Quantos graus mede aproxi ma- 
darnente urn angulo de 0,105 radianos? 
a) 2 b) 4 c)6 d) 8 e) 10 


72 

597 (USJT-SP) Sendo sen x = — exumarco 
do 2° quadrante, entao 

(* ~ -f) ’ cos (x - -|jvale: 


sen 


a) 0,25 

b) 0,75 

c) 0,5 


598 Sendo cos x = 
determine: 

a) sen x 

b) tgx 

c) cotg x 


d) 1 

e) n.d.a. 


—^ e x G 2 a quadrante, 

d) sec x 

e) cossec x 


599 (FEP-PA) No cfrculo trigonomćtrico um an- 

3 

gulo e tal que seu seno vale e encontra- 

se no 2“ guadrante. A tangente desse an¬ 
gulo vale: 


a) -1 

b) 

c) -1 


e) ł 


600 (Fuvest-SP)Setgx=- 7 -en<x<o 


valor de cos x — sen x Ł 


a) 


b) 


d) 


1 


e) — 


601 (Fatec-SP) Se t e ]o, 
y = cossec t, entao: 

a) y = Jx + ^ 

b) y = x • Vx e + 1 

C)y = 7 ^n 
d)y = ^I 

x“ 


x = tg t e 


. + 1 

e) y = i - 

x 


602 CUFMS)Dadocosx = -^-eO<x<^-cal- 

. , . . n f secx - cossec 

cularovalordey = 18 ^ 1 _ cotgx } 


603 (FGV-SP) Sabendo-se que sen x = 0,6, po- 
demos afirmar que: 

a) sen 2x = 1,2 

b) (sen 2x| = 0,96 

c) sen 2x = 0,48 ou sen 2x = -0,48 

d) cos 2x = -0,28 

e) cos 2x = 0,96 ou cos 2x = -0,96 

604 (PUC-SP) O valor de sec(IOjt) ź\ 

a) -2 b) -1 c) 0 d) 1 e) 2 


605 Dados, sen x = Vm e cos x = 7m + 1, 
calcule o valor de m. 

606 (FCC-BA) As sentenęas sen x = a e 
cos x = 2Va - 1 sao verdadeifas para 
todo x real se, e somente se: 

a) a = 5 ou a = -1 

b) a = —5 ou a = -1 

c) a * 5e a * -1 

d) a = 1 

e) a = -5 

607 Simp!ifiqueasexpressóes: 
sen x • cossec x -1 


c) 5 


a) y = 

b) y = 


tgx 

tg x + cotg x 
secx 


Ex£KICIOS COMM.EMENTARES 


Trigonomethia 
















+ 


1 

1 + COS® X 


608 (PUC-SP) 

1 + seir x 
1 . 1 


+ 


H" 


- _j_ ___ 

1 + sec® x 1 + cossec 2 x 


e igual a: 


a) 0 b) 1 c) 3 d) 4 e) 2 

CGS^ 6 

609 (Vunesp) A expressao -=-— com 

1 *“ sen fc) 

sen 6 * 1, e isual a: 
a) sen 9 

-4 b) sen 9 + 1 
c) ts 9 ■ COS 9 

610 (UCMG) A expressao " ' J " i identica a: 

1 + tg 2 x 

a) tg.2x- d) sen 2x 

b) cos 2x e) cos x ■ sen x 

c) 2 sen x 


d) 1 


e) 


sen 9 
sec 9 


9 ra x 


614 (Fatec-SP) Seja x € R, Assinale a a!temativa 
falsa. 

a) tg(x- rc) = tsx,parax? t lot + ^-,kGZ 

b) cos (-y - x j = -sen x 

c) sen = cos x 

d) cos (rc — x) = -cos x 

e) sen (x ~ tt) - -sen x 


615 


(PUC-RS)Sexe 
entao n varia no 


3ji n 

T ;2n 

intervalo: 


e sen x = 3n - 1 


t 



b) ]—1; 1[ 
0 ]—1; 0[ 


d) ]0; 1[ 



61 1 (Fuvest-SP) Quais sao as raizes da equaęao 
do 2® grau x s sen a - 2x cos a — sen a = 0, 


onde 0 < ct < 

2b 

2 ■ 

a) 

„ cos a + 

1 c g cos a “ 

sen a 

sen a 


cos a + 1 

cos a - 1 

a 

u; 

sen a 

sen a 

c) 

cos a +1 e cos ct - 1 

rh 

sen a + 1 

sen a-l 


cos a 

cos a 

€) 

sen a + 1 

n 

sen a - 1 


2 2 


612 Calcule o valor da expressao 

sec x - cossec x 7n 

—:- 7 -, para x = —. 

1 - cotg x ' K 4 


613 (Santa Casa-SP) Seja a funęao f, deftnida por 
f(x) = sen x + cos x + cotg x + cossec x - 


- tg x - sec x, Vx * e k G Z. O valor 
def(f)e: 


73+3 
73 - 3 



d) 73 + 1 

e) 73 - 3 


616 (UFGO) O grśfico abaixo representa a funęao: 

a) f(x) = sen 

b) f(x) = sen x 

c) f(x) = sen x • cos x 

d) f(x) = cos 2x 

e) f(x) = 2 sen x • cos x 



617 (FGV-SP) O grśfico abaixo repręsenta a fun- 



s)y = |tgx| 

b) y = |sen x| 

c) y = lsenx| + Icos x| 

d) y = sen 2x 

e) y = 2 sen x 
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618 (FEI-SP) O grófico da funęao 

y = f(x) = sen jx! no intervalo[-2ic, 2 tc] e: 




619 (FEI-SP) O grafico da funęao y = 2 cos 2x 
no intervalo[O f Jt]ć: 
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621 


(Puccamp-SP) Dos graficos abaixo, assinaie 
aquele que melhor representa o grśfico da 



(FEI-SP) O domin io, a imagem e o periodo 
da funęao f(x) = tg (^x — sao, respecti- 
vamente: 

a) |x e R | x * - kn, k £ Rj, R e łt 

b) |x e R | x * ™ + 2krc, k G r}, R e 2 ji 

c) |x g R | —| < x < ^}, Ren 


d) |x G R | -g < x < R e 2 ji 

e) n.d.a. 

622 (Mack-SP) O dominio da funęao fdefinida 

, senx 

P° ff(1,)= 5en x + cosx fc 

a) [x G R | x * kn ( k G Z) 

b) jx G R | x * ^ + kn, k G zj 

c) {x e R I -1 x « 1} 

d) R 

e) n.d.a. 

623 (Cesesp-PE) Sendo dado que. 

sen 2 460° • cos 1110° 

M -———-tem-se que; 

tg 2 205° 

3 


4 


d) cos 4x 

e) cos® x 


a) M = 

b) M=-f 

c) M=~ 

d) M = 0 

e) as quatro altemativas anteriores sao falsas 

624 (UFRN) Se 0 < x < a expressao 

cotg x - tg x . 

-e equivalente a= 

sec x - cossec x ^ 

a) sen 2x 

b) sec 2x 
— -pc) cos 2x 

625 Calcule, aplicando a fórmula de adięao de 
arcos: 

a) sen 315° 

b) cos 135° 

c) tg 210° 

/o 1 

626 Sendo sen a = — e sen b = g, comae 

b no 1 Q quadrante, determine:* 

a) sen (a + b) 

b) cos (a - b) 

c) tg (a + b) 


627 (Cesgranrio-RJ) Se cos 


& 


(H-* 


entao 


sen -f + x e igual a: 


a) a 


Jg 

2 

c) -a 


b ) — 


d) ST 

v K 

e) 4 


Trigonomstria 
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628 (FEI-SP) Simplificando a expressao 
sen (x + '|) • cos (x + 


a) 

b) 

c) 


1 + cotg 2 (| - 2x) 
COS 3 2x 


obtemos: 


2 

senx 
cotg x 

cos x + sen x 


d) sec s 2x 

e) 1 + tg 5 x 


629 (Vunesp) 

a) Demostre a identidade: 


J2 


sen 


(—f) = 


sen x - cos x 


b) Determine os valore$ de m 6 R para os 
quais a equaęao 

>/2(sen x - cos x) = m 2 - 2 
admitesoluęóes 


634 Sabendo que sen x = ^ e x e 2° quadrante, 
determine: 

a) sen 2x b) cos 2x c) tg 2x 

635 (UFCE) Se sen x + cos x = ~^= entao o 

V3 


valor de sen (2x) t. 
a,-| 


b) - 


1 


<>ł 

d >! 


636 (Fuvest-5P) O valor de 

(sen 22° 30' + cos 22° 30')® ż. 


3) ! 


b) 

c) 


2 + V3 
2 

2 + & 


d) 1 

e) 2 


630 (UA-AM) O valor de sen 15° + cos 15° ć: 

a) cos 30° c) V3 

i .. w _ (L 

i' ? 


b) 2 


d) 


631 (Unifenas-MG) O valor numerico da expres 

cos (x - 60°) + sen (30° — x) 
seo y = ——— —: - : - t. 




cos (x + 30°) + cos (x - 30°) 
d}# 


b) 


2V3 


e) 1 


c) — 

; 3 


632 (AMAN-RJ) Os valores de xque satisfazem 
a eguaęao 3 C0S& = 1 tomam a forma: 


a) k?i + 

b) 2kir + 

. k it 

c) 2 + 4 


,, k 

d) jk 

e) n.d.a. 


637 A tangente do angulo 2x e dada em funęao 

da tangente de xpela seguinte fórmula: 

_ 2 tg x 

tg 2x = -— 

1 - tg 2 x 

Cafcule um vaior aproximado da tangente 
do angulo 22° 30’. 

a) 0,22 d) 0,72 

b) 0,41 e) 1,00 

c) 0,50 


638 (Fuvest-SP) Sendo sen a = com 
0 < a < ■£, tem-se: 

jr 

a) sen a < sen y < sen 2a 

b) sen y < sen a < sen 2a 

c) sen a < ser 2a < sen j 

d) sen 2a < sen ^ < sen a 

e) sen 2a < sen a < sen “ 


633 (Fuvest-SP) Prove que: 

(w) - Kn (f) 


COS 


3 K 


639 (Maua-SP) Dados: sen 9 = ~ < 0 < ?t 

Q 

calcu le A = 25 sen 29 + ^/i0 sen 


Ex£KlCIOS COMPIEMENTARES 


23 
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640 Transforme em produto-. 

a) sen 40° + sen 20° 

b) cos 35° - cos 25° 

c) sen Sx - sen x 

641 Determine o conjunto verdade das seguin- 
tes equaęóes, sabendo que 0 *= x « 2 rc, 

a) sen x = -1 

b) 2 ■ cos x - »/2 = 0 


c) tg x = 0 

d) sen 5 x - 7 ■ sen x + 6 = 0 

e) 2 • cos 5 x - cos x = 0 
0 tg 5 x + tg x = 0 

642 (Fatec-SP) Se S e o conjunto soluęao, em R, 
cosec x - cotg x 


da equaęao 
S e igual a: 


sen x 


= 0 , entao 


a) {1} 

b) 0 

c) (x I x = 2kit, k G Z} 

d) |x | x = ^ + kn, k e zj 

e) {x | x = kjt, k G Z} 

643 (Fatec-SP) Se t e um numero real tal que 
2 cos 5 1 - sen t - 1 = 0 , entao t e da forma: 

a) ^ + 2kn, k G Z 

O 

b) y + kji, k g Z 


c) + 2krt, k G Z 

d) j + -^p k G Z 

e) y,kez 


644 (Osec-SP) Resolvendo a equaęao: 

2(1 - cos x) = sen x ■ tg x, teremos, para 
k G Z: 

a) x = (2k+ 1 ) 7 t c)x = : | + 2krt 


b) x = 2 k?i 


d) x = y + 2 toc 


645 (Fuvest-SP) Qual das afirmaęóes abaixo e 
verdadeira? 

a) sen 210 ° < cos 210 ° < tg 210 ° 

b) cos 210 ° < sen 210 ° < tg 210 ° 

c) tg 210 ° < sen 210 ° < cos 210 ° 

d) tg 210 ° < cos 210 ° < sen 210 ° 

e) sen 210 ° < tg 210 ° < cos 210 ° 


646 (Fatec-SP) Se sen 2x - 3sen x + tg x = 0 e 


x G 



entao: 


a) 0,1 cos x < 0,2 

b) 0,2 cos x < 0,3 

c) 0,3 cos x < 0,4 

d) 0,4 « cos x < 0,5 

e) 0,5 « cos x < 0,6 


647 (FAAP-SP) Resolva a equaęao= 

sen 26 = i/2 • cos 9, 0 < 6 ^ Jt. 


648 (Mack-SP) A equaęao sen x = sen (x + ic), 
com 0 ^ x « 2 rt: 

a) nao tern soluęao 

b) tem somente as soluęóes 0 , ji e 2 it 

c) tem somente as soluęóes 0 e jt 

d) tem somente a soluęao 0 

e) tem infinitas soluęóes 

649 (FEI-SP) Dada a equaęao 

A sen x + B cos x = 1, resolva: 

a) com A = B = 1, para 0 x 2 tc 

b) com A = 1 e B = soluęao geral 


650 (Unirio-Rj) O domlnio maximo da funęao 
dada porf(x) = sec( 2 xe o conjunto: 

a) |xeRjx * * +ktt],ondekez 


d) 

e) 


x ^ ^ +k 
X * 12 

xeR|x=^+k 


b) |x e R| 

c) 


;}■ 

Sł- 


onde kez 
onde kez 


xeR|x= *+k£ f, onde kez 
xeR|x* * + k* •, onde kez 


651 (Fuvest-SP) Num triangulo retangulo ABC, seja 
D um ponto da hipotenusa AC tal que os an- 
gulos DAB e ABD tenham a mesma medida. 


AD 

Entao o valor de — e= 

c) 2 
1 


a) 


e) 1 


d) 


652 (Santa LJrsula-RJ) Se x = (cos 6 - sen 6 ) s , 
qua!quer que seja o arcoB, temos necessa- 
riamente: 

a) x > 2 d) 0 ^x 52 

b) -1 « x 1 e) x >v 2 

c) x « V 2 


Trigonometwa 
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O lugar da Terra 

A Terra, planeta habitado pelo homem, con- 
seguiu ocupar o lugar central do Universo, duran- 
te muitos seculos. Essa hipótese ultrapassada ali- 
mentou deuses e varios preconceitos que impedi- 
ram a ciencia, durante sćculos, de caminhar. A 
maldięao era a pena sofrida por quem tentasse 
retirar a Terra dessa posięao. No sćculo III a.C., 
essa tentativa, malsucedida, foi feita pelo matema- 
tico e astrónomo Aristarco de Samos. Somente 18 
seculos depois, Nicolau Copernico (1473-1543) 
conseguiu, postumamente, faze-lo. 

Urn dos estudos feitos por Aristarco foi sobre 
a distancia entre a Terra e o Sol. Considerando as 
condięóes da epoca, foi de grandę engenhosidade 
o calculo feito por ele. Em suas observaęÓes, per- 
cebeu que o centro da Lua, em quarto crescente, o 
centro do Sol e um observador na Terra represen- 
tam tres pontos que, se forem ligados, formam um 
triangulo retangulo SLT 














Seus calcu los leva- 
ram-no a concluir que a 
distancia da Terra ao Sol 
TS ć 18 a 20 vezes a dis¬ 
tancia da Terra a Lua TL. 

Calculo esse que, em- 
bora perfeito, necessita 
do conhecimento sobre 
senos. 

TL 


ou 

1 _ TS 

sen x TL 


Paraque ^iinr assu ‘ 

ma um valor entre 18 e 20 
Aristarco utilizou para o 
angulo de medida x o com- 
plementar de T, ou seja, 3°. 


1 

sen 3° 


19,11 


Embora a distancia 

A 

esteja correta, o angulo 5 
e diferente dos 3° adota- 
dos, o seu valor efetivo ć 
de 10’, Para isso, deve ter 
contribmdo a precarieda- 
de de instrumentos. 



Aclma, o unWerso segundo a concepęao moderna, contrastando com 
um esquema de 1539 (abalxo), que mostra a vlsao artstotellca. Essa 
dJyldla o mundo em duas regldes distlntas: a supralunar, onde glram os 
astros e e formada pela “qulnta essencia” ou eter, e a sublunar, sltuada 
no centro, e composta de quatro elementos — ar, agua, terra e fogo. 


Fonte: Historia do Pensamento, Nova Cultural, n. 8, p. 52. 
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nmA pAiSAgem, nm ko mcm. 
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1. Seąiiencia ou sucessao 

Noęao de seąiiencia 

Consideremos a temperatura do ar, durante um periodo do dia: 


Medidas 

Temperatura 

18 

11X | 

2 a 

15 °C j 

3 a 

18 °C | 

4 a 

21 °C 

5 a 

17 °C 

J 6 a 

16 °C 


Dizemos que os valores da temperatura formam, nessa ordem, a seąiiencia das 
medidas durante um certo periodo do dia. Os valores sao denominados tertnos da 
seąiiencia e podem ser indicados da seguinte forma: 


primeiro termo: a t = 11 °C 
segundo termo: a 2 =15°C 
terceiro termo: a 3 = 18 °C 


sexto termo: a 6 — 1 6 °C 

Seąiiencia ou sucessao e o conjunto formado por eiementos considerados numa 
certa ordem. 

A representaęao formal de urna seąiiencia e: (a,, a„ a } ,.... a n _ ,, a n ), onde: 
a^eo primeiro termo 
a 2 : e o segundo termo 


a : e o enesimo termo, com n E N* 

n 


Exemplos: 

•0,5,9, 13) * (-8, -6, -4,...) * (72, 2, 272, 4) 



pROGRESSOES 


SEOUf noa ou sucessao 










































Termo geral de uma seąuencia 

O estudo das seąiiencias e de sua lei de formaęao e de especial interesse para a 
Matematica. 

Exempio: 

A seąuencia dos numeros naturais pares (0, 2,4,pode ser obcida atraves 
da expressao a 0 = 2n — 2, onde n £ N*. ou seja: 

para n = 1, temos a, = 2 (1) - 2 = 0 

para n = 2, temos a 2 — 2 (2) - 2 = 2 

para n = 3, temos a 3 = 2 (3) — 2 = 4 

para n = 4, temos a 4 = 2 (4) - 2 = 6 etc. 


Resolvidos 

1 Determinar os tres primeiros termos da sequ£ncia cujo termo geral e a n = n 2 + 1. 

para n = 1 , temos a 1 = ( 1 )® + 1 =2 
para n = 2, temos a $ = (2 ) 5 + 1=5 
para n = 3, temos a 3 = (3) s + 1 = 10 
(2, 5,10,...) 

2 Obter o dćcimo segundo termo da sequśncia em que a n = 2 n " 6 . 

fazendo n = 12, temos: 
a 12 = 2 ls ' 6 = 2 4 

a is = 6A 


Propostos 


655 

653 Determine os quatro primeiros termos das 


sequ€ncias dadas por: 

656 

a) a r = n + 1 

d) a„ = 2 " " 3 


b) a„ = 3n - 2 

e) a n = n e + 4 


O a„ = 2 " 

f) a n = 2 ■ 3" 

657 

654 Obter o dźcimo quarto termo da sequen- 


cia em que a n = 

2 10 " n . 



Determine o quarto termo da sequśncia, 
em que a n = 2 ■ 5 n “ \ 

Complete a sequencia 

(12, 7, 2, -3, *, -13, *) de sete termos. 

Determine a lei de formaęao da sequer>cia: 

a) (4, 8,12,16, 20,...) 

b) (1, 5, 9,13, 17,...) 

c) (5, 9,13,17, 21,...) 


Sequ£ncia ou sucessao 


ProgressCes 






2. Progressao aritmetica 


Observe a seąuencia de numeros reais: 

(2, 5, 8, 11,...) 


Cada termo, a partir do segundo, e igual ao anterior somado ao numero 3,ou seja: 


(2, 5, 8, 11,...) 


2 + 3 5 + 38 + 3 


De um modo geral, chamamos de progressao aritmetica (RA.) toda seąuencia de 
numeros reais, na qua! cada termo, a partir do segundo, e igual ao anterior somado a 
urna constante, denominada razao r. 

A representaęao e (a r a 2 , a J( a n ), onde: 
a ( :primeiro termo 
n: numero de termos 
r: razao 

Para determinar a razao de urna RA., basta calcular a diferenęa entre um termo, a 
partir do segundo, e seu antecessor. 


Exemplos: 

a) (1,3,5,7,9) RA.flnita, onde a 1 = i,r = 2en=5 
r=3-l=5-3=7-5=9-7=2 

b) (-3, -7,-11,...) RA.infinita, onde aj = -3 er = -4 
r = -7 - (-3) = -11 - (-7) = -4 

c) (9,9,9,9,9,9,9) RA. fmita, onde a, =9, r = 0en = 7 
r - 9 - 9 


Classiflcaęao de uma P.A. 


r > 0 Crescente 

Uma RA. e crescente ąuando a razao r for positiva. 
Exemplo:(2,7,12,...) e uma RA.crescente, pois r > 0, r = 5. 


r = 0 Constante 

Uma RA. e constante ąuando a razao r for igual a zero. 
Exemplo: (3,3,3,3,3,...) e uma RA. constante, pois r = 0. 


PftOGRESSOES 



Progressao AftiTMEiscA 



r < O Decrescente 

Uma PA. e decrescente quando a razao r for negativa. 
Exemplo:(9,4, -1,...) e uma PA.decrescente, pois r < 0, r = -5. 


Propostos 


658 


Veriftque quais sequencias abaixo formam 
uma P.A.; determine a razao (r) dessas se- 
quencias e dassifique-as em crescente, 
decrescente ou constante. 


a) (5, 7, 9,...) 


4 ^ i 




i 


b) (3,11,2,1) 

c) (12, 8, 4, ...) 

d) (-2, 4, -8, ...) 

e) (-35, -30, -25,...) 



3) (V2, 2 + V2, 4 + V2, ...) 
h) (7, 7, 7, ...) 

659 Dada a P.A., determine o termo indicadO: 


a) (-4,1, ó,...) 

b) (13, 10, 7,...) 
0(0,1,2, ...)a 35 



5-^- 


Termo geral de uma P.A. 


Descrevendo alguns termos de uma PA.,podemos obter a formula do termo geral: 


l fi termo 

4 - ‘ - ‘ 4 

a t = 3j + 0r 

2 2 termo 

a, = a t 4- Ir 

3 Q termo 

a } = a ( + 2r 

4 Q termo 

a 4 = a, + 3r 

* 

m w 

* V 

n 2 termo 

a n = a, + (n — l)r 


Observando que o coeficiente r em cada igualdade e uma unidade inferior ao 
Indice do termo considerado, obtivemos a formula do termo geral: 

a n : termo geral 
a^ primeiro termo 
n : numero de termos 
r: razao 


a n = aj + (n - 1) Tj , onde: < 


ProgressAo aritmEtica 
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Resolvidos 


1 Determinar o dźcimo segundo termo da PA. (3, 5, 7,...). 

f a, = 3 ; decimo segundo termo: n = 12 
Leitura do problema: < J _ , 

[ a ts _ ' 

Caleulamos a razao: r = 5 - 3 - 2 . 

Substituimos esses valores na formula do termo geral a n = a, + (n - 1) ■ n 
3,5 = 3 + (12 - 1) ■ 2 => a, s = 3 4 11 • 2 => a lt = 25 


2 Determinar o primeiro termo de urna P A. em que o vigesimo termo e igual a 99 e a razao i igual a 5. 

f a n = 99; vigesimo termo: n = 20; r = 5 
Leitura do problema: < , 

[a, - . 

Substituimos esses valores na formula do termo geral a n = a, + (n — 1) ■ n 

99 = a, + (20 - 1) - 5 

99 = a, + 19 ■ 5 

99 = a, + 95 

99 - 95 = a, => a, = 4 

3 Calcular a razao de urna P.A., sabendo que o primeiro termo t o triplo da razao e que a„ = 50. 


Leitura do problema 


J a J3 = 50, n 

l r = ? 


= 23 e a, = 3r 


a^ = a; + (n - 1 ) ■ r => 50 = 3r + (23 - 1 ) * r. 

50 = 3r + 22r 


r 


= 50 
25 


=> r = 


2 


4 


Sabendo que (x + 1), (3x - 2) e (2x + 4) formam, nessa ordem, uma P.A., calcular o valor de x 
e a razao dessa P.A. ' . 


Leitura do problema: 


P.A. (x + 1, 3x - 2, 2x + 4) 
x = ?, r = ? 


> V 


Sabendo que numa P.A. a diferenęa entre urn termo, a partir do segundo, e o seu ąntecessor e 
sempre constante, podemos montar a seguinte equaęao; 

(2x + 4) - (3x - 2) = (3x - 2) - (x 4 1) 

2x 4 4 - 3x 4 8 = 3x - 2 - x - 1 
2x - 3x - 3x + x = -2 - 1 - 2 - 4 


-3x = -9 => x = 3 

Para determinar a razao, basta substituir x por 3 na sequencia inicial e efetuar a diferenęa entre 
urn termo e seu anterior. 

(x 4 1),(3x - 2 )e( 2 x + 4) ' • 

( 3-4 1), (3 * 3 — 2) e (2 • 3 + 4) 

4, 7 e 10 

Logo: r = 7 - 4 => r = 3 


PrOGRESSÓES 


PROGRESSAO ARITmETICA 



5 De term i nar a P.A, em que: 

a 6 + a is= “ 41e3 3 + a i7= “ 3S 

Leitura do problema; jp^ + ^ e a 3 + a n 

Para encontrar a P.A., basta encontrar a, e r. Entao: 

| a & + a 1s = — 41 f a 1 + 5r + a 1 + 14r = — 41 

ja 3 + a, 7 = -38 ja, + 2r + a, + 16r = -38 

f 2a, + 19r = -41 (?) 

Em segusda, resolvemos o sistema: < ^ 

[28, + 18r = -38 0 

Fazendo (7) — 0 , temos r = -3. 

Substitufmos r = -3 em U 

2a, + 19 (-3) - -41 => 2a, - 57 = -41 =* 2a, = 16 => a, = 8 
P.A. (8, 5, 2, ...) 


Propostos 

660 Determine o vigesimo termo da 
RA. (1, 8, 15, ...}. 

661 Determine o decimo setimo termo da RA. 
(-6, -1,4,...). 

662 Qua! £ o oitavo termo da RA. ^1, 2,.. J? 

663 Descubra qual e o primeiro termo de urna 
P.A. cujo dścimo termo i igual a 51 e cuja 
razao £ igual a 5. 

664 Determine a razao de urna P.A. que tern 
192 como vigesimo termo e 2 como pri¬ 
meiro termo. 

665 Qual e o primeiro termo de urna P.A. em 
que a 16 = 53 e r * 4? 

666 Qual e a razao de urna P.A. em que 
a !6 = 140 ea, = 18? 

667 Determine o numero de termos da P.A. 
C-6, -9, -12,-66). 

668 Qual £ o numero de termos de urna P.A. 
em que a razao r£ iguai a 8, o primeiro 
termo, a, = 3, e o termo a n = 184? 

669 Quantos termos possui urna RA. em que 
r = -11, a, = 1 e o termo a n = 186? 

670 Numa P.A,, o primeiro termo £ igual a ra¬ 
zao e a u - 84, Calcule a, e a razao. 


671 Escreva a P.A. em que o primeiro termo e 
o dobro da razao e o trigesimo termo e 
igual a 93. 


Escreva a P.A. em que a razao i a teręa 
parte do primeiro termo, e o nono termo £ 
igual a —11. 

Determine o valor de x, de modo que os 
termos (x + 3), <4x - 2) e (x - 1), nessa 
ordem, formem urna P.A. 

Quantos sao os miiltiplos de 3 compreen- 
didos entre 5 e 41? 

Quantos multiplos de 5 podemos escrever 
com tres algarismos? 

Determine a P.A. em que= 

a io a ss = 470 ea s + a 16 = 330 

Determine o valor de x, de modó que 
x ! , (x + 1) s e (x + 3) s , nessa ordem, for¬ 
mem urna P.A. 

(FEI-SP) Determine: 

a) Guantos sao os inteiros positivos multi¬ 
plos de 7 e menores que 1 000? 

b) Guantos sao os inteiros positivos multi¬ 
plos de 7 e de 11 menores que 10 000? 

Numa P.A., tem-se a® = V3 - 1 
e a 30 = 19-/3 + 35. Determine o vigćsi- 
mo quarto termo. 


672 

673 

674 

675 

676 

677 

678 

679 


Psogressao aritmEtica 
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Rept esentaęao prdtica dos termos de urno P.A. 

Para facilitar a resoluęao de alguns problemas em PA., utilizaremos as seguintes 
notaęoes: 6 

a) tres termos em PA.: (x - r, x, x + r) 

b) ąuatro termos em RA.: (x, x + r, x + 2r, x + 3r) 

c) cinco termos em RA.: (x - 2r, x - r, x, x + r, x + 2r) 


Logo: 


Resolvidos 

1 Obter uma PA. de tres termos cuja soma seja igual a 12 e cujo produto seja igual a 60. 

Representando os tres termos em RA., temos: (x - r, x, x + r) 

* - r + x + x + r = 12ou3x = 12 0 

(x - r) • x • (x + r) = 60 ou x (x s - r®) = 60 (?) 
i Isolando xem 0 : 3x = 12 => x = 4 

Substituindo x » 4 em @ : 4(4* - r*) = 60 => 4 ® - r® = 15 =» -? = -■] => r ^ ±1 
Assim obtivemos duas soluęoes: 

(3, 4,5)para x = 4e r = +1 e(5, 4, 3)parax = 4 e r = —1 

2 *T a , d n S f' nC ° term ° S consccutivos de uma RA. crescente e 15 e o produto dos extremos e 

igual a 5. Determmar esses termos. e 

Representando os einco termos em RA., temos: (x - 2r, x - r, x, x + r, x + 2r) 

Logo: J *- 2r + x ~ r + x + x + r + X + 2r= 15 => 5x = 15 Q 
1 Cx - 2r) • Cx + 2r) = 5 => x s - 4r* = 5 0 

Isolando xem 0 , temos: 5x = 15 => x = 3 

Substituindo x = 3 em @ , temos: 3 5 - 4r* = 5 => 9 - 4r» - 5 =» r * = i => r = ± 1 

Como a RA. e crescente, vamos considerar r = + i. Assim a solucao e- 
P A. (1, 2, 3, 4, 5) 

Propostos 

6S0 Escreva uma P.A. de tr& termos, de modo que sua soma seja igual a -3 e seu produto seja igual a 8. 

681 Encontre tres numeros em RA., sabendo que a soma desses numeros eóeo produto e -10. 

682 dn^o t ?? SU t '°' 05 trŚS a . n3U,0S 65110 em prosressa ° *«ica e o maior angulo 6 o 

dobro do menor. Calcufe o menor angulo desse triangulo. 

683 i/ 0 ™ CinC ° terTT,os c °nsecutivos de uma P.A. crescente e igual a 10 e o produto dos 
extremos desses termos e —12. Determine esses termos. 

684 
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Interpolaęao aritmetica 

Considerando a seąiiencia (a,, a 2 , z y .... a n _ p a n ), os termos a, e a n sao chama- 
dos de extremos e os demais sao chamados de meios. 


Exemplo: 

Na RA. (2, 5,8,11, 14,17), temos que: 

• os extremo5 sao os numeros 2 e 17. 

• os meios sao os numeros 5,8,11 e 14. 


Interpoiar ou inserir k meios aritmeticos entre dois numeros dados (extremos) e 
obter urna RA. na qual os numeros dados sejam o primeiro e o ultimo termos. Para 
isso, devemos determinar a razao dessa P.A. 


Exemplo: 

Se vamos interpoiar sete meios aritmeticos entre os numeros 1 e 17, eon 
cluimos que a RA. possui nove termos, pois: 

7 + 2=9 

meios extremos 'termos' 

a, = 1, a 9 = 17 e n = 9 

Empregando a formula do termo geral, calcularemos a razao: 

a n = a t + (n - 1) * r => 17 = 1 + (9 - 1) * r => 16 = 8r => r = 2 

Logo: 

RA. (1,3, 5, 7,9, 11, 13, 15, 17) 


Resolvido 

Quantos numeros devem ser interpolados entre 8 e -48 de modo que a razao seja igual a -41 

, [ a. = 8, a = -48, r = -4 

Leitura do problema; i n _ 2 ? 

Empregando a formula do termo geral, vamos calcu lar o numero de termos: 
a n = 8 + (n - 1) • (-4) 

"48 — 8 — 4n + 4 
4n = 8 + 4 + 48 
n = 15 

Tirando os extremos, devemos interpoiar treze numeros. 
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ProgressOes 



Propostos 

685 Interpole quatro meios aritmćticos entre os 
numeros 11 e 26, 

686 Interpole oito meios aritmetieos entre os 
numeros -2 e 43. 

687 Insira dozę meios aritmetieos entre 
60 e -5, 


688 Interpole dozę meios aritmćticos entre 

3 11 

-J e T- 

689 Quantos numeros (meros aritmćticos) de- 
vem ser interpolados entre 11 e 53 para 
que a razao da P.A.: 

a) seja isual a 6? 

1 

b) seja isual a y? 


Propriedade de uma P.A. 

A soma de dois termos eąiiidistantes dos extremos de uma RA. flnita e igual a 
soma dos extremos. 

Na RA. (3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31), por exemp!o: 


7 e 27' 


11 e 23 ^ 
15 e 19 


sao os termos eąiiidistantes dos extremos 3 e 31 




Veja que a soma de dois termos eąiiidistantes dos extremos e igual a soma dos 
extremos: 


19 = 


23 = 


27 = 


Considerando-se tres termos consecutivos de uma RA., o termo do meio e a 
media aritmetica dos outros dois. 

Na PA. (a r a 2 ,a k _ v a k , a fc + v ,..), por exemplo, temos: 

= % - 1 a k + I 
2 

Exemplo: 

Dada a RA. (1, 5, 9, 13, 17, 21, 25), notamos que: 

5 = -Lt£ ; 17 .lł±2L 9 _ 5±ii ;21= IZ±i5 ;13 = 1±XL 
2 2 2 2 2 


Progressóes 
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Soma dos n termos de uma RA 


Vejamos como e possivel descobrir uma formula para a soma dos n termos de 
uma PA. Para isso, vamos somar os termos da PA. (a,, a 2 , a 3 a n _ 2 , a n _,, a n ): 

ordem crescente: S = a, + a, + a, + ... 4- a , + a , + a 

ordem decrescente: S„ = a„ + a„ . + a„ ,+ ... + a, + a, + a. 

Somando membro a membro: 

S = a, + a, + a, + ... + a , + a n . + a 

n 1 2 3 n - 2 n - 1 ti 

+ 

S = a + a * + a , + + a. + a* + a. 

n n n - I n — 2 3 * 1 

2S n = Ca, + a n ) + (83 + a n _,) + (a, + a n _ 2 ) + ... + (a n _ 2 + a,) + (a ft _, + ap + (a n + a,) 


Como as n parcelas tern o mesmo valor, pois sao termos eąuidistantes dos extre- 
mos, podemos escrever que: 

2S n = (aj 4* a n ) • n 

Logo: 



onde: 


a,: primeiro termo 
a : enesimo termo 
«: numero de termos 
S : soma dos n termos 

l n 


Resolvidos 


■\T 


- I 


1 Calcular a soma dos dez primeiros termos da P.A. (4,7,10,...) 

Leitura do problema j m ■ - 7 - 4 - 3, n - 10(1.0 primeiros termos) 

Inicialmente caiculamos a 


Ja, = 4, r = 7 - 
la = *> $ = ? 

[ d lQ 3 10 


w 

= a T + (n - 1) ■ r 
a 10 = 4 + 9-3 
= 31 

(a, + a ) • n 

Empregamos a formula da soma S n = —■—- - 

(4 + 31)- 10 
mo 2 

S,o — 175 . 


'] ^ +10 * 
iv t ]V v 


'tf ; 
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u 
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2 Calcular a soma dos termos da P.A. (-16, -14, -12,..., 84). 

Leitura do problema: J ” ,u * ‘ “ _14 ~~ “ 2 ' a " “ 84 


Ja, - -16, r » 
\n = ?,S n = ? 


Inicialmente calculamos o numero n de termos: 
a„ = a, + (n - 1) ■ r 

84 = -16 + (n - 1) ■ 2 84 - -16 + 2n - 2 => 2n = 84 + 16 + 2 

(a, + a ) • n 

Empregamos a fórmula da soma S n =---; 

(-16 + 84) • 51 


n = 51 




S s1 = 1734 


3 Determinar o primeiro termo e o numero de termos de urna PA. de numeros positivos de razao 
jgual a 2, com o ultimo termo igual a 26 e a soma dos termos igual a 180, 


Leitura do problema: I r ^ ^ 188 

|n = ?,a, = ? 

Empregando a fórmula do termo geral, a n * a, + (n - 1) ■ r, temos; 
26 = a, + (n - 1) ■ 2 ^ 26 = a, + 2n - 2 => a, = 28 - 2n 

^5 1 j' ^ j > ri 

Substituindo a, na fórmula da soma S n = —-—t- 5 -: 


180 = 


(28 - 2n + 26) • n 


180 * 2 = (54 - 2n) * n 360 = 54n - 2n 8 =J 2n s - 54n + 360 = 0(=2) => n 5 - 27n + 180 = 0 
Resolvendo a equaęao do 2 2 grau, obtemos o valor de n-. 


n = 


27 ± ^729 - 720 


n' = 15 


n"= 12 


Em a, = 28 - 2n, substitufmos n pelos valores obtidos: 

Para n = 15, a, = 28 - 2 • 15 = -2 (nao convem, pois os termos devem ser positivos). 
Para n = 12, a, = 28 - 2 * 12 = 4. 

Logo, a, * 4 e n - 12. 

4 Determinar a soma dos n primeiros numeros naturais pares. 

Leitura do problema: j 4 ' 

Na sequencia (0, 2, 4,..., a„), temos; 
a, = 0 e r = 2 

a n = a, + (n - 1) • r => a n = 0 + (n - 1) ■ 2 => a n = 2n - 2 
Logo, a soma S n ć; 


c (0 + 2n - 2) • n c _ 2n e - 2n 

S n g => S n g 


S n = n s -n 


S„ = n(n- 1) 


Propostos 


690 Determine a soma dos dezoito primeiros 
termos da P.A. (1, 4, 7, ...). 


691 Determine a soma dos 25 primeiros termos 
da PA. (-7, -9, -11,...). 

692 Determine a soma dos trinta primeiros ter¬ 
mos da P.A (-15, -11, -7,...). 


291 
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693 

Gual e a soma dos cinquenta primeiros nu- 
merais impares? 

701 

694 

Qual e a soma dos multiplos de 3 com¬ 
preendidos entre 11 e 100? 

702 

695 

Qua! e a soma dos multiplos de 7 com¬ 
preendidos entre 20 e 1 000? 


696 

Determine a soma dos numeros pares po- 
sitivos, menores que 101. 

703 

697 

Escreva a P.A. em que o primeiro termo e 
igual a razao e o vigesimo termo e igual a 
-100. Determine, tambem, a soma de seus 

704 


vinte primeiros termos. 

705 

698 

(Mauź-SP) Os dois primeiros termos de 

uma sequźncia sao ^2, ...j. Calcule a 

soma dos vinte primeiros termos, supon- 
do que se trata de uma P.A. 


699 

(Fuvest-SP) Responda: 

a) Qual e a soma dos dez primeiros nu¬ 
meros naturais Impares? 

b) Qual e a soma dos n primeiros nume- 
ros naturais impares? 

706 

700 

Determine o primeiro termo e o numero 
de termos de uma P.A. cuja razao e igual a 

3, o ultimo termo 1 19 e a soma dos ter¬ 
mos e igual a 69. 



Numa P.A. de dez termos, o ultimo termo 
£ igual a 22 e a razao £ igual a 2. Determine 
o primeiro termo e a soma. 

Determine o primeiro termo e o numero de 
termos de urna RA. em que: a„ = 18, r = 2 
e S n = 88. 

Determine a soma de todos os multiplos 
de 3 compreendidos entre 1 e 100. 

Qual e a soma dos multiplos de 7 compre¬ 
endidos entre 5 e 130? 

Urn professor de educaęao fisica organi- 
zou seus 210 alunos para formar urn trian- 
gulo. Coiocou um aluno na primeira linha, 
dois na segunda, trźs na terceira, e assim 
por diante. Determine o numero de linhas. 

X 

X X 
XXX 

jK £ M 

\ \ \ y 


(Gama Filho-RJ)Asoma dos seis termos de 
urna progressao aritmetica de razao r£ igual 
a 150. Se o ultimo termo dessa progressao 
£ 45, rvale : 

a) 9 b) 8 c) 7 d) 6 e) 5 


3. Progressao geometrica 

Progressao geometrica (RG.) e toda seqiiencia de numeros nao-nulos em que 
cada termo, a partir do segundo, e igual ao produto de seu termo precedente por 
urna constante, denominada razao q da progressao geometrica. * 


ExempIos: 

a) (2,4,8) EG. finita; razao q = 2 

b) (5,15,45,...) RG.infinita; razao q = 3 


c) (—1,-4, — 16,...)EG.infinita;razaoq = 4 


^ (LI. ± 

J U’15’75 5 


EG. infinita; razao q = — 


e) (-7,14, -28,56) EG. finita; razao q = -2 
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Para achar a razao de uma P.G. dada atraves de uma sequencia de numeros nao- 
nuios, basta dividir qualquer termo, a partir do segundo.por seu antecessor. 

Numa seqiiencia de termos (a,,a 2 ,a 3 ,a 4 ) em RG.,a razao q pode ser escrita como: 



Exemplo: 

Na P.G. (7, 21, 63, 189), temos: q = 


189 _ _63 

63 21 


21 _ , 
— = 3 ou q = 3 


Classificaęao de uma P.G. 

Vejamos como proceder para classificar a progressao geometrica a seguir: 

(a,, a 2 , a 3 , a n , a n + ,,...), sendo n3* 1. 

Retiramos dois termos quaisquer dessa EG.,por exemplo a n e a n + v e fczemos 
a classificaęao: 

ł a caso q > 1 

a) a, > 0 => a n + , > a fl -PG. crescente 

Exempło: (1,2,4,8,...), onde q = 2 

b) a, < 0 => a n + , < a n -► RG. decrescente 

Exemplo: (-10, -20, -40,...), onde q = 2 


2 a caso q = 1 

a , = a -*- PG. estacionaria 

n + l n 


Exemplo: (7,7,7,...), onde q = 1 


3 C caso 0 < q < 1 

a) a, > 0 => a„ . . < a -- PG. decrescente 

r 1 n + i n 

i 

Exemplo: (4, 2, 1,...), onde q = — 

* 
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*■ RG. crescente 


b) a ,< 0 => a n + 1 > a n 



r , 2 } 

Exemplo: 

- 6 ,- 2 , 

^ 0 ) 


, onde q - — 
5 


4 Q caso q < 0 

a n ea n + ] temsinaiscontrarios -► FG. altcmante 

Exemplo: (-3, 6, — 12,...), onde q = -2 






Resolvidos 

1 Obter a razao de cada P.G.: 

a) (5, 15, 45, ...) b) (-12, -3, -0,75) c) (2 72, 47ó, 2475) 

Para achar a razao, basta dividir um termo, a partir do segundo, por seu antecessor. Assim: 

15 

a ) q = -— = 3 

| b >q = 5|-7 
| c)q .4^ = 2 ^' 

2 Dados o termo a 1 e a razao qr, determinar os cinco primeiros termos de cada P.6: 

a) a, = 4; q = 3 c) a, = -10; q = -jl 

b) a 1 = 20; q = -2 d) a, = 73; q = -75 

Para determinar cada termo da P.G., basta multipiicar o termo anterior pela razao q. Portanto: 

a) (4, 12, 36, 108, 324) 

b) (20, -40, 80, -160, 320) 

c) f_io -2 —— — — ] 

J ( lu ' 5' 25' 125j 

d) (73, -76, 273, -276, 473) 

3 Classificar, justificando, as seguintes progressoes geomćtricas: 

a) (7, 21, 63, ,..) c) (5, 5, 5,...) 

b) (-9, -90, -900, ...) d) (-30, 3, ...) 

a) Crescente, pois cada termo a partir do segundo e maior que o anterior. 

b) Decrescente, pois cada termo a partir do segundo e menor que o anterior. 

c) Estadonaria, pois cada termo a partir do segundo e tgual ao anterior. 

d) Alternante, pois os termos tóm sinais contrarios. 
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Propostos 

707 Determine a razao de cada P.G.: 

a) Cl, 3, 9,...) 

b) (16, 8, 4, 

c) (9, 9, 9,...) 

d) (-6, -24, -96, ...) 



3) (xy, x*y, xV, -), onde x * 0 e y * 0 

h) (ab, a 3 b 2 , a 5 b 3 ,onde a^Oeb^O 

i) {275, -10, +10 V5» ~) 

j) (-1, - 77, -7, ) 

708 Dados o termo a,ea razao q, determine 
os cinco primeiros termos de cada P.G: 
a) a, = -7 ; q = 2 


c) a, = ab; q = a ! b 3 , a#0eq ^0 

d) a, = -80; q = -| 

e) ^ = 73; q = -~ 

f) a t = 0,5; q = -0,2 


709 


710 


711 


Classifique as seguintes progressoes geo- 
mćtricas: 

a) (l2, 3, f, 

b) (1, 9, 81,...) 

c) (-15, -5, -f,...) 

d) (-1,l, -1,.) 

e) (3 J , 3 2 , 3,...) 

0 (i, 73, 3, ...) 

g) (0,8; 8, 80;...) 

h) (-0,6; -0,6; -0,6; ...) 

i) (1,2; 1,2*; 1,2 3 ; ...) 

j) (5, 75, 1, ...) 

(FESP/UPE) A razao da 
RG. (a, a + 3, 5a - 3, 8a) 6: 

a) 1 b) 2 c)3 d) 4 e) 5 

(PUC-SP) A sequćncia (1, a, b) t urna pro¬ 
gressao aritmśtica e a sequźncia (1, b, a) t 
urna progressao geomćtrica nao constan- 
te. O vaior de a ć: 

a)| c)1 d)2 e) 4 


Termogeral de uma P.G. 

Vimos que, na EG. (a p a 2 , a 3 , a 4 ,a n ), cada termo, a partir do segundo, e igual 
ao produto do termo anterior pela razao q, ou seja: 


|j l fi termo 

»i = V <3° 

2 fi termo 

a 2 = a, ■ q‘ 

3 e termo 

a 3 = a, • q 2 

4 Q termo 

a 4 = a, • q* 

* 

* h 

■ * 

n c termo 

a = a, • q n _ 1 

17 1 ^ 

■ , =? 


Progressóes 
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Progressao geometrica 


































Gbservando que, em cada igualdade, o expoente da razao e uma unidade inferi- 
or ao indice do termo considerado, obtivemos a formula do termo geral: 

" a n : termo geral 
a,: primeiro termo 
q : razao 

«: numero de termos 



Resolvidos 


1 Determinar o nono termo da PG. (81, 27, 9,...). 

= 81; nono termo: n = 9 


Leitura do problema 


. J= ai ; 

’K- ? 


, o i 

Calculamos a razao: q = = j 

Substituimos esses va!ores na fórmula do termo geral a n = a, - q n 




9 - 1 


au = 3 4 - 


3^ 


, _ I 4 „1 
a 3 v, => a? '81 


2 Determinar o primeiro termo de uma P.G., em que a 6 — 96 e q - 2. 

. . f a, = 96; n = ó e q = 2 
Leitura do problema: j g b = ? ' 

Substituimos esses valores na fórmula de termo geral a r> = a, ■ q n ' 
96 - a, • 2 6 - ’ => 96 = a, • 2 5 => 96 « a, • 32 => a, = 3 

3 Qual ź. a razao de uma P.G., em que a, = 5 e a 4 = 135? 

Leitura do problema: j^ 1 ~ n “ 4 


Substituimos esses valores na fórmula do termo geral a t , = a, • cC : 
135 = 5 • q 4 “ 1 => 135 = 5 • q 3 =s q 3 = 27 =s q = 3 


4 Determinar o numero de termos da P.G. (—1, -2, —4,-512). 

= -512 


Leitura do problema 


. J a i = -Va„ 

•|n = ? 


—2 

Calculamos a razao: q — — - — 2 

Sendo o ultimo termo o próprio a r , vamos aplicar a fórmula do termo geral a ri = a, ■ q 
-512= -1 ■2 n_, =4 512 = 2 n " 1 =>2 ę = 2 n_1 => 9 = n - 1 => n = 10 
Portanto, a P.G. possui dez termos. 


n -1. 
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F 

'rofDostos 

723 

712 

Determine o decimo termo da 

P.G. (1, 2, 4, 

724 

713 

Determine o oitavo termo da 

RG. (1, 3, 9, ...). 


714 

Determine o nono termo da P.G. 

725 


f-1.11 \ 

\1ó' 8' 4 ' j 


715 

Determine o primeiro termo da P.G. em 
que a 7 = 32 e q = 2. 

726 

716 

Determine o primeiro termo de uma P.G., 

727 


em que e 9 = 1eq = | 


717 

Qual a razao de uma RG. em que a, = -3 
e a, = -768? 

728 

718 

(UGF-RJ) Caicule a razao de uma P.G. na 



1 

qual o primeiro termo e ^ e o quarto 



termo ż -4-. 



27 

729 

719 

Qual ć o numero de termos de uma RG. 



cujo primeiro termo e igual a a razao t 



igual a 2 e o ultimo termo ć igual a 128? 


720 

Ouantos termos tern uma P.G. cujo primei- 

730 


ro termo e a razao 1 3 e o ultimo termo 



ź igual a 27? 

731 

721 

Qual t a ordem do termo igual a 192 na 

RG. (3, 6, 12, ...)? 


722 

Qual e a ordem do termo igual a 125 na 

732 





Sendo 1, x, 9 trgs termos consecutivos de 
uma RG,, determine o valor de x. 


Determine o va!or de x de modo que a 
sequ£ncia 6, x , 24 formę, nessa ordem, 
uma P.G. crescente. 

Para que vaior de xa sequźncia 4x, 2x + 3, 
x + 5 ż uma P.G.? 

Para que o valor de n a sequśncia n - 1, 
2n + 1, 4n i uma RG.? 

Quantos termos tern uma RG. de razao 2, 
cujo primeiro termo ć 6 e o ultimo e 3 072? 

(ITA-SP) Dada uma P.G. finita 

(a v a s , a 3 ,a 10 ) de modo que 

a, = 2 e a s = 6, pergunta-se se t correta a 

2 i 

igualdade: (a 10 ) 8 = 3 ■ (2)®. 

Justifique a resposta. 

Determine o oitavo termo da 

P.G.(l, V2, 2, ...)e de a fórmula de seu 
termo geral em funęao do numero de ter¬ 
mos n. 

Em uma P.G. de cinco termos, a soma dos 
dois primeiros e 15 e a soma dos dois ulti- 
mos 1 120, Qual i o terceiro termo da P.G.? 

Numa P.G. de cinco termos, a soma dos 
dois primeiros 1 32 e a soma dos dois ulti- 
mos e 120. Qual ź. o terceiro termo da P.G.? 

Determine quatro numeros egn P.G., sen¬ 
do a soma dos extremos 140 e a soma dos 
meios 60. 


Representaędopratica de tres termos em P.G. 

Sendo q ^ 0) a razao de uma RG. e x um numero real, podemos formar uma 
RG. de tres termos: 

r -\ 

x 

—, x, x • q 
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PrOGHESSAO GEOMETfilCA 





Resolvido 


Achar trśs numeros em P.G. crescente, sendo 31 a sua soma e 125 o seu produto. 

crescente, S 3 = 31, P 3 = 125 


Leitura do problema 


j P.G. cres 
: [P.G. - ? 


Representando trśs termos em PG.: —, x, x ■ q 
r X /—\ 

— + x + xq = 31 (soma) 

— • x • xq * 125 (F) (produto) 

x 3 = 125 => X = 5 i 

Substituindo x = 5 em (7) : 

x „„ 

— + x + xq = 31 

| + 5 + 5 • q = 31 
5 + 5q + 5q v _ 31 q 

q q 

5q 2 - 26q + 5 = 0 


q = 


26 ± V576 
10 


26 + 24 

q = - 77T —- = 5 


q" = 


10 

26 - 24 

10 


_2_ 

10 


Devemos considerar somente a soluęao q = 5, pois a P.G. ć crescente. 

X 

Substituindo x = 5 e q = 5 nas expressoes —, x, x • q, temos: 

5 

— 55*5 
5' ' 

( 1 , 5 , 25 ) 


Propostos 

733 A soma de trćs numeros inteiros em RG. e 
35 e a diferenęa entre o primeiro e o ter- 
ceiro e 15. Determine esses numeros. 


734 Encontre trgs numeros em PG., sendo 26 a 
sua soma e 216 o seu produto. 

735 Escreva a P.G. crescente na qua! a i + a e = 9 
e a 1 + d 3 = 15. 


Propriedades de uma P.G. 

Na RG. (-5, 10, -20, 40, -80, ...), temos: 

|10| =V(-5) * (-20) 

|—20| = v 10 ■ 40 
\40\ =V(—20) * (-80) 

Na RG. (a,, a 2 , \ _ ,, a k + 1 , ...), temos; 

l a kl = -i/ a k - i ' a k + 1 
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Considerando tres termos consecutivos de uma PG., 
o segundo, em módulo, e media geometrica dos outros dois. 


Na PG. (2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256): 


4 e 128 
8 e 64 ► 
16 e 32 


sao os termos eąiiidistantes dos extremos 2 e 256 


Veja que o produto de dois termos eąiiidistantes dos extremos e igual ao produ- 
to dos extremos: 



Considerando uma PG.finita, o produto de dois termos 
eąiiidistantes dos extremos e igual ao produto dos extremos. 


Sotna dos n termos de uma P.G 

Vejamos como e possivel descobrir uma formula para a soma dos n termos de 
uma EG. Para isso, vamos somar os termos da RG. (a^ a 2 , a 3 ,a n ), com razao q ^ 1 . 
A soma, denominada S n , sera: 

S n = a, + a 2 + a 3 + ... + a n (?) 

A seguir, multiplicamos ambos os membros pela razao q: 

q • S n = a t • q + a 2 * q + a 3 • q + ... + a n _ i • q + a n ■ q 

Como aj • q = a 2 


a 2 ■ q = a 3 

V ^ = a 4 

Entao: q * S n = a 2 + a 3 + a 4 + ... + a n + a„ • q @ 
Fazendo a diferenęa (n) - (7) , temos: 

(J) *1 * S n = a 2 + a 3 + a 4 + ... 4- a n + a n • q 

® S n = a i + a 2 + S + ■” + a „ 

* S n “ S „ = a „ ‘ q “ a , 


* 
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Como a = aj * q n l , ao fazer a substituięao, encontraremos outra versao para a 
mesma formula: 


s„ = 


a, ■ q n 1 • q ~ a, 
q - 1 


S 


n 


a, ■ q" - a, 
q~l 


Port anto: 


/■ 


\ 

S n = 3 l * 

q n - 1 

q- , ou S n = a, ' 

1 l 

•o -° 3 

— 






onde: ■ 


S : soma dos n termos 

n 

a,: primeiro termo 
n. numero de termos 
q : razao da PG. 





Reso!vidos 

1 Calcular a soma dos nove primeiros termos da P.G. (3, 6,12,...). 

Leitura do problema: j g 1 Z n _ ^ 

A 

Calculamos a razao: q = = 2. 

1 - q r 

Utilizamos a formula da soma S„ = a, • -=-—: 

n 1 1 — q 

S, = 3 ■ 1 ~ ^ => S, = 3 • 1 => % = 3 ■ 511 => S<> = 1 533 

2 Calcular a soma dos cinco primeiros termos de urna P.G., sabendo que o quinto termo e 162 e 
que a razao ć isual a 3. 

Leitura do problema: |^ 5 Z ° ^ ~ ^ 


Substituimos os dados na formula do termo seral a n = a, • q n ’ e obtemos o valor de a,: 
162 = a, • 3 4 => 162 = a, « 81 => a, = => a, = 2 


Agora, calculamos a soma S s substituindo os dados cfo problema na formula 


= S 5 = 2-^ =4 S 5 = 242 
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3 Determinar o numero de termos de uma P.G. finita em que a 1 = 3, q = 2 e S n = 3 069. 

Leitura do problema: | d = 2, S n = 3 069 

q ri — i 

Aplicamos a formula = a, • _ ^ : 

3 069 = 3 - ~~ => = 2 '' ~ 1 => 1 023 = 2" - 1 =* 1 024 = 2 n => 2 10 = T => n = 10 


p 

ropostos 

742 

736 

Caicule a soma dos sete primeiros termos 
da P.G. (1, 3, 9,...). 


737 

Caicule a soma dos oito primeiros termos 
da P.G. (2, 4, 8, 

743 

738 

Caicule a soma dos dez primeiros termos 
da P.G. (-3, -6, -12,...). 


739 

Caicule a soma dos seis primeiros termos 

744 


"■“-(ispsr-ł'-)- 


740 

Caicule a soma dos onze primeiros termos 

745 



741 

Determine a soma dos seis primeiros ter¬ 
mos de uma P.G. em que o sexto termo t 

160 e a razao e igual a 2. 

746 


Determine a soma dos ctnco primeiros ter¬ 
mos de uma RG. em que o quinto termo e 
-81 e a razao e igual a 3. 

Determine a soma dos sete primeiros ter¬ 
mos de uma P.G. em que o setimo termo e 
igua! a 320 e a razao e igual a 2. 


Determine a soma dos dez primeiros ter¬ 
mos de uma P.G. em que o decimo termo 
e igual a 1 e a razao e igual a -1. 


Caicule a soma: 

1 + 2* + 2 4 + 2 e + 2* + 2 10 . 


Determine o numero de termos de uma P.G. 
na qual a 1 = 4, q = 2 e S n = 2 044, 


Soma dos termos de uma P.G. infinita 

Considercmos a dizima periódica 0,444..., cuja fraęao geratriz e igual a—ou seja, 
4:9 = 0,444...Assim, podemos escrever: 

0,444... = | 

4 

0,4 + 0,04 + 0,004 +... = - 

Notę que essa adięao possui infinitas parcelas, que formam uma RG. infinita de 
razao q = 0,1 (— 1 < q < 1). 

Quando - i < q < 1 e ąuando n tende a infinito (n -> oo),a expressao q n tende a 

q n — 1 — 1 

zero (q -> 0). Nessas condięoes,a formula S n = ^ fica 5=3^ - - . Entao: 


a, 

S = | _ q , sendo — 1 < q < 1 
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Resolvidos 


( i i i ^ 

1 Calcular a soma dos termos da P.G. I -j, ...I. 


1.1 1 


Leitura do problema-. J — 3 ^ ^ 5*3 2 

ls = ? 

, a i 

Empresando a formula S = - _ , temos: 

I 

1 1 

C, = 3 ^ —ł C a 1 l 

1_ S 3 
2 


1 - 


1 


2 Calcular o valor de x na equaęao: 

16 

I M- (5. i w )■ V - % « - 1 


X , X , X 

4 + 8 + ló + "*- 16 


Leitura do problema: 


x 


z= ? 


XXX 

O 1 c membro 4 + g - + representa a soma de urna P.G. infinita, onde a 1 


4 eq = 2 ' 


Empresando a formula $ - temos: 

_x 
4 


s = 


1-ł 


= 16 


S=-^=16 =* -*= 16 =* x = 32 
2 


Propostos 


747 Determine a soma de cada P.G. infinita: 
a) 


fl 1 _L 1 

{?' 6‘ 18' " j 

b >(* 1 'T'~) 

10 ' 1 Ó 0 ' -) 

d) (100, 50, 25, ...) 

4'T'T.~) 


748 Escreva a fraęao geratriz das seguintes 
dizimas: 

a) 0,555... 

b) 0,121212... 

c) 3,44... 

d) - 2 , 66 ... 


749 (Mack-SP) A soma dos termos da progres- 
sao (3 - 1 ,3“ s , 3~ 3 ,...) e. 

4 

b) 2 


d) 4 

e) 3 


C) i 
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750 (FEI-SP) A soluęao da equaęao 

x + I + f + # + "- = 60ć: 

a) indeterminada, pois ha infinitos termos 

b) 40 
O 1 

d) -40 

e) -1 


751 


752 


Resolva em R as equaęóes: 


a) Cx + 1? + ( -^-^ + 

b) (x - \f + (x ~ 1)2 + 


(x + l) e . 

4 + 

(x- ]? , 

9 



O lado de um triangulo equilótero mede a. 
Llnindo os pontos mćdios de seus lados, 
obtemos um novo triangulo equilatero. 
Unindo os pontos mźdios do novo triśn- 
gulo, obtemos outro, e assim por diante. 
Determine a soma de todas as śreas dos 
triangulos assim obtidos. 


753 


754 


\ fDado: śrea do triSngulo" 1 

\ ...... a s V3 

\ , equilśtero = —— 

X \ 4 J 


(UFSCar-SP)Aodividirmos um segmento de 
comprimento m em tres partes iguais, reti- 
ramos a parte central, se para cada um dos 
segmentos obtidos repetirmos o proces- 
so, retirando suas partes centrais, podemos 
afirmar que a soma dos comprimentos dos 
segmentos retirados e: 

a) 0 b) m c)j d) ^ e) j 


(FEI-SP) O primeiro termo e a razao de uma 

i 

P.G. infinita tern o mesmo vaior-^-. A so- 


ma de seus termos & 
a) 1 + d) 


1 

2 + 



e) 0 


Produto dos termos de uma P.G. łimitada 


Vejamos como e posslvel descobrir uma formula para o produto dos n termos 
de uma PG. łimitada. Para isso, vamos multiplicar os termos da PG. (a p a 2 , a 3 , 



Multiplicamos as duas igualdades, membro a membro, e agrupamos os termos 
correspondentes: 



P „ 2 = < a , ' a n) • &2 ■ a n- l) * < a 3 • a n-2> ‘ ” ' K 


t 


2 ) ■ (a 2 ■ a n _ j) (a ( • a n ) 


Como temos n fatores e cada fator e igual ao produto dos extremos a t 
podemos escrever a formula: P n 2 = (aj • a n ) n 


Logo: 
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Resolvidos 

/lii n 

1 Calcular o produto dos olto primeiros termos da PG. I-g, j, -g, ...I. 

Jp-G. [I ^ ± ..*) 


Leitura do problema; 


p = ? 
L r B 


1 11 

Calculo de a e , sendo a, = g, q = — :-g=2en = 8 


e .1. 2 7.JS8 _ 
a s g 2 8 " 

logo, o produto P 8 1 


a e = 16 


h\ = ■ 16) =* h\ - Jż* => |Pst = 2 4 , entao P B = 16 

2 Calcular o produto dos dez primeiros termos da P.G. (1, -2, 4,...). 

>G.(1, -2,4, ...) 


Leitura do problema: 


p = ? 
r io 




Calculo de a, 0 , sendo a, = 1, q = (-2): 1 e n = 10 

a 10 = 1 ■ C-2 f => a )0 = “2 9 

L030, o produto P 10 ó; 

|Piol = • {—2 ) 9 ] 10 =»ho! = ift-a) 90 ' = V 2 ^=>iP 10 | = 2 

Como no produto P 10 ha cinco fatores negativos, temos: 

p — _ 0*5 
r lQ ” ^ 

3 Determinar o produto dos quinze primeiros termos da P.G. (3 -1 , 3" s , 3 3 ,...}. 

r RG.(3-', 3 -e , 3 -3 , ...) 


Leitura do problema: 


p = •? 

r , 5 


Calculo de a 15 , sendo a. = 3 \ q — S -8 : 3 1 = 3' 1 e n = 15 


- 3- 1 • (3" 1 ) 14 => a.. - 3“’ • 3 


15 


-14 _ o-15 


15 


l p isl = t/Ks" 1 ) ■ (3“ 1s )f =* Pis! = V(3“ 16 ) 15 = S4 ° => P 15 = 3 


120 


Propostos 


755 Calcule o produto dos seis primeiros ter¬ 
mos em cada P.G.: 

a) (2, 4, 8 ,...) 

b) (-2, -4, - 8 ,...) 

O (-1,3, -9,...) 

d) (l25' 25' “) 

e) ( 2 r*, 2 “ 3 ,...) 


756 Calcule o produto dos dezesseis primeiros 
termos da P.G. (5' 4 , 5" 3 , 5" ! ,...). 

757 De o produto dos 141 primeiros termos da 
P.G. <2" 56 , 2~ 55 , ...) 

758 (Fatec-SP) O produto dos dez primeiros 
termos da P.G.(>/2 ( 2, 2^2, 4, ...) t-. 

d) 2 10 * 5 S 


29 

a) 2 2 

ss 

b) 2 2 


e) 


2 5 + 2 ^° • JŹ 


C) 2 


55 


PgOGRESSAO GEOMETRfCA 
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F icha-resiamo 


r 


Progressao aritmetica 


EA. (a,, a 2 , a 3 ,.... a n ) 

• Razao: determinamos a diferenęa entre um termo e seu antecessor: 
®2 - a i = a j “ ^ = a 4 - 83 = ... = a n - a^j = r 

• Termo geral: a n = a t + (n - 1) • r 


_ (a. + a_) ■ n 

• Sonia dos termos: S n = — 5 —^- 


* Tres termos em EA.: (x - r, x, x + r) 


J 


f Progressao geometrica 


EG. (a p a 2 , a 3 , .... a n ), a ( / 0 1 1 «i$n 
* Razao: efetuamos a divisao entre um termo e seu antecessor: 

h, = h. = h. = a n 

a i a 2 a 3 "■ a„ -, " q 


n- I 


* Termo geral: a n = a t * q 


f1 - 

• Soma dos termos: S„ = a, ■ ——— 

“ 1 


,q* 1 


* Soma dos termos de urna EG. infinita: S = ^ J -1 < q < 1 


* Tres termos em EG 


■G.: ^,x, 


x • q 


Produto dos termos de urna PG. limitada: jP n | = V( a i ' a n)" 




~\ 


J 
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Complementares 

759 Determine o dćcimo segundo termo da 
P.A. {- 8 , -3, 2, ...)■ 

760 Determine o uigesimo termo da P.A. 

ii.) 

4 - 12 ' -)■ 

761 Determine o primeiro termo e a raz3o de 
urna P.A. em que o primeiro termo ż igual 
h razao e a n = -55. 

762 Calcule a razao de urna P,A. de 23 termos 
cujo primeiro termo ć 8 eo ultimo 1 74. 

763 (PUC-SP) Sendo 47 o dźcimo sótimo ter¬ 
mo de urna P.A. e 2,75 a razao, calcule o 
primeiro termo. 

764 Calcule a soma dos 27 primeiros numeros 
fmpares positivos. 

765 Ouantos termos tern uma P.A. cujo primei- 
ro termo (a,) ż 20x - 19y, o ultimo termo 
(a n ) ż ye a razao (r) £ y - x? 

a) 11 b) 10 c)9 d) 8 e) 21 

766 (Cesgranrio-RJ) Em uma P.A. de 41 termos 

e de razao 9, a soma do termo do meio 
com o seu antecessor ż igual ao ultimo ter¬ 
mo. Entao, o termo do meio & 

a) 369 b) 189 c) 201 d) 171 e)180 

767 (Cesgranrio-RJ) O primeiro termo a de uma 
RA. de razao 13 satisfaz 0 *£ a 10. Se 
urn dos termos da progressao 1 35, o valor 
de aż: 

a) 7 b) 8 c)9 d) 10 e) 3 

768 (UFGO) Urn painel contem ISmpadas ver- 

melhas eazuis. Em urn instante inicial, acen- 
dem-se, simultaneamente, uma ISmpada 
vermelha e 38 azuis e, a partir daf, de 5 em 
5 segundos acendem-se vermelhas segun¬ 
do uma P.G. de razao 2 e apagam-se azuis 
segundo uma P.A. Após 20 segundos o pro- 
cesso ż paralisado e o painel apresenta en- 
tre as lampadas acesas somente duas azuis. 


Entao: 

1) a razao rda P.A. 

2) o numero a,, de ISmpadas vermelhas 
acesas 

3) o intervalo / de tempo em que o nume¬ 
ro de ISmpadas azuis acesas foi 5 ve- 
zes inferior ao de verme!has acesas sao: 

a) r = -9; a n = 16; I = [10,15] 

b) r = -12; a n = 8 ,-1 = [15, 20] 

O r = 9; a n = 16; I = [10,15] 

d) r = -9 ; a n = 16; I = [10,15] 

e) r = - 12 ; a n = 8 ,-1 = [15, 20] 

769 (Fatec-SP) Em uma P.A., a soma do tercei- 
ro com o sćtimo termo vale 30, e a soma 
dos dozę primeiros termos vale 216. A ra¬ 
zao dessa P.A. 6 

a) 0,5 b) 1 c) 1,5 d) 2 e) 2,5 

770 (Fuvest-SP) 

a) Prove que numa P.A. (a v a s , a 3 , 
a t + a, = a s + a 8 . 

b) Sabendo que a soma dos nove primei¬ 
ros termos de uma P.A. ż 17 874, calcu¬ 
le seu quinto termo. 

771 (PUC-SP) Qualquer que seja x, os niimeros 

(x - 1) s ; + 1; (x + I) 2 , nessa ordem, 

formami 

a) uma RA. de razao 2 

b) uma RA. de razao 2x 

c) uma RG. de razao 2 

d) uma P.G. de razao 2 x 

e) uma $equ£ncia que nao e RA. e nem P.G, 

772 (FGV-SP) A soma dos cinquenta primeiros 
termos de uma P.A na qual 

a 6 +d 4S = 160Ć: 

a) 3 480 d) 4 320 

b) 4 000 e) 4 500 

C) 4 200 

773 (EEM-SP) Os dois primeiros termos de uma 

sequ£ncia sao ^2, ... j Calcule a soma 

dos vśnte primeiros termos, supondo que 
se trata de uma P.A. 

Determine a soma dos cem primeiros nu¬ 
meros naturais (mpares. 


774 



Exek!cios complementares 
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775 Qual £ a soma dos cem primeiros nOmeros 
naturais pares? 

776 Determine o dćcimo termo da P.G. 

1 _ 1 _ 

.64' 32' 

777 Determine o nono termo da P.G. 


f-i -i A 

l 9' 3' J 


778 Sabendo que (3 - x, 5 - x, 11 - x,...) sao 
os tres primeiros termos de uma P.G., de- 
termine o valor de x e o valor do quarto 
termo. 

779 Calcule a soma dos oito primeiros termos 
da P.G. (-5,10, -20, ...). 

780 Determine a soma dos termos da P.G. 

(1,3, 9, 729). 

781 Calcule a soma da P.G. infinita 

^ '4' 16'"7 

782 Sendo 2 + ~ + f~ > | + ... = calcule 

m (my o 

o valor de m. 

783 Considere (8, a s , a 3 , £7) uma progressao 
de razao q. Se ^q, 7 - m, -y-j £ uma P.A., 


entao m £ igual a: 
a) 2 b) 3 


C) 4 


d) 5 


784 (UFRS) Sabendo que (a n ) e uma RA. de ra- 

i 

zao 3 ; (b n ) e uma P.G. de razao ^ 

a 6 = b,; e a 3 = b s , entao a, + b, t. 
a) -31 b) -11 c) 18 d) 21 e) 24 

785 (FES-SP) Em uma P.G. de termos positivos, 
a diferenęa entre o quarto termo e o pri- 
meiro termo £ 21 , ea diferenęa entre o ter- 
ceiro termo e o primeiro termo £9. Pode- 
mos afirmar que a soma dos oito primeiros 
termos dessa progressao £ igual a: 

a) 550 d) 765 

b) 1 024 e) 800 

c) 856 


786 (Mack-SP) A sequ£ncia (x, xy, 2x), x * 0, £ 
uma P.G. Entao, necessariamente: 

a) x£ um numero racional 

b) xe urn numero irracional 

c) y£ urn numero racional 

d) y£ urn nOmero irracional 

y 

e) — £ urn numero irracional 


787 


(UFCE) Sejam xe y numeros positivos. Se 
os numeros 3, xe yformam, nessa ordem, 
uma RG. e se os numeros x, ye 9 formam, 
nessa ordem, uma RA., entao x + y £ igual a: 






788 Resolva a equaęao 



48. 


789 (FGV-SP) Em um triangulo, a medida da base, 
a medida da altura e a medida da śrea for¬ 
mam, nessa ordem, uma P.G. de razao 8 . 
Entao, a medida da base vale: 

a) 1 b) 2 c) 4 d) 8 e) 16 

790 (PUC-SP) O terceiro e o s£timo termo de 
uma progressao geometrica valem, respec- 
tivamente, 10 e 18. O quinto termo dessa 
progressao £: 

a) 14 d) 6V5 

b) V3Ó e) 30 

c) 2>/7 

791 (FGV-SP) Um tenreno £ vendido atrav£s de 
um piano de pagamentos mefisais onde o 
primeiro pagamento de R$ 500,00 £ feito 
um m£s após a compra; o segundo, de 
R$ 550,00, £ feito dois meses após a com¬ 
pra; o terceiro, de R$ 600,00, £ feito tr£s 
meses após a compra e assim por diante 
(isto £, cada pagamento mensa I £ igual ao 
anterior acrescido de R$ 50,00). 

a) Qual o total pago por um cliente que 
compra o imóvel em 20 pagamentos? 

b) Se o cliente tivesse pago um total de 
R$ 86250,00, qual teria sido o numero 
de pagamentos? 
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Corel Siock Phoio 


i&Ą nm punco mtUS 

A colmeia 

Entre os padroes e desenhos encontrados na natureza, um dos mais atraen- 
tes e o favo de mel. Os alveolos de cera destinados a ser receptaculos de mel tem 
perfil hexagonal, formando um padrao continuo que preenche o espaęo sem dei- 
xar intersticios. A unica maneira alternativa simples de se eonseguir esse efeito 
sao os ahreolos de perfil retangular, de preferencia quadrado. 

Por que as abelhas escolhem o padrao hexagonal? A resposta matematica e 
que a determinaęao do formato leva em conta economia e eficiencia. 

A colmeia ć um padrao no espaęo. O piano genealógico da abelha e um 
padrao no tempo. O matematico que interferiu no primeiro pós a mao tambem 
no segundo. O zangao, macho da abelha, nasce de um ovo que nao foi fecunda- 
do. O ovo fecundado somente gera fómeas — rainhas ou operarias. Se utilizar- 
mos esse fato da vida para compor um piano genealógico que mostre a linha do 
zangao por varias geraęóes, chegaremos a um diagrama como o ilustrado a seguir. 


Totais 



f 

13 

8 




5 


3 


fi 


Genealogia do zang§o 


m 

8 

5 

3 

2 

1 

1 

0 

1 


ambos 

21 

13 

8 

* 

5 

3 * 
2 
1 
1 


arA . .•.-rr-a. 

Mi /SB 






































Apurando os totais de todos os machos, todas as femeas e todas as abelhas 
de ambos os sexos que constituem cada geraęao, verificamos que temos a sćrie 
de Fibonacci sobreposta e repetida tres vezes — uma para os machos, uma para 
as femeas e uma para os dois sexos combinados. Esse bonito resultado esta re- 
presentado no lado direito da figura. 

Nao sao somente o zoólogo, atraves de seus coelhos, e o entomólogo, atra- 
ves de suas abelhas, que estabelecem contato com os numeros aureos. O botani- 
co tambćm os encontra em diferentes areas de seus estudos — na disposięao 
das folhas, na estrutura da pćtala, nos flósculos da familia das compostas e na 
disposięao das axilas nos ramos da planta. E bem raro encontrar especimes per- 
feitos, que correspondam com precisao ao padrao matematico. A margarida do 
campo pode ter 33 ou as vezes 56 petalas, que por pouco nao empatam com os 
numeros de Fibonacci, 34 e 55, mas seria incomum a margarida que tivesse urn 
niimero de petalas entre, digamos, 40 e 50. 

(Adaptado de: HUNTLEY, H. E. A Divina Proporęao. pp. 156-9.) 



Encontramos uma relaęao dlferente com os nUmeros do Rbonaccl no niimero de axllas do talo de uma 
planta i medlda que ela se desenvotve. A figura representa urn caso Idealmente slmples, om que os 
talos e as flores da esplrradelra (Ner/um oleander ) estao dlapostos esquematicamente. Ve-se um novo 
galho que brota da axlla e outroa galhos que dole crescem. Desde que os galhoa velhos e os novos 
sejam somados, encontra-se um niimero de Fibonacci em cada piano horizontal. 












Matrizes 



/ 



































£ p6&&tvet rtcdyiktcir it ntiMtAć 
M nm.Ą tdciĄ £Mt/ contudO/ 
cdm-^tunAtr 

como k&a-U ĄdefHĄMfHeytte. 


Johann Wolfgang Goethe (1749-1832), 
poeta, romancisia e teatrólogo alemao 
















1. Matrizes 


Definięao 

Matriz e uma tabela de numeros formada por m linhas e n colunas. Dizemos que 
essa matriz tem ordem m X n (le-se: m por rt), sendo m s* len> I. 


Representaęao 

Geralmente dispomos os elementos de uma matriz entre parenteses ou entre 
colchetes. 


Exemplos: 


a) A = 


b) B = 


13—6 
4 5 8 

8 -6 “ 

4 1 

9 


J2 X 3 


0 


c) C = 


2 

-5 


1 


3X2 

0 1 

* I 

2 6 


■J3 X 3 


Le-se: matriz A de ordem dois por tres, ou 
seja, duas linhas e tres colunas. 

Le-se: matriz B de ordem tres por dois, ou 
seja, tres linhas e duas colunas. 


Le-se: matriz C de ordem tres por tres, ou 
seja, tres linhas e tres colunas. 


uma matriz geral 

Essa matriz representa uma matriz 
qualquer de ordem m X n. 

Um modo simplificado de fazer a re¬ 
presentaęao e: 


A = [a..] m x n, sendo m, ne N* 


— —- — -m x n onde: 

• a,.: elemento da matriz, sendo os indices tej indicadores da posięao do elemento 
na matriz 

• o indice i indica a linha, 1 =£ i =£ m 

• o indice j indica a coluna, 1 j *£ n 
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Modelo de 


A n 

“12 

a 13 

* • • A ln 

a 2i 

a 22 

a 23 

* * * a 2n 

a 31 

a 32 

a 33 

* • ' a 3n 

1 

a m2 

a m3 

* * # a mn 
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Exemplos: 

a) O elemento a, 3 (le-se: a um tres) ocupa a primeira linha e a terceira coluna. 

b) O elemento (le-se: a dois tres) ocupa a segunda linha e a terceira coluna. 


Resolvido 


Construir a matriz A = [a^ x 3 , ta! que a if = (i + j) ! . 


Obsen/amos que a matriz A e do tipo A 


a 11 a 19 a 13 

. a 91 a 22 a 23 . 


Sendo a lei de formaęao a N — (i + j) ! , temos: 


a„ = 0 + t? = 4 


a 21 = (2 + 1) a = 9 

a ts = <1 + 2) e = 9 


= (2 + 2} 5 = 16 

a T3 = (1 + 3) 2 = 16 


a 23 = <2 + 3) s = 25 

Logo A = [ 4 9 

. 9 16 

16 ' 
25 . 



Propostos 

792 Construa a matriz A = [a^ x s , tal que a if = 2i+j. 

793 Construa a matriz B = [b (J ] e x { ,tal que b„ = (i - j) a . 

794 Construa a matriz C = [c^ x 3 , com c,, = i + j - 2. 


2. Tipos de matrizes 

Matriz linha 

E a matriz que possui urna unica linha, ou seja, tern ordem 1 X n. 


Exemplo: 

C=[l 2 3] lx3 

Le-se: matriz linha de ordem um por tres. 
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Matriz coluna 

£ a matriz que possui uma unica coluna, ou seja, tem ordem ni X 1 


Exemplo: 

2 

D = ~4 


Le-se: matriz coluna de ordem tres por um, 


3X1 


Matriz nula 

£ a matriz que possui todos os elementos iguais a zero. 


Exemplo: 

0 0 


N = 


0 0 
0 o 


Le-se: matriz nula de ordem tres por dois. 


Matriz ąuadrada 

£ a matriz que possui o numero de linhas igual ao numero de colunas. Nesse 
caso, dizemos que a matriz e ąuadrada de ordem n. 


Exemplos: 
a) A 


= f 3 5 1 

L -7 2 J 2X 


b)B = 


-15 6 
7 8 0 
13 4 


Le-se: matriz ąuadrada de ordem dois. 


Le-se: matriz ąuadrada de ordem tres. 


J 3 x 3 


Consideremos a matriz A = [a j ąuadrada de ordem n: 


A = 


a ll 

a iz 

a i3 ' ‘ 

• a *h' 




* 




* 

a 2 I 

a 22 

S 

yb 

a 23 ■ 

/ 

'• a 2 n 

a 31 

a 32 

V ■ ■ 

• a 3n 



ś > 




\ 



/ 

\ 



4 


% 

V 





a hl 

a n 2 

a n3 *• 

* a i m „ 


diagonal secundaria 


Nessa matriz, a diagonal Principal e 
o conjunto dos elementos a., em que i = j, 
ou seja. {a u , a 22 , a^j,.... a nn ) 

A diagonal secundaria e o conjunto 
dos elementos a (j em que i + j = n + 1. 


diagonal principal 
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Exemplo: 


y diagonal secundaria 


■ 


Se ja a ma tri z: 


1 3 5 

2 X 8 

L 9 -7 2 J 


diagonal principal 


O elemento a 22 = 4 e um elemento da diagonal principal. Logo, i = 
O elemento a 31 = 9 e um elemento da diagonal secundaria. Logo: 
i + j = n + 1 


3 + 1 = 3 + 1 



Matriz identidade (I ) 

Chama-se matriz identidade a urna matriz quadrada em que cada elemento da 
diagonal principal tem o va!or 1 e os demais tern o valor zero. 

Notaęao:I n (n representa a ordem da matriz identidade). 


Exemplos: 


a) h = [ 

b) I, = 


1 

0 

1 

o 

o 


o 

1 

o 

1 

o 


Matriz identidade de segunda ordem. 


0 

0 

1 


Matriz identidade de terceira ordem. 


Urna matriz identidade pode ser definida do seguinte modo: 


I n =: E a ji ]„X„. 0nde 



l.sei = j 
0, se i ^ j 





Propostos 

795 Escreva: 

a) uma matriz linha, cujos elementos formam uma P.A. de 4 etementos. 

b) uma matriz coluna, cujos elementos formam uma P.G. de 3 elementos. 

c) uma matriz quadrada, cuja diagonal principal tenha elementos que formam uma RA. de 3 
termos e cuja diagonal secundaria tenha elementos que formem uma P.G. 


TlPOS DE MATRIZES 
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3. Matriz transposta 

Dada urna matriz A de ordem m X n,chama-se matriz transposta de^4,mdicada 
por A 1 , a matriz cuja ordem e n X m,sendo as suas linhas ordenadamente iguais as 
colunas da matriz A. 


Exemplos: 
a) Se A = 


r 1 

2 ‘ 

[entao A c — 

1 5 " 

L 5 

-7 . 

1 

r- 

[ 

M 

_i 


Notę que: 

A primeira linha da matriz A e igual a primeira coluna da matriz A 1 . 
A segunda linha da matriz-4 e igual a segunda coluna da matrizA e . 




1 -4 ' 

1 3 7 ’ 




, entao B = 

3 5 

—4 5 6 





7 6 


Notę que: 

A primeira linha da matriz B e igual a primeira coluna da matriz B*. 
A segunda linha da matriz B ć igual a segunda coluna da matriz B 1 . 



Resoivido 


Construir a matriz M = [rn ] 3 x y tal que: 


J i + j, se i j e c j e j e(TT y nar m'. 

U “ j, se i * j 


Inicialmente, observamos que a matriz M e do tipo: 



m 1S 

m 13 

mai 

m SS 

m 23 

m 3t 

m 32 

m 33 


sendo a lei de formaęao: 


m. 


fi + j, se i - j 
U - j, sei * j 


Entao, temos: 


m n = 1 + 1 = 2 

m )£ = 1 - 2 = 

m 21 =2-1 = 1 

= 2 + 2 = 

m 31 = 3 - 1 = 2 

m 3S = 3 - 2 = 

L030; 




‘ 2 

-1 

-2 * 


' 2 

1 

2 * 

M = 

1 

4 

-1 

M‘ = 

-1 

4 

1 


_ 2 

1 

6 _ 


-2 

-1 

6 


m l3 = 1 - 3 = -2 
m i3 - 2 - 3 = -1 
m 33 = 3 + 3 = 6 


15 



Matrees 


Matriz transposta 



















Propostos 

796 Escreva a matriz M' e (—M 1 ) 1 , sendo 
M = [m y ] 3 x s definida por: 

m=( i+j ' sei=j 
1 [i - j, se i ^ j 

797 Dadas as matrizes A = [a^ x s , sendo a, = F 
e B = [b^ x s , sendo b IJ = j', determine: 

a) a„ + b n 
b ) a 1B - b 21 

c) a ei • b 21 

d) Sjj Cb^ + bjj) 


798 


Escreva a matriz A = [aj s x? , tat que: 


a. — 

>) 


sen i ■ se i = j 
cos j • te, se i * j 


799 



(UN-MA) Num campeonato de basquete 
verificou-se o seguinte: Anselmo fez 40 lan- 
ęamentos e 18 cestas, cometendo 10 fal - 
tas. Alexandre fez 32 lanęamentos e 22 ces¬ 
tas, cometendo 9 faitas. Andrća e Alulsio 
fizeram, cada um, 20 lanęamentos e 10 ces¬ 
tas, cometendo 4 faitas. A matriz transposta 
da matriz atletas x resultados ź: 


40 

18 

10 ' 

32 

22 

9 

20 

10 

4 

20 

10 

4 


d) 


40 18 
32 22 
20 10 


10 ' 

9 

4 


b) 


40 

10 

18 

32 

9 

22 

20 

4 

10 

20 

4 

10 


10 

18 

40 

9 

22 

32 

4 

10 

20 


O 


40 32 20 20 
18 22 10 10 
10 9 4 4 


4. Igualdade de matrizes 


I>uas matrizes, A e B, de mesma ordem serao iguais (A = B) se, e somente se, os 
seus elementos de mesma posięao forem iguais, ou seja: 

— I a fjJm x n e ® — x q 

Sendo A = B, temos: 
m = p e n = q 



1 ^ i ^ m 

1 j ^ n 


9 


Exempio: 


r 0,6 5 

i ‘ 

e B = 

3 

5 

5 3° 

00 

<N 

[ 

o . 

2X3 

_4 
. 2 

2 3 0 


2X3 


Notamos que as matrizes A e B sao da mesma ordem, 2 X 3, e todos os 
elementos de mesma posięao sao iguais. Logo, A = B. 


lGUAI£W)E de matrizes 
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I 


Resolvido 


Determinaros numeros reais xe /de modoque as matrizes Az B sejam iguais, dadas: 

f 5x — 2y 6 1 „ ["46 

A = „ e B = 

L 1 * + yJ L 1 5 J 

Resolvendo o sistema, vamos isotarxna equaęao II: 
x + y = 5 ® 

x = 5 - y e substituMo na equaęao I: 

5x - 2y = 4 © 

5(5 — y) — 2y = 4 =» 25 - 5y — 2y = 4 => y = 3 
Como x = 5 — y, temos: 

X = 5 - 3 =»x = 2 


tnicialmente, observamos que oselemen- 
tos de valor conhecido e de mesma po- 
sięao sao iguais. 

Sendo A = B, podemos formar o siste- 
ma de eguaęoes; 


'5x • 2y - 4 
lx + y = 5 

Propostos 


O 

® 


800 Oetermine os numeros reais xzye m cada caso: 
3 


a) 

b) 


[T 

[. 


x - y 
8 3x - 2y 
+ 3y 5 


i r io 31 

r log, 16 10 1 

r 2 

10 1 

H i «J 

° L -9 2 V J ” 

L "9 

64 . 


h :: 


801 Dadas as matrizes Me Nz sabendo que M = N', determineo va!or de x e de y: 


M 


-[■>* vl eN .[ * **1 

_ X 2y J L 2y y J 


5. Operaęóes com matrizes 

Adięao de matrizes 

A soma de duas matrizes A e B de mesma ordem e a matriz, tambem de mesma 
ordem, obtida com a adięao dos elementos de mesma posięao das matrizes A e B. 


Exemplo: 

Dadas as matrizes: 


A = 


1 2 

f 5 7 


e B = 

.3 -4 . 

8 4 


, a soma sera: 


A + B = 


'1 + 5 

2 + 7 1 -f 

’ 6 

9 1 

3 + 8 

-4 + 4 J [ 

11 

0 J 
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Sendo as matrizes A = [a,^ x n e B = [b,^ x n , a soma de A e B e a matriz 


A + B = [a^ 4 b l} ] m x 


D 


Propriedades da adiędo 

Considerando matrizes de mesma ordem.sao validas as propriedades a seguir: 
Comutativa A 4 B = B 4 A 

Exemplo: 


e valido que: 


U 



1 

2 1 

' 3 5 


— 


e B = 


i 


8 

-4 J 

_ 7 8 



4 

B 

B 

4 

2 ‘ 

+ 

r* 5 w 

Ul 

1 

4 

4 


7 8 J [ 

7 8 . 



A 

1 2 
8 -4 


4 7 ‘ 

-4 

15 4 

-1 

ITS 

i—) 

_1 

1! 


Associativa A 4 (B + C) = (A 4 B) 4 C 


Exemplo: 

Dadas as matrizes, A 

e va!ido que: 

A 4 (B 


1 2 
8 -4 

C) 


}■■[ 


3 5 
7 8 


e C = 


4 - 

5 3 


;]■ 


(A 4 B) 


U 


2 

-4 



uiwni 

1 +r 7 4 i 

[■ 4 7 14 4 -M 

J L 12 U J 

. 15 4 J L 5 3 . 

r - 1 

K) 

O OD 

-4 CN 

I_* 

ii 

'861 
. 20 7 J 


OPEłAęóES COm maTWZES 
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Elemento simetrico A + (-A) = 0 


► A matriz oposta da matriz A de ordem m X n e a matriz -A de ordem m X n, 
cujos elementos de mesma posięao sao simetricos. 


Exemplo: 

Dada a matriz, A = 




+ 


(-A) = 


evalido que: 
0 


r i 

2 1h 

r - 1 

” 2 1- 

.r ° 

0 ' 

8 

-4 J 

L -s 

4 J 

*Lo 

0 


Lembre-se: a matriz (-A) e a 
matriz oposta da matriz A, 


Elemento neutro A + 0 = A 


Exemplo: 

, e valido que: 

A + 0 A 


i 


f-T ° 

°1- 

.f 1 

2 ‘ 

8 

-4 J 

[ o 

0 J 

L 8 

“4 . 


Dada a matriz 


1Z,A = M _ 


Subtraęao de matrizes 

A diferenęa entre duas matrizes A e fi.de mesma ordem, e a matriz obtida pela 
adięao da matriz A com a oposta da matriz fi,ou seja: 


A - B = A + (—B) 


Exemplo: 

Dadas as matrizes, A 

A - B = 


‘ 8 

7 

*1 

e B = 

’ 6 

5 1 ' 

. 2 

4 

3 J 

1 1 

. 3 

2 -I 


, a diferenęa sera: 


' 8 

7 

1 * 


" 6 

5 1 1 _ f 2 

2 

0 ‘ 

. 2 

4 

3 . 


. 3 

2 -1 J ” [ -1 

2 

4 _ 
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Muliiplicaęuo de urn numero real por urna matriz 

O produto de urn numero real k por urna matriz A e obtido pela multiplicaęao 
de cada elemento da matriz A por esse numero real k. 


Exemplo: 

Para efetuar a multiplicaęao do numero 5 pela matriz 
13 7 4 


A = 


2 5-1 0 

-34 5-4 


,fazemos: 



1 

3 

7 

4 ' 


5 

15 

35 

20 ‘ 

5 ■ A = 5 ■ 

2 

5 

-1 

0 

— 

10 

25 

-5 

0 


. -3 

4 

5 

“4 . 


. -15 

20 

25 

-20 


Resolvidos 


i c: 


Dadas as matrizes A 

r 1 2 i r 

-3 

4 " 

r 6 41 

“U -s} B = l 

9 

6 . 

e C = 

[ 3 2 

a) A + B 

b) A-C 


C) A + 28 - C 


calculan 


a) A + B = 


' 1 

2 1 

Ul 

r-3 

_ r -2 6 ' 

. 7 -5 J 

1 

L 2 6 . 

L 9 ą 

r 1 

2 ' 

1 - 

r 6 4 1. 

r-5 - 2 i 

L 7 -5 . 

1 

L 3 2 J 

i 4 -7 J 


c) A + 2B 


-c=r 1 

L i - 


2 

5 

1 2 
7 -5 

-11 6 
8 5 


+ 2 


+ 


-3 4 

2 ó 
-6 8 
4 12 


]-[ 

]-[ 


6 4 
3 2 
6 4 ' 
3 2 


2 Determinar o valor de xe y na igualdade: 



3 

M 

- 1 5 1 

=r 4 

L ^ 

y 

j i 

. 8 yj 

L 12 

r x 

-i 

8 ' 

l_r 4 

8 1 

L 

12 

2y . 

1 L 12 

-6 J 


8 ' 

-6 . 

Logo; x — 1 - 4=>x = 5e2y 


6 y = —3 


Opekacoes com m^trizes 
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Propostos 

802 Dadas as matrizes A 
a) A + B b) B - C 

803 Efetue as operaęóes: 
a) 


1 3 1 

, B = 

7 

8 ' 

e C = 

' 4 

2 ' 

.4 “6 J 

f 

. -5 

1 . 


_ 0 

“2 . 


c) 2A + B 


, determine: 
d) A - 3B + C e) -4A + 3B + 2C 


1 0 


7 W 

4 5 -2 4-6 5 



0 1 
-3 5 


b) 2 

c) 

d) 


804 Se A = 

a) A + X = 8 


' 3 
_ 7 

1 -1 
0 3 

4 
2 


■[-;]■ 


2 3 
4 5 


]' 


2 7 leB-[ 3 

’ 2 1 

-1 4 J [ 6 

0 J 


b) X + 3 = A 


determine a matriz X em cada caso: 

c) X - B = 2A d) 2A + X = 3B 


805 Calcule o valor de xe ynas seguintes igualdades: 
-3 
4 

-4 3 1 Jy -3 1 ri2 -3 
xi| 142-15 


a) 

b) 


:]*■[ 


c) 2 


0 - 2 i= 

L -i y J L 3 o J 


9 8 
-11 4 


806 Dadas as matrizes A = 


Jx + y = 3A + B 
a 1 X - Y = A - 5B 


r i -s 3 ' 

e B - 

"6 1 -8 ‘ 

L 4 0 5 . 


.02 -1 . 


, resolva os sistemas: 


b) 


X + y = 2A + 38 
X - y = 4A - B 


807 


808 


r 1 -3 5 1 [24-6] 

L 4 2 -6 j L 1 0 2 J 


Sendo as matrizes: 

as matrizes X, Ye Z de modo que: 

a) X = (A - 2B) b) Y = 3A + 2 C 


e C = 


1 2 
4 -3 
6 2 


determine 


(FURRN) Se A = 


c) Z = 3 (a + ^ B - C 

] e B = | 4 ^ 1, entao a matriz 2A - i ■ B t-. 

1 0 J 2 



* -4 -1 ' 

roił 

r-4 -i i 

r -5 -2 1 

1 

4^ 

o 

a) 

i 2 J 

b) h *J 

c) l i °J 

H 1 ij 

e) L 4 2 J 
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Multiplicaęao de matrizes 

A multiplicaęao entre matrizes exige uma tecnica mais elaborada que as opera- 

ędes ja vistas. 


ExempIo: 

Dadas as matrizes: 
2 
4 

’ J2 x 2 


*■ i 


e B — 


-3 5 
4 2 


^2 X 2 


, o produto A * B sera a matriz 


ę _ r ^11 ^12 

L ^21 ^22 _ 

2X2 





Fazemos: A • B = 

'JL..2J 

. 3..4J. 


i 1 

■ 1 1 

•W \j\* 

K _ * 

1-1 


* > 


C,, = 


u 


C 12 = 
^21 = 
^22 = 


[1 * (-3)] + (2 • 4) = -3 + 8 = 5 
(1 • 5) + (2 ■ 2) = 5 + 4 = 9 
[3 * (—3)1 + (4 ■ 4) = —9 + 16 — 7 
(3 • 5) + (4 • 2) = 15 + 8 = 23 


Observe, por exemplo,que para obter o elemento C 12 da matriz A * B multiplica- 
mos o primeiro elemento da linha 1 de A pelo primeiro elemento da coluna 2 de fi, o 
segundo elemento da linha 1 de A pelo segundo elemento da coluna 2 e somamos 
esses produtos. 


Logo, A • B - 


5 9 
7 23 


2X2 


Esse produto foi possivel porque o numero de colunas da matriz A e igual ao 
numero de linhas da matriz fi. 

Considerando as matrizes A = [aj mXp eB = [b kj ] x n , o produto A-Bea 
matriz C = [c i( ] m x n ,sendo cada elemento e (j obtido atraves da soma dos produtos 
dos elementos da i-esima linha de A pelos elementos correspondentes da j-esima 
coluna de B. 

A multiplicaęao de duas matrizes,^ e fi, só e possivel quando o numero de colu¬ 
nas da matriz A for igual ao numero de linhas da matriz fi, tendo a matriz C = A • B o 
mesmo numero de linhas de A e o mesmo numero de colunas de fi: 



A ' , D 

mXp łD pXn 


i 

t 


= c 


i 

m X n 


t 

i 

i 

i 


Ł 


t 

i 
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Propriedades da niiiltiplicaędo 

A multiplicaęao de matrizes admite as seguintes propriedades: 

Associativa (A ■ B) ■ C = A ■ (B * C) 

Distributiva (A + B)’C=A , C + B , CcC , (A + B)=C , A + C , B 

► A propriedade comutativa nao e valida na multiplicaęao de matrizes, pois 
geralmente A • B * B • A. 


Exemplo: 

Dadas as matrizes A 


r> 

3 ' 

e B = 

" 0 

-2 ’ 

L 2 

-4 . 

J 

. 3 

1 


, temos: 



1 3 1 

r 0 -2 i i 

1 ■ 0 + 3 ■ 3 

1 • (- 2 ) + 3 • 1 " 

A • B = 

[2 - 4 J 

iH 

2 0 - 4-3 

2 • (- 2 ) - 4 * 1 . 


9 1 

-12 -8 



" 0 

-2 “ 

1 3 1 1 

- 0 • 1 - 2 ■ 2 

0*3-2* (-4) ‘ 

B ■ A = 

. 3 

1 _ 

ll 

1 

«N 

L 3 • 1 +1 * 2 

3*3 + 1- (-4) _ 


’ -4 8 " 
5 5 


Observe queA • B B • A. 


Resolvidos 

1 £ possivel efetuar a multiplicaęao de urna matriz A = [a^ x 4 por uma matriz B = [b (J ] 3 x 4 ? 








' bn 

bis 

b ]3 

bu ' 

Temos A = 

' an 

a 12 

a 13 

a 14 

e B = 

b 21 


CT 

tó 

Ul 

b 24 


. a 8l 

a 22 

a 53 

a £4 . 


. b 31 

bjs 

b 33 

b 34 . 


Supondo que C e uma matriz, tal que A • B = C, entao para obter c n somariamos os produtos 
de cada elemento da primeira iinha de A pelo correspondente elemento da primeira coluna de 
B, isto e, primeira com primeira, segundo com sesundo etc. Mas nao e possivel multiplicar o 
ouarto elemento da primeira Iinha de A pois nao ha o quarto elemento da primeira coluna de B. 
Logo, nao e possivel efetuar A - B. 
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OPEfwęOES COM MATRIZES 


















r 2 3 11 


'3 4 ' 

2 Efetuar a multiplicaęao: ^ ^ 

2x3 

1 5 

2 -ó . 


Vemos que a multiplicaęao e possivel, pois o numero de colunas da primeira matriz e igual ao 
niirnero de linhas da segunda matriz. 


1-1_ 4.2.J. 


2! i-6 
*■ ^ 


2 • 3 + 3 • 1 +1-2 = 11 
—1 *3 + 4*1+2-2 = 5 
2 ■ 4 + 3 • 5 + 1 • (- 6 ) = 17 
-1 * 4 + 4 ■ 5 + 2 ■ (— ó) = 4 


Entao, o produto e a matriz 


11 17 
5 4 


ie x s 
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809 Efetue as multiplicaęóes: 


a) 


b) 


2 -3 
1 4 

0 1 

3 -4 


5 1 
-2 3 

2 7 
6 -5 


c) 


1 - 

-2 2 


d) 


urn 


2 3 1 

4-2 5 


1 3 

2 4 
-5 1 


e) 


0 


8 -3 
4 5 
3 2 


" 1 2 11 
.3-47. 


4 0 2 
-2 5 6 



' 1 

0 

3 * 


2 

4 

5 

- 

8 

-1 

4 . 


810 Calcule A • B e B ■ A dadas as matrizes: A = 


1 -2 
3 4 

0 5 


e B = 


'4 5 -11 
. 0 9 -3 | 


811 Dadas as matrizes M - 


■4 1 

1 4 


,N = 


1 4 

-4 1 


812 Resolva a eguaęao matricial; 


3 1 
-1 2 




, calcule (M + N) • P. 


813 


814 


(Fuvest-SP) Dadas as matrizes A = 
que A - B = !, sendo / a matriz identidade. 


a 0 1 „ 

r 1 b ' 

e B = 


L 0 aj 

. b 1 . 


, determine a e b, de modo 


a) 


2 - 
0 


:*] 


b> 


r 1 21 

' 2 0 1 

e N = 


L 0 1 J 

. 11 . 

O 

O 

‘ 10 ' 

c) 


O 

O 

. 0 1 . 


d) 


[V,] 


e) 


-1 2 

-1 0 



OPERAęÓES COM MATRIZES 


AAatrjzes 




























































e verdadeira se x, ye z sao 


815 


816 


(UCS-BA) A equaęao matricial 

tais que x + y + z t i$ual a: 
a) -3 b) -1 


-2 1 0 
1 1 -2 
0 0 1 

C) 0 


X 


' 3 ' 

y 

= 

-2 

z _ 


1 _ 


d) 1 


(Fuvest-SP) £ dada a matriz P = 

a) Calcule P e e P 3 . 

b) Qual a expressao de P n ? 


1 

1 


► 


p® = P • P 
P 3 = p . p . P 

P" = P ■ P ■ P • ... P 
-*-•' 

nfatores 


e) 3 


6. Matriz inversa 

ConsideremosA uma matriz quadrada de ordem w.Dizemos queA 1 e a matriz 
inversa de A se, e somente se, A • A" 1 = I n eA' 1 * A = l 0 ,ou seja: 

A e a matriz dada. 

A -1 e a matriz iiwersa da matriz A. 

I e a matriz identidade de mesma ordem 

n 

da matriz A. 


A ■ A^ 1 = A -1 -A = 1 


, onde: - 


Exemplos: 

A matriz B = 


A • B = 


BA — 


r 8 -2 

L 3 -1 . 


e inversa da matriz A — 


I - 
i- 


, pois: 


[ł -1 

00 

I 


\ * 8 - 1 • 3 \ * (-2) - 1 ■ (-1) 

i-. 

L 3 -i J 


| • 8 - 4 • 3 § ■ (-2) - 4 • (-1) 




8 -2 

3 -1 

1 0 * 
0 1 


1 

[i -i] 
2 


8 • \ — 2 • | 8 ■ (-1) - 2 * (-4) 

- 

!- 


3 * \ ~ 1 ■ | 3 ■ (-D - 1 ■ (-4) 


Matrizes 


Matriz inverła 































Resolvidos 


1 Dada a matriz A 


fćizendo a matriz A 1 = 


= [ 3 2 ]' determinara inversa . A -1 . 

a b 


]■ 


temos A ■ A = L 
cd 1 2 


-—1 

JO 

"ab' 


O 

_1 

. 3 2 _ 

» c d _ 


-1 

O 


2a -f- c 

2b + d ’ 


’ 1 0 ' 

3a + 2c 

3b + 2d . 


. 0 1 . 


(2a + c = 1 f 
" jsa + 2c = 0 I 


2b + d = 0 
3b + 2d = 1 


Fazendo a isualdade, temos: 

Re$olvendo os sistemas, encontramos: a = 2; b = -1; c = -3 e d = 2, 

2 -1 

Assim, a matriz inversa da matriz A e A' 1 = 

-3 2 


2 Determinar a matriz inversa da matriz M = 




Fazemos: M" 1 = 


a b 
c d 


Como M • M 1 = L temos: 


-1 2 
-1 3 



a b " 


■ i 

0 * 


_ c d 


. 0 

1. 


-a + 2c -b + 2d ' 


‘ 10 ’ 

-a + 3c -b + 3d ^ 


. 0 1 _ 


I -a + 2c = 1 -b + 2d = 0 
1 -a + 3c = 0 [ -b + 3d = 1 

Resolvendo os sistemas, encontramos: 
a = -3; b = 2;c = -1ed = 1. 

-3 2 ] 

-1 1 i 


Assim: M”’ = 


Matriz inversa 


326 . 


Matrizes 






























Propostos 


817 Determine a matriz irwersa das segumtes 
matrizes: 


a) A = 

b) B = 

c) C = 

d) D = 


0 1 1 

1 2 J 


3 2 
7 5 

5 3 
3 2 

2 

3 5 


d 


818 (FAAP-SP) Dada a matriz A = 


2 -1 
1 -1 


escreva a matriz B, tal que A ■ B = I, sendo 
1 0 


I = 


0 1 


e B ■ A= I. 


819 (F.M,Santos-SP) A matriz inversa de 


2 3 
1 2 


& 


a) 

b) 

c) 

d) 


2 -3 
-1 2 

[:■,] 

[v>] 

[U] 


820 (FEI-SP)SeA = ^ * ]eB = [ ^ J J 


821 


determine X = (A • B 1 )'. 

T 3 

CFAAP-SP) Dadas as matrizes A = 

e B = 1 calcule A ■ B + A -1 

-1 1 J 


822 


823 


824 


825 


(Fatec-SP) Dadas as matrizes A = 


-1 

0 


e B = 


, conclui-se que: 


a) AB ś nula 

b) BA t nao-nuia 

c) A s e nula 

d) B s e nula 

e) A + B e nula 


(Vunesp) Considere as matrizes reais 2x2 

cos x sen 
sen x cos 


dotipo: A(x) = 


;) 


a) Calcule o produto A(x) • A(x). 

b) Determine todos os valores de x € 
[0,2rc] para os quais A(x) • A(x) = A(x). 

(PUC-RS) Se 


r 3 2 " 

r a 1 * 


“57* 

L 1 4 . 

. -2 b „ 


-5 9. 


entaoa + b e igual a: 

a) 3 d) 9 

b) 5 e) 10 

0 7 


(Unirio-RJ) Considere as matrizes 
'3 5 

A = 2 1 . B = 

0 -1 


4 
3 j 


C = | 2 1 3 ]. 


A adięao da transposta de A com o produ¬ 
to de B por C t. 

a) impossivel de se efetuar, pois nao existe 
o produto de B por C 

b) impossivel de se efetuar, pois as matri¬ 
zes sao todas de tipos diferentes 

c) impossivel de se efetuar, pois nao existe 
a soma da transposta de A com produ¬ 
to de 8 por C 

d) possivei de se efetuar e seu resultado e 
dotipo2 x 3 

e) possivel de se efetuar e seu resultado i 
do tipo 3x2 


Matrizes 


Matriz inversa 




































Ficha-resumo 

r Definięao de matriz m X n 


a 11 

a i2 

a ln 

a 2l 

a 22 ■ ■ ■ 

a 2n 


a m2 • • • 

a nin 


onde 

m. numero de linhas, m e N* 
n: numero de coIunas,n 6 N' 


r 


Classificaęao 


m = 1: matriz linha 
n = I: matriz coluna 


m = n: matriz ąuadrada 
m * n: matriz retanguiar 


*n _ x n : matriz identidade, onde; 


[a.. = 1 se i = j 


a.. = Ose i * j 


A matriz transposta de A = x „ eA l . 

A ' = I b jiJ n x m j sendo a ij = b ji P ara UKmeUj^n 


J 


r Igualdade de matrizes 

Sendo as matrizes 


_ J1 ^ i ^ m 

A - KiŁx„ eB = [ b i,] px q . teremosA = Bquando m = p,n = qea.. = b..: ] l ^ ^ 


y 


r 


Operaęóes 


Adięao 

Sendo A = [a, } ] m x n e B = [b..^ x n , temos: 


A + B = [a., + b„] v 

4 i) ij J m X n 


Propriedade comutativa: A + B = B + A 
Propriedade associativa: A + (B + C) = (A + B) + C 
Elemento simetrico:A + (-A) = 0 
Elemento neutro:A + 0 = A 


Subtraęao 


A + B = A + (—B) 


A e B sao matrizes de mesma ordem. 


Multiplicaęao de ura numero real por matriz 

Para calcuiar o produto de urn numero real k por urna matriz A, multiplicamos cada 
elemento da matriz A por esse numero real k. 


Ficha-resumo 


Matrizes 































Matrizes 

MultipHcaęao de matriz por matriz 

Sendo A = (a jk ) m x p , B = (b k ,) p * 0 e C = (c i( ) m x „.temos: 

C=AB<=>c. = a il -b lj + a i2 -b 2) +...+ a ip -b p . J 

r Matriz irwersa -' 

.onde/i e a matriz dada.de ordem n; A -1 e a matriz inversa 
da matriz A ; e I n e a matriz identidade de mesma ordem da matriz A. 


— 

A - A -1 = A -1 • A = I 0 


Complementares 

826 Construa a matriz A = [a^ x 2 , tal que: 
f a, = 1, se i = j 

[ a ij = 0, sei * j 

827 Construa a matriz 8 - [b^ x 3 , tal que 

b„ = (' + i) S - 

828 (Mack-SP) Sejam as matrizes 


A ( a ip4 X 3' 

a ,i = H 

• e 


T 

X 

;^i 

1! 

m 


Se C = A • B, entao c n vale: 

a) 3 

d) 84 

b) 14 

e) 258 


c) 39 

829 (Fuvest-SP) Sejam as matrizes: 

A = i “i 

B = [b IJ j 7x ,,ondeb lj = i 
C = [c () ], tal que C = A ■ B 

O elemento c 63 da matriz Ct. 

a) -112 d) -9 

b) 112 e) n8oexiste 

c) -18 


830 Dadas as matrizes A = 



-4 3 1 

2 1 
5 -2 . 

Detemnine: 

a) A + C c) (A - C) 1 + 6 

b) A - B' d) (B‘ + C) - A 

831 Calcule o valor de x e y na isualdade: 


[ X _1 1 H 

r 1 3 1 _ 

00 

l_ 

I 1 

2 ■ 

l 3 5 J 

i 

i- 

■< 

o 

i _ 

1 —■ 

o 

5 . 


r 3 

4 

-5 * 

eC = 

L o 

8 

2 . 



832 Efetue as sesuintes multiplicaęoes; 



4 ' 

'2 r 

2 . 

, 5 4 . 



' 1 
L 4 -1 


3 ‘ 
5 




‘ 4 

2 

3 ' 

1 0 I 

1 

0 

5 

-1 2 J 

_ -3 

1 

2 . 


Matrizes 


ExercIcios complementares 








































833 Constderando as matrizes A 


= r 0 1 ' 

i. 1 0 . 


„ [10 1 

e B = 

[o 1 J 

, calcule (A - \ 

[ 5 r 

834 Se A = 

[-2 1 _ 

n T 3 _4 1 

e K4 - 6 J 

ne A ■ 8'. 



835 Se a matriz M t igual a 

‘ -2 

3 


calcule (M r ) 2 . 

836 Dadas as matrizes M = 
2 0 


N = 


) 


determine o elemento c 


1 -2 

da matriz C = M • N‘. 

837 Determine a matriz inversa das seguintes 
matrizes: 

r i 21 r 2 - 3 1 

a) A = b) B = 

L 0 1 J 1 2 J 

838 Dada a matriz A = |^ ^ j, calcule A s . 


► A e = A X A 


1 3 
0 -4 


839 Considerando as matrizes E = 

3 i I 

, determtne (E ■ F" 1 )’. 

0 2 j 


e F = 


840 Dadas as matrizes 
3 2 


A = 

5 

A - B - B"\ 


e B 


-m- 


ca Icuie 


841 (Fatec-SP) Uma industria automobilistica 
produz carros Xe /nas versóes standard, 
luxo e superluxo; peęas A, B e C sao utiii- 
zadas na montagem desses carros. Para urn 
certo piano de montagem t dada a seguin- 
te informaęao: 



Carro X 

Carro / 

Peęa A 

4 

3 

Peęa B 

3 

5 

Peęa C 

ó 

2 



Standard 

Luxo 

Superiuxo 

Carro X 

2 

4 

3 

Carro / 

3 

2 

5 


Em termos matriciais, temos: 

'43 

matriz peęa-carro = 3 5 

ó 2 


r-4 ii_ 

2 4 3 " 

0 n e carro-versao - 


3 2 J 

. 3 2 5 . 


peęa-versao e: 

' 17 22 27 ] [ 17 

a) 21 28 34 d) 21 

18 28 22 J [ 18 

17 22 27 ] [ 17 

b) 21 22 34 e) 21 

18 28 28 18 

17 22 27 

C) 21 34 22 

18 28 28 

842 (LIFPR) Resolvendo a equaęao; 


e matriz 

A matriz 

22 27 
28 28 
34 22 

22 27 
22 28 
34 28 


x —4 

,2 


x 2 

Ly 1J 


13 

x 3 + y s 


2x - 4 
8 


encontramos para valores de xe y, respec- 
tivamente: 

a) 3; 2 d) 6, ±V3 

e) ±i/5; -2 


±Vf: -5 

O -i, $ 


843 Determine (A - A -1 )® sabendo que 
A 


i = r 1 2i 

. 3 0 | 


844 Com relaęao a matriz M = 


2 3 

-1 -5 


mostre que (M') s + 3M‘ - 7 • L = 0. 


EXERCiClOS COMPlLMENWSES 


Matrizes 


( 































































No comeęo, 
era o numero 


Da noęao dos numeros ate os diversos sistemas de numera- 
ęao escrita, transcorre uma evoluęao multimilenar e complexa 

Admite-se que certas especies animais sao capazes de perceber di- 
ferenęas quantitativas concretas: a falta de um pintinho na ninhada, a 
maior ou menor abundancia de alimento... As crianęas, da mesma for¬ 
ma, bem antes de saberem falar, manifestam uma especie de percepęao 
quantitativa, evidentemente associada a objetos familiares. Com o de- 
senvolvimento da linguagem e com o uso da palavra, tal percepęao quan- 
titativa aumentou tanto e chegou a tal nivel de sofisticaęao que permitiu 
a determinadas culturas dar nome a imensidades de coisas, como as 
estrelas do ceu, as areias do mar; permitiu-lhes ate mesmo tentar con- 
ter o infinito nas redes do numero. 


O que significa contar 

Dentre todos os poderes conferidos pela palavra, um dos mais anti- 
gos e talvez o de dar nome aos numeros. Acaso a “numeraęao nao 
consiste em um ordenamento, uma organizaęao do real e das represen- 
taęóes que dele fazemos? 

Em certos idiomas europeus, por exemplo, observa-se uma gran¬ 
dę semelhanęa ou mesmo a quase identificaęao de pares de verbos 
dos quais um designa enumeraęao e outro, relato: compter/raconter 
(frances); contare/raccontare (italiano); contar/contar (espanhol e 
portugues); comptar/contar (catalao); zahlen/erzahlen (alemao). E 
no idioma ingles, a palavra tale e hoje empregada com o significado de 
“conto” ou “relato”, mas a palavra teller designa tanto um contador de 
histórias como um cabca de banco. Nao surpreende, assim, que a mesma 
semelhanęa seja encontrada nos idiomas indo-europeus mais antigos. 



O termo sanscrito que designa numero, sankhya , expressa 
etimologicamente um modo de dizer as coisas. O termo grego logos, que 
designa tanto “conta” como “palavra” e “relato”, recebeu essas diversas 
acepęoes do antigo significado do verbo lego: reunir, escolher, colher—e 
dai, contar, enumerar, numerar e, conseąiientemente, relatar, dizer. Tam* 
bem a palavra grega ańthmos designa o numero, no sentido aritmetico, e 
igualmente a ordem, o arranjo ou disposięao. Tal ambivalencia veio a per- 
sistir no termo latino numerus e seus derivados: o adjetivo numerosus quer 
dizer “numeroso” e tambem “harmonioso”. 

Qualquer que seja a capacidade de determinado idioma para desig- 
nar os numeros, ś evidente que os termos que designam os numeros vem 
de urna epoca antiqiiissima da historia desse idioma. E sao termos, aliśs, 
que mostram surpreendente estabilidade ao longo do tempo. Sao ecos do 
esforęo imemorial do homem para expressar a diversidade do real, e per- 
mitem-nos as vezes vislumbrar o processo pelo qual diversas ordens de 
quantidade receberam seus nomes. 



O r den ar, reunir, numerar 

Qualquer sistema de numeros, por mais elementar que seja, supóe a 
adoęao de alguns simbolos (palavras, pictogramas, sinais graficos) 
estruturados em dois principios: um e o principio de ordenamento ou dis¬ 
posięao, que permite distinguir o primeiro simbolo (um) do segundo (dois) * 
e eventua!mente do terceiro (tres), e assim por diante; e o outro e o prin¬ 
cipio de grupamento, que interrompe a produęao de simbolos individuais 
diferentes, estabelecendo um simbolo de ordem superior, cuja combina- 
ęao com os precedentes permite reiniciar o sistema. Assim, “um, dois, 
tres... dez, dez-um, dez-dois... dez-dez ou cem, cento e um, cento e dois...” 
ś um sistema baseado em 10, ou seja, um sistema decimal. 

Outras bases, porem, ja foram ou ainda sao utilizadas, como a base 2 
(sistema binario), a base 5 (sistema quinario), a base 20 (sistema vigesimal), 
a base 60 (sistema sexagesimal). Parece provavel que a escolha das bases 
5,10 ou 20 estivesse inicialmente ligada a particularidades do corpo hu- 











mano, e ainda se percebem vestigios dessa ligaęao em determinadas nu- 
meraęóes orais: na lingua api, falada nas Novas Hebridas, a palavra luna 
designa a mao e o numero 5; o nome do ntimero 2 e lua, e o do numero 10 
e lualuna , o que significa literalmente duas maos. 

E espantosa a diversidade das regras segundo as ąuais se formam os 
nomes dos numeros e que manifestam a diversidade cultural e lingiiistica. 

E preciso admitir nosso pouco conhecimento da maneira pratica pela 
qual se faziam calculos nos tempos antigos. Certamente, os numeros tl- 
nham de ser representados, e ja possuiam, no idioma, uma designaęao 
precisa. Paralelamente a numeraęao verbal, havia o que chamaremos de 
numeraęao figurada — quer uma numeraęao gestual que se valia dos de- 
dos (numeraęao digital), quer uma representaęao que precisasse de algu- 
ma base materiał: um abaco, uma tabela de contar, um tabuleiro de areia 
ou uma corda com nós. Tal representaęao numerica, em certos casos, e o 
antecedente de algumas formas de numeraęao escrita. 



Baixo-relevo pintado de Nefertlabet, que mostra uma mesa de oferendas (Egito, 2700 a.C.). Podem-se 
Edentiflcar varlos algarlsmos da numeraęao hierogliflca egipcia (embaixo, a direlta, o hierógllfo 1000 
aparece ąuatro veies). 


(Adaptado de: LEVY, Tony. In: O Correio da Unesco. 
Rio de Janeiro, Fundaęao Getulio Yargas, n. 1, ano 22, pp. 9-11.) 
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'ćfC nm domem ndo Sdtfe o gne nmd coi&d e, 
Ją e nm Ą vdn0 Ao condectmento sdćer o gne 
etd. ndo e , 


Carl Jung (1875-1961), psicóiogo e psiąuiatra sulęo, 
fundador da psicologia analitica 






1. Estudo dos determinantes 


Determinantę de urna matriz ąuadrada e um numero real que associamos a essa 
matriz segundo algumas regras. 


Notaęao: sendo a matriz A 


det A = 


1 3 
7 8 


1 

7 


3 

8 


,o seu determinantę e indicado como 


Determinantę de urna matriz quadrada de l a ordem. 

O determinantę da matriz A — [a 1( ] lxl e igual ao numero que a constitui: 


- 

det A = a u 


Observe que o determinantę de urna matriz quadrada de l a ordem e o numero 
real de igual va!or ao do elemento a n . 


Exempio: 

O determinantę da matriz A = [3]! x x e det A = 3. 


Determinantę de uma matriz quadrada de 2 8 ordem. 


O determinantę da matriz A = 


a il a i2 

a 21 a 22 J2 X 2 


, e o numero real obtido atra- 


ves do produto dos elementos da diagonal principal menos o produto dos elemen- 
tos da diagonal secundaria: 






det A = 

a n 

a i2 

“ a il a 22 a i2 ’ a 21 


a 21 

a 22 







ExempIo: 

Determinantę da matriz B — 
detB=9‘l™2 , 4=^ det 




det B = 1 


Determinantes 


Estudo dos determinantes 














Resolvido 


Calcu tar o determinantę da matriz M = 


+ 1 V3 
■J3 V2 - 1 j 


det M = (^2 + 1) (V2 - 1) - V3 • V3 = (2 - 1) - 3, logo, det M = -2 


Proposto 


845 Calcule o determinantę das seguintes matrizes; 

a) A = [5] 

b) B = [ji] 


d) D = 


5 

1 JS 


cos x sen 2x 
1 2 sen x J 


2. Cofator de um elemento a.. 

ił 

Cofator de um elemento a j( de uma matriz ąuadrada e o resultado do produto 
de (-1>‘ + ] pelo determinantę D fj , obtido pela eliminaęao da linha e da coluna do 
elemento a,,: 


cof(a lj ) = (-l) l + i *D, | 


Exemplo: 

Dada a matriz A 


1 

-1 

0 


2 3 


3 

4 


-1 

5 


, vamos calcular: 


a) cofator do elemento a n : 
1 2 3 
-1 


0 


1 


cof (a u ) = (-1) 


1 + I 


i 


3 -I 

4 5 


= 1 • (15 + 4) = 19 



Cofator oe um eiemento a 


336 


Determiimantes 


















b) cofa tor do elemento a,^ 

r u! rr " * ii 

1 .2 _ 3 -- 

-1 3 -1 

. o ; 4: 3 :-- 


I ł 

cof (a 2 , > = (-1) 2 + J • 

i__-. T 

c) cofator do elemento a 32 : 

I l 

cof(a 32 ) = C-D 3 + i * 


2 3 
4 5 


1 3 

-1 -1 


-1 * (10 - 12 ) = 2 


= -1 • ( -1 + 3 ) = -2 




c: 


l c 



Proposto 

846 Dada a matriz A = 

a) cof(a 12 ) 

b) cof(a 3 ,) 



1 

4 

3 


, determine: 


c) cof (a M ) 

d) cof (a 13 ) 


e) cof (a 53 ) 
0 cof (a 33 ) 



3. Teorema de Laplace 

O determinantę de urna matriz ąuadrada de ordem n (n ^ 2) e obtido pela soma 
dos produtos dos elementos de qualquer linha ou coluna pelos respectivos cofatores. 


Exemplo: 


Para calcular o determinantę da matriz A = 


, r i;-2 3 

W, 4 2 


3 7 

rar a l a coluna, pois a presenęa do elemento zero facilita os calculos: 


,vamos conside- 


Determinantes 


Teorema de Iapiace 






















detA = 1 ■ (-1) 


i + i 


4 2 
3 7 


+ O ■ (-1) 


2 + 1 


-2 3 
3 7 


+ 4 • (-1) 3 + 1 • 


-2 3 
4 2 

detA =11- 22 + 0 + 4-1- (-16) 
detA =22 — 64 
detA = —42 

Vamos desenvolver o calculo do mesmo determinantę,utilizando agora a 3 a 
coluna: 

1 “2 r .5] 


A = 


0 4 \ 2 \ 

4 3 L7JJ 


detA = 3 ■ (-1) 1 + 3 * 


0 4 
4 3 


+ 2 • (-1) 2 + 3 • 


1 -2 
4 3 


+ 7 ■ (-1) 


—1 \3 + 3 , 


1 -2 
0 4 


detA = 3 • 1 ■ (“16) + 2 • (-1) • 11 + 7 • 1 * 4 
detA = —42 

Em geral, o determinantę de urna matriz cjuadrada de 3 a ordem 


A = 


Sl a i2 a i3 

a 21 a 22 a 23 

a 31 a 32 a 33 


e obtido pela aplicaęao do teorema de Laplace. 


Podemos escolher os elementos da l a linha,por exemplo,e teremos: 

det A = a n ■ (a, 2 ■ 833 - 82 , • a^) - a !2 • (a 2J • “ S 5 ' Si> + a i 3 * <Si ’ S 2 ” S 2 ’ Si> 

Logo, o determinantę da matriz A e o numero real: 

det A = a u * a 22 * a 33 — a n * S3 ' a 32 — a i2 * a 2i * a 33 + a i2 ‘ S3 ‘ Si + a i3 ’ Si 
a 32 — a i 3 a 22 Sl 


detA a n • a 22 * a J3 + a 12 • a^ ■ a 31 + a |3 ■ a 21 ■ a J2 a 13 a-, 2 a 3I 


Si ‘ a i2 


Sł S2 a 23 ’ a n 


Teorema de Laplace 


Determinantes 



















Proposto 

847 Calcu le o determinantę das sesuintes matrizes: 



12 0' 


' 1 3 2 


'431' 

a) A = 

3 4 2 
16 3. 

b) B = 

5 2 3 
.401. 

c) C = 

2 1 5 
.16 2. 


4. Regra de Sarrus 

O determinantę de urna matriz quadrada de 3 a ordem pode tambem ser obtido 
atraves de uma regra pratica denominada regra de Sarrus. 

Consideremos a matriz: 


A = 


11 

a i2 

a i3 

21 

a 22 

a 23 

31 

a 32 

a 33 


l a passo Escrevemos a matriz e repetimos a l a e a 2 a colunas a direita da 3 a : 


11 

a i2 

a t3 

a 11 

a i2 

21 

a 22 

a 23 

a 21 

a 22 

31 

a 32 

a 33 

a 31 

a 32 


2 E passo Efetuamos a adięao algebrica dos produtos dos elementos indicados 
pelas setas conforme o esquema: 


>11 

a i2 

a i3 

a il a i2 

21 

a 22 

a 23 

a 21 

a 22 



> 


31 

a 32 

a 33 

a 31 

a 32 



trocar os sinais conservar os sinais 

dos produtos dos produtos 


detA — a , j ■ a^ ■ a^ + a 12 • a 2J ■ a^ + a 13 ’ ^ a i 3 ^2 a 3 i a n ' ^3 S 2 


a i2 ’ a 21 ’ a 33 
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Regra de Sarrus 













Exemplo: 

Vamos calcular o seguime determinantę: 
Aplicando a regra de Sarrus, temos: 


1 2 
4 5 
1 0 


12-312 

\ V/ w 0 

0 Si A 

4 5 2 4 5 

0 •* f ' 0 > 

/ A A H 

10 4 10 


Logo: 
1 2 
4 5 
1 0 


-„-~~-■ 

trocar 

os sinais 


\ x ^ 

'-v-— 

Gónservar 
os sinais 


-3 

2 

4 


(1 * 5 * 4) + (2 ■ 2 • 1) + (-3 • 4 ■ Q) - (-3 4 5 * 1) 
- (1 • 2 ■ 0) - (2 ■ 4 • 4) = 7 


Vejamos a seguir outra versao da regra de Sarrus: 
l a etapa 2 a etapa 


Conservar os sinais dos produtos. 


Trocar os sinais dos produtos 


a n 

ł V 


21 


12 


22 


\ 


a 


23 


a 32 a 33 

a 31 ’ a i2 

a 23 

a 33’ a 


a il ^22 

a 33 

a !3 * a 

’ A 

’ a 21 

a 32 

a u ’ 3 



1 2 

-3 


21 


3t 


12 


22 


32 


13 


23 


V > 

,ł 
0 V 


Exemplo: 

Vamos calcular a determinantę 
Sarrus. 


4 5 
1 0 


usando essa versao da regra de 


- . 0*. 

t ^ 0 V 

0 w > 

’ *■ ■* 

' V V 


S - 0 \ 0 0 

-(4 • 2 - 4) ' i o ,4} +(1*2-2) 

(-3 ■ 5 ■ 1) 'V' X+(I * 5 • 4) 

-O • 2 ■ 0) ## 


+C-3 ■ 4 • 0) 



Regra de Sarrus 
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1 2 -3 

4 5 2 = (1 • 2 • 2) + (1 • 5 • 4) + (-3 * 4 • O) - (4 * 2 • 4) - 

1 O 4 - (-3 • 5 • 1)- (1 ■ 2 ■ 0) - 4 + 20 + O - 32 + 15 + O - 7 



Resolvidos 


i Calcular os determinantes: 
a) | 8 | b) 

a) I 8 | = 8 


c) 


2 -3 4 
5 6 8 

1 3 7 


b) 

c) 


2-3 4 
5 6 8 

1 3 7 


1 ■ (-4) - ó + 4 = 10 


Aplicando a regra de Sarrus, temos: 


r ' * 

A. /> 


•» 


_ * H V 


,8 

- [7 ■ (-3) ■ 5] ' , 13; " % 1 • (-3) • 8 

n . x *' S \ * /n _ a . *7\ 


(4-6-1) 
-(2*8-3) ' 


. * (2-6-7) 
* (4-5-3) 


2 Determ inar o conjunto verdade da equaęao: 

-1 3 1 

-2 x + 4 x =0 

1 0 X 


f v .V V 

'k 

X \ * \ \ 

/ % A \ > 

/ > / f 

S* Y 


V > / / 

t 2 x + ,4,'X / 

6x sjStf X •' ^ 

(x + 4) ^ \ * -x(x + 4) 

o / 


2 -3 4 


5 6 8 = 1 -(-3) - 8 + 2 - 6- 7 + 

i 3 7+4-5-3-7 - (-3) * 5 - 
-4-6-1 - 2*8-3 = 


= -24 + 84 + 60 + 105 - 
- 24 - 48 = 

= 153 


-x(x + 4) + 3x + óx - (x + 4) «= 0 
—x E — 4x + 3x+6x — x — 4 = 0 
(-1) - x £ + 4x - 4 = 0 
x s — 4x + 4 = 0 



V = {2} 


Determinantes 


Regra de Sarrus 

















Propostos 

848 Calcule os determinantes 

e) 


a) | 2| 

b) | -3 | 

c) 


1 2 
4 3 


d) 


1 l°9b 
103 « 1 


0 

s) 

h) 


4 -3 

1 4 

2 -3 
1 5 

§ i 

0 3 


sen x -cos x 
cos x sen x 


849 Cafcule os determinantes, apiicando a re 
gra de Samjs: 


a) 


b) 


c) 


2 3 1 


5 0-1 

4 -2 1 

d) 

2 3 4 

2 1 1 


12 3 

1 2 3 


1 2 0 

3 2 1 

e) 

2 4 1 

0 4 3 


-3 -6 0 

-2 1 

3 i 



-3 

4 


850 Determine o conjunto soluęao das seguin- 
tes equaęóes: 


a) 


b) 


3 x 
2 4 

-1 3 
x 9 


= 0 


c) 

0 d) 


2x -4 
8 3 

x + 1 3 
1 2 


= 38 


= 7 


851 Determine o conjunto soluęao das equa- 
ęóes, apiicando a regra de Sarrus; 

1 x 1 


a) 


b) 


-2 -4 2 

4 8 3 

-3 4 x 

5 0 0 
2 1 2 


= 0 


= 0 


c) 


d) 


-2 1 x 

1 2 4 

3 -1 -2 

2x -3 0 

0 1 -2 
3-14 


= —7 


= 26 


852 (FAAP-SP) Calcule o determinantę da ma¬ 
triz 2x2, cujos elementos s3o: 

\ - i + 2j, se i ^ j 
_ ;2 


a,, = r - j, se i < j 


853 (UFPR) Dadas as matrizes A = 


e 8 


J-12 3' 

2 11 . 


2 -1 
-2 2 
0 1 

e sendo N = 50 + 


854 


855 


856 


857 


+ det (A • B), encontre o valor de N. 

(UFCE) Calcule o determinantę da matriz P®, 
sendo Pa matriz: 

Si -I 1 
Si 1 -1 
o si si 

Resolva a equaęao: 

1 - x 1 1 

1 1-x 1 =0 

1 1 1 - x 

(UFCE) Se o determinantę da matriz 
1 1 3k ' 

3k 1 1 t igual a 280, determine 

9k 2 3k 1 

o valor de 3k s - 2k. 

(FGV-SP) A soluęao da equaęSo 
x 0 1 

1 x 0 = 0 (x real) Ł 

0 1 x 

a) nao tem soluęao real d) x = 1 

b) x = V3 e) x = -1 

c) x = ±1 


Regra de Sarrus 
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5. Determinantę de uma matriz 
quadrada de ordem n maior que 3 

Para calcular o determinantę de uma matriz ąuadrada de ordem n > 3,aplicare- 
mos tambem o teorema de Laplace. 


Exemplo: 

No calculo do determinantę da matriz A = 


1 3 

0 4 

-2 -1 

0 5 

escolher a coluna ou linha com maior numero de zeros. 
13 2 1 
0 3 
3 -1 
2 


2 1 
0 3 
3 -1 
-4 2 


,vamos 


0 4 

-2 -1 


0 5-4 


t 

Escolhendo a l a coluna, temos: 




4 

0 i 

cof (a u 

) = (- 1) 1 +1 * 

-1 

3 - 



5 

-4 : 



3 

2 

cof (a 2! 

) = (-l) 2 + ‘* 

-1 

3 - 



5 

-4 



3 

2 1 

cof (a 31 

> = (-1)3+1 . 

4 

0 3 



5 

-4 2 



3 

2 1 

cof(a^, 

) = (-1) 4 + 1 • 

4 

0 3 



-1 

3 -1 


= -25 


= 11 


= 34 


= 13 


Fazendo a soma dos produtos dos elementos da l a coluna pelos respectivos 

cofatores, obtemos o determinantę da matriz A: 

detA = 1 * cof (a M ) + 0 ■ cof(a 2ł ) + (-2) • cof(a 31 ) + 0 • cof (a 41 ) 

detA = 1 ■ (-25) + 0 • 11 + (-2) • 34 + 0 • (13) = -93 

detA = -93 


Determinantes 
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Determinantę de lwa jawisz 
CUADfWSADE OfiDEM NMAIOROUES 















Resolvido 


Determine o conjunto soluęao da eguaęao: 


1 x -2 1 

0 14 2 

0 0x0 
-2 3 5 -1 

Vamos escolher a coluna ou linha com maior numero de zeros, 
1 x -2 1 


- 0 


0 1 
0 0 

-2 3 


4 2 
x 0 

5 -1 


= 0 


A terceira linha possut maior numero de zeros, entaor 


3 + 3 


1 

0 

-2 


1 

2 

-1 


cof (a 33 ) = C 1) 
Logo: 

x(-4x - 5) = 0 

v-M 

Propostos 


858 Calcule os seguintes determinantes, aplican 
do o teorema de Laplace: 

2 3-12 

0 4-35 
a) 


= -7 - 4x + 2 


b) 


c) 


d) 


1 

2 

1 3 

0 

4 

1 0 

-1 

3 

-1 - 

2 

1 

0 1 

0 

-1 

2 : 

0 

4 

1 -! 

3 

-1 

O 

O 

2 

1 

5 4 

3 

2 

1 0 

-1 

4 

-2 3 

0 

0 

0 3 

-1 

2 

1 4 

3 

4 

6 -1 

2 

0 

4 1 


859 Determine o conjunto soluęao das equaę5es: 


a) 


2 0 0 0 

1 x x -1 
x 1 2 -4 

2 4 6 -2 


- 6 


b) 


1 0 2 
2 0 0 

3 1 x 

4 0 1 


860 (FEI-SP)Se 


0 

-x 

-2 

x 

1 

X 

1 

1 


= -39 


5 1 
0 1 


= 0, entao: 


a) x = 1 

b) x = 0 

c) x = -2 

d) x = -3 

e) nao existe xque satisfaęa 


Detesmik+nie de iwa whk 

DE OEDEM NW JOBOJE 3 


Detesminantes 
























Determinantes 


Ficha-resumo 

Determinantę -\ 

• Determinantę de uma matriz quadrada n X n:e um numero real associado a matriz 
segundo determinadas regras. 


• Determinantę de uma matriz quadrada de 1* ordem: A - [a,,], x , 


detA = a,, 


• Determinantę de uma matriz tjuadrada de 2 a ordem: 


A = 


' a H 

a 12 

* 


„ a 2l 

a 22 J 

s 


detA = a,, ■ a 22 - a 12 ■ a 21 


J 


r Cofator ---\ 

Cofator de um elemento a., de uma matriz quadrada:cof (a^) = (-1)' +1 • D (j 

<_____ J 


s- Teorema de laplace —--\ 

O determinantę de uma matriz quadrada de ordem n (n > 2) e obtido pela soma 
dos produtos dos elementos de qualquer Iinha ou coluna pelos respectivos cofatores. 

_ 


Regra de Sarrus 







s ■*. % ^ 

-v, ’ <■ + 

■r 

m 

a Il 

a l2 

a, j 

a U a 12. a l3. a ll 

V / \ ^ ł * 

\ v " <■ 

a 12 

a 2l 

a 22 

a 23 

d 2\, J 22 d 2l 

f * % < \ 

a 22 

a 31 

a 32 

a 33 . 

S a 31 J - a 32 a 33 a 3l 

M * * A * 

a 32 

w ' ' 4 . 


troear os sinais conservar os sinais 


detA - a tl * a 22 * a J5 + a 12 • a., } • a 51 + a 13 ■ a 2] • a J2 z yi a 22 • a 3] a (l a 2J a J2 

— a i2 a 2i a ?5 




Determinantes 


Ficha-besumo 






























Compiementares 


866 Calcule o determinantę da matriz P* sendo 
Pa matriz: 


861 Calcule os determinantes: 

0 

V3 

0 ' 


-3 2 


0 — 


V3 

0 

V3 

a) 

3 -4 

c) 

4 

4 1 


0 

V3 

0 _ 


b) 


8 3 
5 4 


d) 


-5 

8 


862 Calcule os determinantes, aplicando a re- 
gra de Sarrus: 



1 

-3 

4 


-3 

4 

6 

a) 

0 

2 

5 

O 

1 

2 

3 


1 

3 

-1 


-7 

-4 

0 


b) 


-1 0 


863 Determine o conjunto soluęao das equaęóes : 
x + 3 2x - 1 
3 -2 


a) 


= 0 


b) 


2 x x 
1 2 1 

3 1 2 


= 12 


864 Determine os valores de x para que o 
determinantę da matriz: 


3 3 x 

4 4 4 
5x5 


seja nuta. 


865 Calcule os determinantes: 


a) 


b) 


0 
-4 

0 
5 

2 
0 

0 -2 

0 -1 


1 0 3 

2 1 -2 


4 1 
-1 0 

3 -I 

1 1 
3 
2 


867 (Fuvest-SP) Calcule os determinantes: 


1 

a 

0 


0 

1 

1 

B = 

0 

-1 

1 



A = 


868 Reso!va a equaęao: 

x 0 0 1 
0x10 
0x01 
10x1 


0 0 

1 -1 

0 0 

1 1 


x 

0 


869 (UFRS)Se 


x y z 
2 3 4 
1 2 3 


1 2 3 

6 9 12 
x y z 

vale; 


= -12, entao 


a) -4 b) c) j d) 4 
870 (FGV-SP) Considere a$ matrizes 


e) 12 


A = 


2 -1 
0 7 


e B = 


2 -2 
1 4 


871 


O determinantę da matriz A ■ B vale: 

a) 100 d) 130 

b) 110 e) 140 

c) 120 

(Mack-SP) O valor do determinantę 
113 1 


a) -4 

b) -2 

c) 0 


(Sugestao.- ap!ique a 
regra de Chió.) 

d) 1 

e) 1 131 


ExEKf.!C!OS r.OM»lEMr:•.: Ai-r'ś 
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Determinantes 

















































Determinantes 


872 (Maua-SP) Reso1va a equaęao: 
x O O 1 
0x10 _ 1 1 x 
0x01 " 1 O 
10x1 


873 (FCC-SP)Se 


1 2,4 

1 

2 


O 


-2 | -1 
b 


= 10, entaokś: 


53 


a) um numero inteiro d) igual a 

83 

b) menorque -4 e) igual a — 


26 


x . , 35 

c) igual a - ^ 

874 Resolva a equaęao: 

3 - x -1 -1 

2 x - 4 -2 

3 -3 x - 5 


= 0 


875 (FGV-SP) O valor do determinanto (onde log 
representa o logaritmo na base 10) 

111 1 
log 2 log 20 Iog200 Iog2000 

(log 2) s (log 20 ) 2 (log 200) 2 (log 2 000) e 
(log 2) 3 (log 20) 3 (log 200) 3 (Iog2000) 3 
t igual a: 

a) 0 b) 1 c) 2 d) 12 e) 20 

876 (Fuvest-SP) Calcule o determinantę 
1111 


A = 


12 2 2 
12 3 3 
12 3 4 


877 (FGV-SP) Seja a raiz da equaęao 


x 0 

1 x 

2 0 
0 0 

a) 16 

b) 4 

c) 0 


= 16. Entao o va!or de x s e= 


d) 1 

e) 64 


878 (ITA-SP) Seja a matriz A = 


a b 
c d 


,onde: 


a = 2< 1 + l03!S) ; b * 2 <lo3,e) ; c = log^j 81 
e d = log^a 27 

Uma matriz real quadrada B, de ordem 2, 
tal que AB e a matriz identidade de ordem 
2 e: 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


logyj 27 2 

2 los 75 81 J 


-1 2 


2 

-5 


-f 2 

2 -ij 

s -I 


“f l°3s 5 


!og e 5 3 log^j 81 
5 -2^ al > 


879 (Fuvest-SP)Seasmatrizes A = 


a b 
c d 


e 


8 = 


1 2 
0 1 
se afirmar que: 

a) A e irreversivel 

b) det A = 0 

c) b = 0 

d) c = 0 

e) a = d = 1 

880 (Unirio-RJ) O valor de 

' 5° i/9 I 7 

log e 4 |-6| esc 30 
x y z 

a) 0 

b) 4(y + 3z) 

c) 4(3x -I- y + 3z) 

d) 4x + 2y + 3z 

e) 12(x + z) 


sao tais que AB = BA, pode- 


e igual a: 


Determinantes 
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As varetas magicas 

A partir de varetas de bambu, os chineses criaram 
um original sistema de numeraęao escrita 



A origem do sistema chines de numeraęao se perde na 
noite dos tempos. Como acontece freąiientemente, o mito e a 
lenda prevalecem na ausencia de informaęóes precisas. As- 
sim, o antiquissimo Shi Ben (Livro dos Antepassados) conta 
como o lendario Imperador Amarelo, tido como o primeiro 
imperador da historia da China, ordenou a seus suditos Xi He 
e Chang Yi que observassem respectivamente o Sol e a Lua, e 
a um terceiro. Li Shou, que inventasse a aritmetica. Aprópria 
popularidade desse conto fez com que o povo acreditasse, por 
longo tempo, que Li Shou havia realmente inventado o con- 
ceito de mimero. 




No entanto, a ideia de que a noęao de numero tenha po- 
dido germłnar no cerebro de um unico homem, mesmo em 
se tratando de um genio, esta em flagrante contradięao com a 
realidade histórica. A noęao de numero e fruto de uma longa 
evoluęao que remonta a aurora da humanidade e que se im* 
pós progressivamente como uma necessidade resultante da 
própria atividade humana. 

Os mitos e as lendas podem nos oferecer alguns indicios 
sobre a ońgem dos mimeros na China, mas as escavaęóes 
arqueológicas trazem informaęoes mais concretas e sobretu- 
do mais fidedignas. 

Nas provmcias de Honan e Shanxi, entre os vestigios da 
cultura Yangshao (de 7 mil anos atras), os arąueólogos deseo- 
briram peęas de ceramica gravadas com sinais verticais e mai- 
cas em ziguezague que bem poderiam ser a primeira forma, 
ainda que balbuciante, da numeraęao chinesa. 

Após milenios de civilizaęao primitiva, aparece na China 
com a dinastia Shang (aproximadamente entre os seculos XV] 
e XI a.C.) a primeira sociedade estruturada em classes. Gra- 
ęas aos trabalhos arqueológicos, sabemos hoje que a cultura 
dos Shang era escravagista e havia alcanęado um grau consi- 
deravel de desenvolvimento, visto terem sido encontrados 
utensflios domesticos, armas e vasos sacrificiais feitos em 
bronze. Por volta do seculo XTV a.C., a dinastia Shang mudou 
sua capital para as cercanias da atual Xiaotun, próximo a 
Anyang (provincia de Honan), fato esse que parece haver co- 
incidido com um novo auge cultural e económico, alem da 
invenęao de uma forma de calendario. 


As varetas de calcular 

Na China antiga os calculos eram efetuados sem manipula- 
ęao direta dos numerais: para tan to, eram usados os chou, pe- 
quenas varas de bambu. Os matematicos chineses colocavam 
tais varetas em diferentes posięoes para representar os nume¬ 
ro s e efetuar as operaęóes. Essa manipulaęao era chamada de 
chou suan, o que significa literalmente “calcular com a ajuda 
doscftć>«”. 





Em 1971, foram encontradas trinta dessas varetas da epo- 
ca do imperador dos Han ocidentais, Xuan Di (73 a 49 a.C.). 
Su a forma e comprimento correspondem a descrięao que a 
Historia da dinastia Han faz delas, com a diferenęa de que 
nao sao de bambu, e sim de osso talhado. Em 1975 foi desco- 
berto um feixe de varetas, de bambu nesse caso, e um pouco 
mals longas do que as de Sharnd. Elas remontam ao reinado 
do imperador Wen Di (179 a 157 a.C.). Por ultimo, foram en¬ 
contradas em 1978 ceramicas decoradas com sinais e simbo- 
los que designam as varetas e que remontam ao periodo co- 
nhecido como dos Reinos Combatentes (473 a 221 a.C.). 

Nao existe atualmente qualquer indtcio que nos permita 
determinar com exatidao quando os chineses comeęam a usar 
as varetas de calculo, mas parece que eles ja haviam domina- 
do essa tecnica na epoca dos Reinos Combatentes. De qual- 
quer maneira, em textos oriundos daquele periodo ja apare- 
cem os ideogramas chou e suan. 

Para representar os numeros, as varetas eram colocadas 
em posięao horizontal ou vertical. 

A combinaęao dessas formas corresponde a um sistema 
decimal comparavel ao que se usa atualmente no Ocidente. A 
escrita vertical ser ve para marcar as unidades, a horizontal as 
dezenas, a vertical as centenas, a horizontal os milhares, e 
assim por diante, havendo entre os sinais um espaęo em bran- 
co que desempenha o papel do zero. Para representar um nu- 
mero bastava escrever essas formas verticais e horizontais 
da esquerda para a direita, alternando as unidades com as 
dezenas, centenas, milhares etc. 

O sistema decimal propriamente dito apareceu na China 
entre o periodo conhecido como “da Primavera e do Outono” 
(770 a 476 a.C.) e o dos Reinos Combatentes (473 a 221 a.C.). 
A partir de entao, passou a ser possiveł efetuar as operaęoes 
aritmeticas com a mesma facilidade e comodidade de hoje. 



(Extraido de DU SHI-RAN. Trąd. Sergio Ńesi da Fonseca. In: O Correio da Unesco. 

Rio de Janeiro, Fundaęao Getulio Yargas, 1994, n. 1, ano 22, pp. 20-21.) 


Sistemas 

lineares 


Z&ms de ^nto joga (Indos. 

£ o proMema eqnc mHitns vezes tU os Cnytęn 
em (tignres fae nKo enictrgĄmos. 

Stephen W. Hawking, 
astrofisico e matematico ingles 


1. Eąuaęao linear 

Para melhor desenvolver o estudo sobre sistemas lineares e necessario rever 
alguns conceitos sobre eąuaęao linear. 

Consideramos como eąuaęao linear toda eąuaęao do tipo: 


a i x i + 


a, x 2 


+ a 


x 3 + 


+ 


a X 

n n 


= C 


j 


onde: 


a„ a,, a.,..., a : coeficientes reais, nao todos nulos 

1’ 2’ S ’ n 

x,, x 2 , x y .... x n : sao as incógnitas 
c: termo independente 

Quando o termo independente e nulo, ou se|a, ąuando c = 0, a eąuaęao linear 
e homogenea. 

Exemplos: 

a) 2x + y + z = 4 

b) x + y = 5 

c) 4x + 5y + z = 0 (homogenea) 


2. Sistema linear 


Chama-se sistema linear a n incógnitas um conjunto de duas ou mais eąuaęóes 
lineares com n incógnitas. 


Exemplos: 


2x + 3y=7 Si 
1 X - y - 1 .r 


Sistema linear de duas eąuaęóes e duas incógnitas, onde 
cy sao as incógnitas e 7 e 1 sao os termos independentes. 


b) 


3x + y — 4z = —7 Sistema linear de tres eąuaęóes e tres incógnitas, 

x - 2y + 3z = 3 onde x,y ez sao as incógnitas e -7, 3 e 12 sao os 

2x - y + 4z - 12 termos independentes. 


Genericamente, um sistema linear de m eąuaęóes com n incógnitas, tambem 
indicado por sistema linear m X n (le-se:“m por n'"), e representado por um conjun¬ 
to de eąuaęóes lineares do tipo: 



EouAęAo linear 


Sistemas lineares 






li 


7) 


31 


x 1 +a 12 x 2 + a I 3 x 3 +... + a ln x n 
Xj + a 22 X 2 + 2 2 ) X 3 ••• a 2n X n 

x, + a J2 x 2 + a„ x } + ... + a Jn x„ 



#44 

*mt*l + *ua X 2 + a n,3 X J + 


4 4 4 


+ 


a mn x n 

mn n 



Soluędo de um sistema littear 

Uma soluęao de um sistema linear e um conjunto de valores que satisfaz ao mes- 
mo tempo todas as eąuaęoes do sistema linear. 


Exemplo: 


Para o sistema 


2x + 3y = 7 
x - y ~ 1 


, os valores que satisfazem as duas 
equaęóes sao x = 2 e y — 1. 


Logo, a soluęao do sistema e o par ordenado (2, 1). 


Sistema linear homogeneo 

Consideramos como sistema linear homogeneo aquele que possui todos os coe- 
ficientes independentes nulos. 


ExempIo: 

x + y + 2z = 0 
* 3x + 4y — z = 0 
2x + 3y ~ 3z = 0 

Todo sistema linear homogeneo admite a soluęao nula (0,0,, 0), chamada de 
soluędo trivial. 

Um sistema linear homogeneo pode ter outras soluęoes alem da trivial. 





I 



ResoIvido 

f 5x + v = 0 

Dado o sistema i + ^ _ 12 - verificar se ® soluęao cada um dos pares: 
a) (3, -15) b) (-2,10) 

. Js ■ (3) + (-15) = 0 bv f 5 ■ (-2) + 10 = 0 

' [ -3 + (-15) * 12 (Nao e soluęao.) f \ - (-2) + 10 = 12 (Ć soluęao.) 


SlSTEMAS LINEARES 


Sistema linear 







Propostos 


881 Considere o sistema • 


3x + 2y = -4 

_ _ X * o 
2 5 u 


e venfique se i soluęao cada um dos pares: 

a) (0, 0) b) (2, -5) c) (1, 0) 

882 Verifique qual dos pares ordenados ź. solu- 

x _ 2y _ __1_ 
ęao para este sistema: 3 5 15 

100x - 37y = 63 


a) (-1,1) 

b) (-1, —1) e) (1,1) 

c) (1, -1) 

883 Verifique se cada um dos pares ordena¬ 
dos t soluęao para este sistema: 

' x - y - z- 0 
< x - 2y - 2z = 0 . 

. 2x + y + z = 0 

a) (0,0,0) b)(0,1,-1) 0(1,1,1) 


3. Regra de Cramer 


Voce ja conhece algumas formas de obter o conjunto verdade de um sistema. 
Agora, aprendera dois metodos bastante praticos: a regra de Cramer e o escalona- 
mento, que facilitam a resoluęao de sistemas. 


Inicialmente, vamos considerar o sistema \ 


a, x + b, y = c, 
a 2 x + b 2 y = c 2 


a i b i 

a 2 b 2 


e a matriz incompleta do sistema. 


c l ec, sao os termos independentes do sistema. 



a t b, 
^2 b 2 
Ci b t 

c 2 b 2 


e o determinantę da matriz incompleta do sistema. 

e o determinantę da matriz obtida atraves da troca dos coefici- 
entes de x pelos termos independentes, na matriz incompleta. 




e o determinantę da matriz obtida atraves da troca dos coefici- 
entes de y pelos termos independentes, na matriz incompleta. 


Analogamente, podemos escrever a matriz incompleta de qualquer sistema 
linear n X n, assim como o seu determinantę D e tambem os determinantes D ; obti* 
dos atraves da troca dos coeficientes de urna i-esima incógnita pelos termos indepen¬ 
dentes no determinantę da matriz incompleta. 

A regra de Cramer pode ser aplicada para resolver um sistema n X n,onde D * 0. 
A soluęao e dada pelas razoes: 



Regra de cramer 


Sistemas uneares 















Exemplos: 

r 2x + = 7 

a) Para resolver o sistema \ _ ' , fazemos: 

[x y — i 


Calculo do determinantę D: 
2 3 1 2 


D = 


= -5 


1 -1 

Calculo do determinantę D : 



7 

3 

= -10 


2 

7 


1 

-1 

D v = 




y 

1 

1 


Logo: 




10 


= 2 


D -5 
Conjunto verdade: V = {(2,!)} 


b) Para resolver o sistema 


Calculo do determinantę D 


= -5 


y = 


D 


-5 

-5 


= 1 


x - 2y + z = 0 

2x + y — 3z = — 5, fazemos: 
4x - y - z = -1 


///W\ 


-4 -3 -4 


-1 24 —2 


D = 


1 -2 1 

2 1 -3 

4 -1 ~1 


= -4 - 3 - 4 - 1 + 24 -2 = 10 


D* = 


Dy = 


D, = 


0 -2 1 
-5 1 -3 

-1 -1 -1 

1 0 1 
2 -5 -3 
4 -1 -1 
1 -2 0 
2 1 -5 

4 -1 -1 


= 1 + 10 — 6 + 5 = 10 


= 20- 3 + 5- 2 = 20 


= -5 - 4 - 1 + 40 = 30 


Sistemas uneares 


Regra de cramer 


















Logo: 



-“-i 

y = - = ^ = z 

Z = Ł 

= — = 3 

D 

10 

D 10 

D 

10 


Conjunto verdade: V = {(1, 2, 3)} 


Propostos 

884 Resolva os sistemas de duas equaęoes apli- 
cando a regra de Cramer: 

f 2x - 3y = -5 
} \ x + 2y = 8 

b) / 3x - 2y = 5 
; \ 2x + y * 1 

885 Resolva os sistemas de tres equaęoes apli- 
cando a regra de Cramer: 

{ x - 2y + z = 1 

2x + y - z = 0 

—x + 3y - 2z = -3 

( 3x 4- 2y + 3z = 0 

x + y + z = 1 

-2x - 3y + 3z = -5 


886 


ResoSva os sistemas de tres equaęóes apli- 
cando a regra de Cramer: 


3x - 4y + 3z = -1 


a) 


2x - y 
x-3y 



-5 

-6 


f 2x - y + z = 2 
b) j x + y - z = 0 
[ 3x - 2y + 3z - 4 


x + y + z = 3 
c) s 2x - 3y + z = -1 
[-x + y - 2z = ~3 


d) 


3x - y = 5 - 2z 
< 2x + 3y - 4z = 2 
y-z = x 


4. Classificaęao de um sistema linear 

Quanto ao numero de soluęoes, um sistema pode ser posswel e determinado, 
posswel e indeterrninado ou imposswel. 

O sistema posswel e determinado (SPD) tern urna unica soluęao. 

Quando um sistema linear n X n e possiveI e determinado, o determinantę D da 
matriz incompleta e diferente de zero. Reciprocamente, ąuando o determinantę D 
da matriz incompleta e diferente de zero, o sistema e posstvel e determinado. 

O sistema posswel e indeterrninado (SPI) tem infinitas soluęoes. 

Quando um sistema linear n X n e indeterrninado, o determinantę D da matriz 
incompleta e igual a zero e tambem D, = D 2 = = ... = D n = 0. 

O sistema imposs(vel (SI) nao tem nenhuma soluęao. 

Quando um sistema linear n X n e impossivel, o determinantę D da matriz in¬ 
completa e igual a zero e D, e nao-nulo para, pelo menos, um i G {1,2,..., n}. 



ClASSIFlCApto DE UM SISTEMA IINEAR 
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Exemplos: 


a) O sistema 


3x - 4y = -5 
2x + y = 4 


e sistema possivel e determinado, 
pois: 


D = 


3 -4 

2 1 


11 


b)0 sistema 

nao e sistema possi'veI e deter¬ 
minado, pois: 


x + y = 4 
2x + 2y = 8 


D = 


1 1 
2 2 



Distinguiremos os casos SPI e SI, analisando se ha ou nao incompatibilidade 
das eąuaęóes do sistema. 


ResolvicJo 


Discutir o sistema abaixo, em funęao de a: 

f x+ y = 1 
[ 2x + ay = 3 

Para que o sistema seja SPD e necessario D * 0. 


D - 


1 1 
2 a 


= a - 2 


O sistema sera SPD para a-2*0oua^2. 

x + y = 1 
2x + 2y = 3 


Se a = 2, entao o sistema fica 


3 

A segunda equaęao e equivalente a 2(x +■ y) = 3 ou a x + y = 

* 3 

Como nao exi$tem dois numeros cuja soma seja simultaneamente 1 e g, as equaęóes sao incom- 
pativeis. Logo, o sistema e impossivel. 


Propostos 

887 C iass ifique os sistemas a duas equaęoes: 

1 4x - y = 1 
' \ 2x + 3y = 2 

b) j 3x - y =1 

J [6x-2y= 2 

r , f-2x + 8y= 3 

{ x - 4y = 2 

888 Verifique se o sistema e possivei e determi¬ 
nado: 


a) 


2x + y + 4z = 0 
< 5x + 2y - z = t 
~x + 3y + z = 2 





x + 2y - z = 1 
2x - 3y + 4z = 2 


1 3x - y + 3z = 3 


c) 


—2x + y - 3z = 0 

- x - y - 5z = 2 

3x - 2y - 2z = —3 



Sistemas lineares 
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889 Determine o valor de a, para que o sistema 
Jax - 2y =' 1 . 

|4x + 3y = 2 sejapossive!edeterminado. 


890 Calcule o valor de a e b para que o sistema 
f 4x - ay = 16 


4x + y — b 


seja indeterminado. 


891 Determine o valor de /rde modo que o sis- 

x "i - 2y — 1 

tema j 3x + ó ' = k seja impossivel. 

892 Discutir o sistema abaixo, em funęao de k. 
/ 6x + ky = 6 

{ 4x + 4y = 8 


5. Escalonamento dc sistemas 

Ja vimos que, para resolver um sistema de duas eąuaęoes e duas incógnitas, a 
regra de Cramer e muito pratica. Mas quando o sistema e formado por tres ou mais 
equaęóes, e coiweniente procurar um processo menos trabalhoso. Por esse motivo, 
vamos descrever o sistema emfonna de escada, ou seja, por escalonamento. 

Um sistema esta escalonado quando de equaęao para equaęao, no sentido de 
cima para baixo, houver aumento dos coeficientes nulos situados antes dos coefi- 
cientes nao-nulos. 


Exemplos: 

x+y+ z — t = 6 

Qx - y - 4z + 3t = — 13 
0x + Oy + 12z - 6t = 30 


x + y + z = 3 
0x + y + z = 2 
0x + Oy + z = 1 


Para escaionar um sistema, podemos utilizar as seguintes etapas: 

1) Colocar como l a equaęao aquela que tenha 1 como coeficiente da 1“ 
incógnita.Caso nao haja nenhuma equaęao assim, dividirmembro a mem- 
bro aquela que esta como l a equaęao pelo coeficiente da l a incógnita. 

2) Nas demais equaęoes, obter zero como coeficiente da l a incógnita (caso 
ja nao seja), somando cada urna delas com o produto da l a equaęao pelo 
oposto do coeficiente dessa incógnita. 

3) Repetir os itens 1 e 2, substituindo neles l a por 2 a , depois 2 a por 3 a eto. 


Resolviclos 


1 Classificar os sistemas e encontrar a soluęao usando o processo de escalonamento: 



r 2x + y + z = 3 

x + 2y - 2z = -5 

x + y + z = 4 

a) • 

x + y + z = 1 b) « 

2x - 3y + z = 9 c)' 

2x - y + 3z = ć 


. X - y- z = 2 

,3x - y + 3z = 8 

-x + 2y - 2z = -2 


Escalonamemo de sistemas 
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a) 


2x + y + z = 3 
x + y + z = 1 
x - y - z = 2 

inicielmente vamos escalonar o sistema: 


V etapa 


2x + y + z = 3 
x + y + z = 1 
x - y - z - 2 


invertemos a ordem da 1 fl e da 2 a equaęóes para obter 1 como coeficiente da 1 a 
incógnita. 

x + y + z = 1 
2x + y + z = 3 
x - y - z = 2 


2 a etapa: 


para obter zero como coeficiente da 1 a incógnita na 2 J equaęao, multiplicamos 
a 1 a eguaęao por (- 2} e adicionamos o resultado a 2* eguaęao. 


x + y + z = 1 
2x + y + z = 3 
x - y - z - 2 


(- 2 ) • m + < 2 a ) 



Para obter zero como coeficiente da (I 9 ) incógnita da 3 a equaęao, multiplicamos a I 9 equaęao 
por (—1) e adicionamos o resultado a 3 a equaęao. 

x + y + z = 1 
-y- z = 1 

— 2y - 2z = 1 


x + y + z = 1 
-y - z = 1 
x - y - z = 2 


C-D * d 1 ) + (3 9 ) 


3 a etapa: 


para obter zero como coeficiente da 2 a incógnita da 3 a equaęao, dividimos a 2 a 
equaęao por(-1); depois, multiplicamos o resultado por (+2)eadicionamos o 
novo resultado a 3 9 eguaęao. 


(+2)-[(2 9 ):(-1)] + t3 fl ) 



x + y + z = 1 
-y- z = 1 
-2y - 2z = 1 

Com o sistema escalonado, poderiamos obter o valor das incógnitas. Porem, observamos que 
a 3 a equaęao, 0 = — 1, demonstra urna impossibilidade. Logo, o sistema e considerado im- 
possfvel (SI). 

r x + 2y - 2z = -5 
b) < 2x - 3y + z = 9 

3x - y + 3z = 8 

Inicialmente vamos escalonar o sistema; 


1 a etapa: 


x + 2y - 2z = -5 
2x - 3y + z — 9 
3x — y + 3z = 8 


multiplicamos a I 9 equaęao por{-2) e adicionamos o resultado a 2 a . Multiplica¬ 
mos a 1 a equaęao por ( -3) e adicionamos o resultado a 3 fl . 

x + 2y ~ 2z = -5 


(-2) ■ o fl ) + m 

(-3) * (1 a ) + (3 1 ) 


-7y + 5z = 19 
-7y + 9z = 23 


2 a etapa; 


x + 2y - 2z = -5 
-7y + 5z = 19 
- 7y + 9z = 23 


adicionamos a 2 a equaęao multiplicada por (-1) a 3 a equaęao, 
-1 • (2 a ) + (3 a ) 


x + 2y - 2z = -5 
-7y + 5z = 19 
4z = 4 


SlSTEMAS LINEARES 
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Com o sistema escalonado, podemos determinaras incógnitas da seguinte forma; 

• Obtendo z na 3' 3 equaęao; 

4z = 4 z = 1 

« Substituindo z = 1 na 2 a eguaęao, obtemos y 
-7y + 5z = 19 

— 7y + 5 • 1 — 19 => — 7y =14 => y = —2 

• Substituindo z = 1 e y = - 2 na 1“ equaęao, obtemos x- 
x + 2y - 2z = -5 

x + 2 • C-2) - 2-1 = -5=>x-6=-5=>x = 1 


V= ((1, -2,D) 


Observe que esse sistema apresenta uma unica soluęao. Portanto, e um sistema possfvel e 
determinado SPD. 


O 


X + y + z = 
- 2x - y + 3z = 
-x + 2y - 2z = 


4 

6 

-2 


Inicialmente vamos escalonar o sistema: 


V etapa; 


multiplicamos a 1 J equaęao por - 2 e adicionamos o resultadoa 24 adictonamos 
a 1 fl equaęao a 34 


X + y + z = 4 

2x - y + 3z = 6 

-x + 2y - 2z = -2 


(-2) -(1 a ) +{2 a ) t 

(1 a ) + C2®) 


x + y + z = 4 

< -3y + z = -2 

3y - z = 2 


2 a etapa; 


adicionamos a 9 3 equaęao a 34 


x + y + z = 4 

—3y + z~ -2 
3y - z = 2 


C2 9 ) + <3 ł ) 


x + y + z = 
—3y + z = 
0 = 


4 

-2 

0 


Com o sistema escalonado, podemos determinaras incógnitas. 

Como na 3 J equaęao encontramos uma identidade (0 = 0), temos duas equaęóes e tres incóg¬ 
nitas. Logo, o sistema admite infinitas soluęóes. 

Quando isso ocorre, calculamos o srau de tndetermmęao do sistema, que e dado pela dife- 
renęa entre o numero de incógnitas e o numero de equaęóes. Nesse caso, o grau de 
indeterminaęaoeiguaia 1. Portanto, atribuimosum valorarbitrśrio A:(ke R)auma dasvariaveis. 

Considerando um valorarbitrariofc(ke R) para a variavel z, obtemos da 2 i equaęao o sćguinte: 
-3y + z = -2 => -3y + k = -2 => y = 

k + 2 

Substituindo y = Q - e z = k na V equaęao, obtemos: 


k -f 9 

x + + k = 4 


3x -i- k + 2 + 3k = 12 => x = 


“4k + 10 


-{ 


-4k + 10 k + 2 ,1 
k 

J 


, k e R 


3 ' 3 

Observe queavariavelzfoi atribuidoumyaiorarbitraiio^fkG R)queassumeinfinitosvalores. 
Portanto, o sistema assume infinitas soluęóes, ou seja, o sistema e possivel e indeterminado 
CSP1). 
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Propostos 


893 


Ctassifique os sistemas e encontre a solu¬ 
ęao usando o processo de escalonamento; 


a) 


b) 


c) 


x + y - z = 1 
< 2x + 3y ~ 3z = 3 
x — 3y + 3z — 2 

-x + y - z = 4 
x - y + z = 0 
x - y =2 

2x + 2y + 3z = 5 
x + y + 2z = 3 

3x + 4y + 2z = 0 


2x + 6y + z - 11 
d) ^ x + 3y - z = 9 
4x + 9y — 7z = 38 


O 


f) 


x + y + 3z = -5 
3x - 2y + 4z = 0 

2x - 3y + 7 . = 5 

2x - 3y + 5z = 0 
x - y + z = 0 
_3x + 2y -12z = 0 


894 (UFES) O sistema linear 


2x + 3y + 4z = 9 
x - y + 2z = 2 
x + 4y + 2z = 7 


a) admite soluęao iinica 

b) admite infinitas soluęoes 

c) admite apenas duas soluęoes 

d) nao admite soluęao 

e) n.d.a. 


895 (Fuvest-SP) 


x + 2y + 3z = 14 
4y + 5z = 23 
6z = 18 


Entao, xe igual a: 
a) 27 b) 3 c) 0 


d) -2 e) 1 


896 


897 


(Fuvest-SP) Para quais valores de a o siste¬ 


ma linear 


x + y + z = 1 
^ 2x + 3y + 4z = a 
-y - 2z = a 5 


admite soluęao? 


(Fuvest-SP) Resolva o sistema linear 
x + 2y + z = 2 

x - y -i- mz = n nos seguintes casos: 
x + 3y + 2z = 1 


898 


899 


900 


901 


902 


a) m = 0en = 0 

b) m = -2 e n = 0 

c) m = -2 e n - 5 

(Vunesp-SP> Misturam-se dois trpos de lei- 
te, urn com 3% de gordura e outro com 4% 
de gordura para obter, ao todo, 80 litros de 
leite com 3,25% de gordura. Ctuantos litros 
de leite de cada tipo foram misturados? 


(ITA-SP) O sistema de equaęóes 

x + 3y — z = 6 
< 7x + 3y + 2z = 2 
t Sx - 3y + 4z = 10 

a) tern somente urna soluęao 

b) tern infinitas soluęoes 

com 9 (x + y) = 14 e 9 (2y — z) = 40 

c) tern infinitas soluęoes 

com 9 (x + y) = 34 e 9 (2y - z) = 20 

d) tem infinitas soluęoes com x dado em 
funęao de ye z 

e) nao possui soluęao 


(ITA-SP) Considere a equaęao 



' 4 ' 


' 5 ' 


' 7 " 


' 0 ' 

X 

-16 

+ y 

1 

+ Z 

0 

= 

0 


4 _ 


2 


3 _ 


. 0 _ 


onde x, ye zsao numeros reais. E verdade 
que: 

a) a equaęao admite somente urna soluęao 

b) em qualquer soluęao, x 2 = z 2 

c) em quaiquer soluęao, 16x* = 9z 2 

d) em qua!quer soluęao, 25y® = łóz 2 

e) em qualquersoluęao, 9y* = łóz 2 

(UFRN) A soluęao do sistema 

x + y + z = 6 
' 4x + 2y - z- 5 €= 
x + 3y + 2z = 13 

a) (-2, 7,1) d) (2, 3,1) 

b) (4, -3,5) 0(1,2, 3) 

O (0,1, 5) 


O valor de a para o qual o sistema de equa- 


ęoes 


2x - y = 1 
ax + 3y = 2 


nao possui soluęao ź. 


a) -6 c) 0 e) 6 

b) -5 d) 5 


Sistemas uneares 
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Ficha-resumo 


Sistemas lineares -^ 

Chama-se sistema linear a n incógnitas um conjunto de duas ou mais eąuaęoes 
lineares com n incógnitas. 

^___ J 


Soluędo de um sistema linear -. 

Uma soluęao de um sistema linear e um conjunto de valores que satisfazem ao 
mesmo tempo todas as eąuaęoes do sistema linear. 

___J 


^ Sistema linear homogeneo --- 

E todo sistema linear cm que os coeficientes independentes sao todos nulos. Ele 
sempre admite pelo menos a soluęao trivial (0,0, 0). 

_ 


r 


Regra de Cramer 


E aplicavel na resoluęao de um sistema n X n.onde D * 0. A soluęao e dada por: 


_ D , _ 

X l D ’ X 2 D ’ X 3 D ’ X n 


Classificaęao de um sistema linear -. 

Quanto ao numero de soluęóes, o sistema pode ser: 

• Sistema possiveI e determinado SPD uma unica soluęao: D ^ 0 

• Sistema possivel e indeterminado SP1 infinitas soluęóes: D = 0 e 
D l = 0,V 1 e{l,2 t ...,n) 

• Sistema impossivel SI nenhuma soluęao: D = 0 e D, * 0, para algum 
i G {1,2,n} 

_ 


Escalonamento de sistemas -v 

Um sistema esta escalonado ąuando de eąuaęao para equaęao,de cima para baixo, 
houver aumento dos coeficientes nulos situados antes dos nao-nulos. 

__ J 
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Sistemas lineares 


Compiementares 


903 


904 


905 


906 


907 


908 


909 


910 


911 


Discuta os sistemas de duas equaęóes; 

J3x- y = 1 bl f~4x + 2y= 0 

; |2x - 4y = 5 ; \ 10x - 5y = 7 

Discuta os sistemas a trćs equaęóes: 

' x + 4y - z = 0 

a) * 2x - y + 2z = 3 
k -3x + 2y + z « -1 
r 4x — y + 2z = -1 

b) j -x + 3y - z = 3 

l 3x + 2y + z = 2 

Determine o valor de a para que o sistema 
3x + y = 1 
-óx + ay = 2 


tenha soluęao. 


Determine o valor de k para que o sistema 
kx + 4y = 2 
x - 2y = -1 


seja indeterminado. 


Calcule o vaior de m para que o sistema 

mx + y - 0 se j a po S sivel e determinado. 
3x + y = 0 1 

Determine o valor de k para que o sistema 
3x + ky + z = 1 

2x - 3y - 2z = 2 se j a possfvel. 
x + 4y + z = 3 

(Fuvest-SP) O sistema linear 

f x ■ log 2 + y - log 3 = a 
{ x ■ log 4 + y • log 9 = a 

a) tem soluęao unica se a - 0 

b) tem infinitas soluęóes se a = 2 

c) nao tem soluęao se a = 3 

d) tem infinitas soluęóes se a = 4 

e) tem soluęao unica sea = 9 

(UCP-PR) Re$olvendo o sistema 
x + y + 3z = 2 
3x - y - 2z = 1 , 

x + 3y + z = —3 
o valor da soma x + y + z t: 


912 (FAAP-SP) O sistema 


2x + 3y - z - 3 
x + y + 2z = 3 
x - y + 4z = 1 
tem como unica soluęao a tema de nume- 
ros reais (x 0 , y 0 ,1). Nessas condięóes, tem- 
se que: 

a) x 0 = 1 d) y 0 = -2 

b) y 0 = 1 e) x„ = 2 

c) = —1 

913 (FGV-SP) Se a terna ordenada (a, b, c) de 
numeros reais Ł soluęao do sistema 

x + y - z = 0 
x - y + z = 2, entao a soma 
2x + y - 3z = 1 
a + b + c ź igual a: 

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 

914 (ITA-SP)Analisando o sistema 

3x - 2y + z = 7 
x + y - z = 0 
2x + y - 2z = -1 
concluimos que este i-. 

a) possrvel e determinado com xyz = 7 

b) possivel e determinado com xyz = -8 

c) possivei e determinado com xyz = 6 

d) possivel e indeterminado 

e) impossivel 

1 3x + 2y + z = m 
4x + 5y + z = 1 
x + 3y =2 

Serś possfvel para; 

a) m = -1 d) m * 0 

b) m = 1 e) qualquerquesejam 

c) m % 3 

* 

916 (Santa Ursula-RJ) Considere o sistema S se- 
guinte: 

' 2x + 3y + z = 1 
S = ■ 4x + 6y + 2z = 5 
6x + 9y + 3z = 2 


a) 5 b) 15 c) 6 d) 12 

e) 0 

Quanto as suas soluęóes, podemos afirmar 


'X + 

y = 0 

que; 

(Fuvest-SP) O sistema linear. 

X + 

z =0 

a) S possui soluęao unica 

e indeterminado para: 


mz = 0 

b) S possui urna infinidade de soluęóes 

a) todo m real d) m = - 

1 

c) 5 nao possui soluęao 

b) nenhum m real e) m = 0 


d) S possui exatamente duas soluęóes 

c) m = 1 



e) S possui exatamente trśs soluęóes 


Sistemas lineares 


363 


Exercioos compiementares 











> ć}<ii{nl urn ytmcB mĄii 


Equaęoes 
e muita 
imaginaęao 

podem criar 

coloridas 

galaxias 


Planetas com florestas estra- 
nhas, mares cor de laranja e monta- 
nhas com milhares de picos pontia- 
gudos — sao alguns dos mundos 
imaginados pelo artista grafico Greg 
Sams, que trabalha em Londres, na 
Inglaterra. Na verdade, ele faz uma 
especie de cotagem com o auxilio do 
computador, como se recortasse pe- 
daęos redondos de fractais para cri* 
ar um planeta ou uma estrela de con- 
torno regular. 


Os fractais sao criados a partlr de uma equaęao e com a ajuda de mlihoes de calculos, 
realizados pelo computador 












Corel Stocfc Photo 


“O que mais me fasdna e procurar no- 
vos padroes de urn mesmo fractal para cons- 
truir as minhas imagens”, diz o artista. Isso 
porque quanto mais voce se aproxima de um 
fractal, mais detalhes voce consegue enxer- 
gar nele. Parece nao ter firn — e urna visao do 
infinito. Desse modo, Sams vai ampliando de- 
terminada area dezenas ou centenas de vezes 
— e sempre observa desenhos diferentes. 

Diferentes porem parecidos. Pois nao bas¬ 
ta ter dimensao fracionaria para ser um fractal. 
E preciso que o objęto seja auto-semelhante: 
suas partes devem se parećer muito entre si e 
representar o todo. Ou seja, um fractal pode 
ser comparado a urna couve-flor— se alguem 
cortar um pedaęo dela, vera que ele tern a cara 
da verdura inteira. A terceira e ultima carac- 
teristica de um fractal e ser fruto de um pro- 
cesso iterativo. No jargao dos matematicos, 
isso significa repetir urna formula inumeras 
vezes. E dessa repetięao que surge a imagem. 



Arte e ciencta se veem representados nos fractais 


(Extraido de Superinteressante. Sao Paulo, n. 10, ano 8.) 
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jĄ v&rdadetra Uo^iiZncia zcmfia da iioyiiZncta, 
Ą verdad£tra morał zomfia da morat} 
jrmr dizer gtu a morat do 
jtuzo zomfia da morał do e&pmto, 
nao tern. regras. 

■pois £ fto jnizo jfM pirUnct o Swt\mlnto, 
como as ciZytcias pertencem ao espinto. 

A ftnura £ a parU do fn£zo, 
a cpeometńĄ, ą do c&pmto . 

ZćLcmfiar da ftłesofta, £, im verdade, ffic&ofiar. 


Blaise Pascal (1623-1662), 
matematieo frances 




1. Principio fundamental 
da contagem 

A analise combinatória e um ramo da Matematica que tem por objetivo resolver 
problemas que consistem, basicamente,em escolher e agrupar os elementos de um 
conjunto. Possui aplicaęao direta no calculo das probabilidades, sendo instrumento 
de vital importanda para as ciencias aplicadas, como a Medicina, a Engenharia e a 
Estatistica, entre outras. 

Cada exempio abaixo mostra todas as possibilidades de ocorrer um experimento. 
a) Em ąuantas ordens diferentes 4 pessoas podem se sentar num sofa de 4 lugares? 

Vamos descrever a arvore de possibilidades: 































A arvore mostra toclos os modos possfreis de as 4 pessoas se sentarera num sofa 
de 4 Iugares, ou seja: 

4 - 3 ■ 2 ■ 1 = 24 => 24 possibilidades 

O principio fundamcntal da contagem diz que urn acontecimento ocorre em 
duas situaęóes sueessivas e independentes.sendo que a l a situaęao ocorre de a ma- 
neiras e a 2 a situaęao ocorre de b maneiras, entao o numero total de possibilidades de 
ocorrencia desse acontecimento e dado pelo produto a • b. 

Exemplo: 

Ura rapaz possui 4 bermudas e 3 camisas.De quantos modos diferentes ele 

pode se vestir com essas roupas? 

Vamos indicar bermuda com a letra b e camisa com a letra c e dispor as 

maneiras possiveis no quadro: 


bermuda 

camisa 

b i 

. 

b 2 

b 3 

b 4 


c .' b . 

C 1 ’ b 2 

c * b 
u 3 

c, b, 

Cz .... 

1 C 2 ■ b, 

C 2 " b 2 

C 2 " b 3 

C 2* b 4 

S 

c 3' b i 

c * b 

^3 u 2 

S b 3 

V b 4 


O ąuadro mostra que existem 3*4= 12 modos distintos. 


I 


Resolvido 

Renato, Josź e Cristina disputam um tomeio de xadrez no quat sao atribuidos premios ao cam¬ 
peao e ao vice-campeao. Quais sao as premiaęoes poss[veis? 

Para facilitar a compreensao do probiernia, podemos usara arvore de possibilidades. * 

Campeao Vice-campeao Premiados 


Renato 



Jose 

Cristina 


Renato e Josć 
Renato e Cristina 


Jose 


- Renato 

-Cristina 


Josć e Renato 
Jose e Cristina 


Cristina 



Renato 

Jose 


Cristina e Renato 
Cristina e Jose 


Existem 3x2 = 6 maneiras possiveis de premiaęao, ou seja, para a posięao de campeao ha 3 
possibiiidades e para cada urna delas hś 2 possibilidades de vice-eampeao. 


Principio FUNDAMENTA! DA CONTAOtM 
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Propostos 

924 

917 Marina tern 5 blusas e 2 saias. De quantos 
modos diferentes ela pode se vestir com 
essas roupas? 


918 Em um balie hś 12 moęas e 8 rapazes. Quan- 
tos casais podem ser formados? 


919 Renato vai a um clube no qual existem 4 por- 
tas de entrada que dao acesso a 2 elevado- 
res. Ele pretende ir ao 6 C andar. De quantas 
maneiras diferentes podera faze-lo? 

925 

920 Quantos numeros pares de 2 algarismos 
podem ser formados no sistema decimal? 


921 Uma pessoa possut 10 envelopes diferen¬ 
tes e 8 selos diferentes. De quantos modos 
essa pessoa pode enviar uma carta utilizan- 
do 1 envelope e 1 selo? 


922 De quantos modos 3 pessoas podem se 
sentar num sofa de 5 lugares? 

926 

923 (Unicamp-SP) Sabendo que numeros de te- 
lefone nao comeęam com 0 nem com 1, 
calcule quantos diferentes numeros de tele- 
fone podem ser formados com 7 algarismos. 



(Fatec-SP) Dispomos de 4 cores diferen- 
tes entre si; todas elas devem ser usadas 
para pintar as 5 letras da palavra FATEC, 
cada letra de urna só cor, e de modo que 
as vosais sejam as ónicas letras pintadas 
com a mes ma cor. De quantos modos 
pode ser feito isso? 

a) 4 d) 120 

b) 36 e) 24 

c) 28 

(UFBA) Existem 5 ruas Ugando os supermer- 
cados S 1 e S s e 3 ruas ligando os super- 
mercados S a e S 3 , Para ir de S, a S 3 , pas- 
sando por S 2 , o numero de trajetos dife¬ 
rentes que podem ser utilizados z. 

a) 15 d)5 

b) 10 e) 3 

c) 8 

(Mack-SP) Com os algarismos 1,2,3, 4,5 e 
6 sao formados numeros de 4 algarismos 
distintos. Entre eies, sao divisfveis por 5: 

a) 20 numeros d) 120 numeros 

b) 30 numeros e) 180 numeros 

c) 60 numeros 


2. Fatorial 


Considerando um numero n , sendo n € N e n 5* 2, temos: 



, onde: 


• a leitura do simbolo n! e:“» fatorial”; 

• n! e o produto de todos os numeros naturais de la te n; 

• estendendo a definięao: 0! = 1 e 1! = 1. 

Exemplos: 

a) 2! = 2 ■ 1 = 2 

b) 3! = 3 ■ 2 • 6 

c) 4! = 4 • 3 ■ 2 • 1 = 24 

d) 5! = 5 * 4 ■ 3 • 2 * 1 = 120 



* 
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Fatoriai 





ResoIvicJos 


1 Simpiificar as expressóes: 


a) f 


h> 12 ! 

b) W 


c) 


4! + 5! 

4! 


a > ^r 


3! _ 3 • 2! _ 3 •ff' _ 


2 ! 




= 3 


_ 12! 12-11* id 12-11 

w lor ’ — JS!— " — W - 

cH+S.iL + 5L-4+ -M- = 1 +5-6 
c) 4! 4! 41 "Ji? 


d) 


(n + 1)! _ (n + 1 ) • nja-^yf _ 


(n - 1)1 


1 = n (n + 1) 


J( (n + 1)!_i 

d) (n - 1)!' C ° m P * ' 


(x 4* 2}! 

2 Resolver a equaęao x , ‘ = 6, com x s 0. 


(x + 2)! 
x! 


= 6 


(x + 2) (x + 1)1 , 

x! 

(x + 2) (x + 1)^ _ 6 

M 


(x + 2){x+ 1) = 6 

x a + x + 2x + 2 = ó 
x* + 3x - 4 = 0 


x = 


-3 ±5 



, -3 + 5 , 

x = —— = 1 


x = 


2 

3-5 


= -4 (nao corwem) 


V = {1} 


Propostos 


927 Calcu!e o vaior dos numeros fatoriais: 

a) 0! 3) 3! - 2! 

b) 1! h) 0! + 1! 

c) 6! i) 2! 3! 

d) 7! j) Ot 5! 

e) 2! + 31 I) 4! 2! 

f) 1! + 4! 


928 Simplifique as expressóes: 


a) -ff 


c) 


d) 


e) 


f) 


61 


5! 2! 
8 ! 

4! 6! 
2 • 4! 
4! 4! 


929 Simplifique as fraęóes: 


a) 


n! 


(n - D! 

x! 

(x - 2)! 

ofiL + Dt 

CJ n! 


C2x + 21 

C2x)! 


b) 


e) 


f) 


x! (x + 2)! 


(x- 1)! (x + 1)1 
(n - 1)! + (n - 2)! 


n! 


930 Determine o valor de x, de modo que se 
tenha: 

a) x! = 1 o) x! = 720 

b) x! = 24 d) x! = x 


931 


Resolva as equaęóes: 
a \ 1)- _ -J2 

a) (n-1)! 1S 


Fatobial 


3 3 
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932 


b) 


n! 

(n - 2)1 


= 20 


Cn- 1)!(n + 2)! 
CJ n! (n + 1)! 


(Santa Casa-SP) A soluęao da equaęao 

/ n T isl ^ ~ = 4eumnumeronatural: 

(n + 1)! (n — 1 )\ 

a) par 

b) cubo perfeito 

c) maiorque 10 

d) divis(vel por 5 

e) mOltiplo de 3 


933 


934 


935 


(PUC-5P) Se (n - 6)! = 720, entao n e igual a- 

a) 12 d) 4 

b) 576 e) 30 

c) 16 

(UFRN) Se (x + 1)! = 3 (x!), entao xe igual a: 

a) 1 d) 4 

b) 2 e) 5 

0 3 

Simplifique a expressao 

(n + 2)! + (n + 1)(n - 1)! 

(n + 1) Cn - 1)1 


3. Permutaęao simples 

Permutaęao simples de n elementos distintos e qualquer grupo ordenado dćsses 
n elementos. 

Permutando os 3 elementos distintos de A = {x,y, z}, por exemplo, temos: 

(x, y, z); (x, z, y); (y, x, z); (y, z, x); (z, x, y) e (z, y, x). 

Obtemos o numero de permutaęóes simples igual a 6. 

Notę que para a primeira posięao ha tres possibilidades (qualquer das letras), 
para a segunda posięao sobram duas letras (2 possibilidades) e para a terceira posięao 
temos só urna letra ainda nao usada. 

Para calculo do numero de permutaęóes simples, usamos: 


P n = n!, ou seja, P„ = n * (n — 1) • (n — 2) ■ • 1 


Portanto,o numero de permutaęóes simples de n elementos distintos ę igual a n 
fiitorial. 


ExempIo: 

Vamos calcular o numero de anagramas da palavra LAPIS, lembrando que 
um anagrama e uma palavra formada com as mesmas letras da palavra dada, 
podendo ter ou nao sentido na linguagem usual. 

Como a palavra LAPIS possui 5 letras, basta calcular: 

P 5 = 5! = 5 * 4 ■ 3 • 2 • 1 = 120 
Assim, o numero de anagramas da palavra LAPIS e 120. 
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Resolvido 

Considerar a palavra DILEMA e determinan 

a) o numero total de anagramas 

b) o numero de anagramas que comeęam com a letra D 

c) o numero de anagramas que comeęam com a letra De terminam com a letra A 

d) o numero de anagramas que comeęam com vogal 

a) O numero total de anagramas t-. 
p 6 = 61 = 720 

b) Para calcular o numero de anagramas que comeęam com a letra D, fixamos a letra D e permu- 
tamos as demais. 

DILEMA P 5 = 5! = 120 

'-y- 

Ps 

c) Neste caso, vamos fixar a letra D e a letra A z permutar as demais. 

P ILE M A P, = 41 = 24 

P. 

d) No item b, vemos que para cada letra fixada na pnmeira posięao ha 120 anagramas. Como 
existem 3 vogais diferentes, o numero de anagramas que comeęam com vogal e: 

3 ■ 120 = 360 anagramas 


Propostos 

936 Da palavra LIVRO: 

a) quantc >5 anagramas podemos formar? 

b) quantos sao os anagramas que come¬ 
ęam com vogal? 

c) quantos sao os anagramas que come¬ 
ęam com consoante? 

937 Da palavra ADESIVO: 

a) quantos anagramas podemos formar 
com as letras SI juntas e nessa ordem? 

b) quantos sao os anagramas da palavra 
ADESlVO que comeęam com a letra D 
e terminam com a letra VI 

938 Ouantos anagramas da palavra FUVE$T pos- 
suem as vogais juntas? 

939 De quantos modos 6 pessoas podem se 
sentar em 6 cadeiras, em fila? 

940 (FE1-SP) Obter o numero de anagramas for- 
mados com as letras da palavra REPUBLI- 
CA, nos quais as vogais se mantćm nas res- 
pectivas posięóes. 


941 (Fuvest-SP) O numero de anagramas da pa- 
lavra FUVEST que comeęam e terminam 
com vogal ż-. 

a) 24 d) 120 

b) 48 e) 144 

c) 96 

942 Os anagramas da palavra EDUCATIVO que 
comeęam com vogal e terminam com con- 
soante sao em numero de: 

a) P, d) 2 ■ P 7 

b) P 7 e) 20 ■ P 7 

O P 7 ■ P s ■ K 

943 (FCC-BA) Ouanto aos anagramas da pala- 
vra ENIGMA, sejam as afirmaęóes: 

I) O numero total deles 1 720. 

^ II) O numero dos que terminam com a 
letra A ź 25. 

Itl) O numero dos que comeęam com EN 
e 24. 

Assinale a altemativa correta: 

a) Só a afirmaęao I e verdadeira. 

b) A afirmaęao II e verdadeira. 

c) Só a afirmaęao III e verdadeira. 

d) As afirmaęóes I e II sao verdadeiras. 

e) As afirmaęóes I e III sao verdadeiras. 



Permutac;Ao simpłes 
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4. Arranjo simples 

Chamam-se arranjos simples todos os agrupamentos simples de p elementos 
que podemos formar com n elementos distintos.sendo p =£ n. Cada um desses agru¬ 
pamentos se diferencia de outro pela ordem ou natureza de seus elementos. 

A notaęaopan* o numerode arranjos simples de n elementos tomados papę: 

c - '■ 

A n* p 

V i 


Exemplo: 

Urna escola possui 18 professores. Entre eles,serao escolhidos: um diretor, 
um vice-diretor e um coordenador pedagógico. Quantas sao as possibilida- 
des de escolha? 

Os agrupamentos sao arranjos simples,pois 2 deles se distinguem por terem 
algum professor diferente ou por terem as mesmas pessoas mas em cargos 
diferentes. 

Veja a tabela: 


Cargo 

Diretor 

Vice 

■ 

C. Pedagógico 

Possibilidades 

18 

17 

16 


Logo: A 18 3 = 18 ■ 17 • 16 = 4 896 


Formula de arranjo simples 


Yejamos como estabelecer urna formula para o calculo do numero A . 
Considerando o conjunto A = {a ,a^,a ...,a } e os numeros A„ ,;A ,;A P *. 

1 * fi fii l Ł n. 3 

temos: 


;A 


ii.p* 


A n. 2 = n • < n ~ O 

A n , = n • (n - 1) ■ (n - 2) 

A n. 4 = n ■ - D * (n - 2) • (n - 3) 


A n, p = n * (n - l) • (n - 2) • ... • (n - p + 1) 

Multiplicando o segundo membro da igualdade por , encontramos a 

formula do arranjo: 

A n , p = n ■ (n - 1) • (n - 2) • ... • (n - p + 1) • ~~^r 

(n - p)! 

■ 
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Logo: 


>• 

- n! 

A n ,p “ (n - p)T 


,sendo p ^ 


n 


Quando p = n, temos: 

A n n = n ■ (n - 1) * ... * 2 * l,ouA n , n = n!,que e a permutaęao simples de n 
elementos. 

Assim, A n n — P n — n!, para calculo do numero de arranjos simples. 


Exemplo: 

5! 5? 5-4-3! 5 ■ 4 ■ >f 

A 5> 2 (5 ~ 2)! 3! 3! y. 


r c 


Resolvidos 


1 Retomando o problema dos 18 professores que disputam os cargos de di retor, vice-diretor e 
coordenador pedagósico, calcular, usando a fórmula, quantas sao as possibilidades de eseoiha. 

18! 18! 18- 17-16-15! = 18 ■ 17 -16 -J& 

15! W 


A , 0 , = 


l8 - 3 (18-3)! 15! 


= 4 896 grupos 


2 Resolver a equaęao \ s = 6 . 

n! t n(n - 1 )(n - 2 )! _ ^ n(n - 1)i &—_ L 
____ = 6= , (n _ 2)! = 6 =* ■ =ó 

rt(n - 1) = 6 
n s - n = ó 


n s - n - ó = 0 



1 + 5 


2 


1 - 5 
2 


-2 (nao convem) 


V = (3) 


Propostos 

944 Calcule: 

a) \ 3 c) A 15 3 

b >\* d >^7 


945 Resotva as equaęóe$: 

a) A n _ s = 30 

b) ^ = 8 

c) = n + 4 



Arranjo simples 
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946 Quantos numeros de 3 algarismos distintos 
podemos formar com os elementos do 
conjunto E = {1, 2, 3, 4, 5}? 

947 Uma ernpresa possui 16 funcionórios ad- 
ministrativos, entre os quais serao escolhi- 
dos 3, que disputarao para os cargos de 
diretor, vice-diretor e tesoureiro. De 
quantas maneiras pode ser feita a escoiha? 

948 Julio deseja pintar a palavra LIVRE em um 
cartaz de publicidade, usando uma corem 
cada letra. De quantos modos isso pode 
ser feito, se ele dispóe de 8 cores de tinta? 

949 Duas pessoas entram num ónibus que tem 
7 lugares vagos. De quantas maneiras dife- 
rentes as 2 pessoas podem ocupar esses 
lugares? 

950 (UFBA) Quatrojogadores sairam de Manaus 
para um campeonato em Porto Alegre, num 
carro de 4 lugares, Dividiram o trajeto em 4 
pertes e aceitaram que cada um dirigiria 
uma vez. Combinaram tambem que, toda vez 
que houvesse mudanęa de motorista, todos 
deveriam trocar de lugar, O numero de 


arrumaęoes possfveis dos 4 jogadores du- 
rante toda a viagem 6: 

a) 4 d) 24 

b) 8 e) 162 

c) 12 

951 De quantos modos podem-se arrumar 4 li- 
vros de Matemótica, 3 de Geografia e 2 de 
Biologia, numa estante, de modo que= 

a) fiquem dispostos em qualquer ordem 

b) os livros de mesmo assunto fiquem 
juntos 

952 (Osec-SP) O numero de maneiras diferen- 
tes segundo as quais 1 casat, 2 fiihos e 1 
filha podem sentar-se em torno de uma 
mesa circular, com a condięao de que os 2 
fiihos nao fiquem juntos, ż. 

a) 6 c) 24 

b) 12 d) 60 

953 Num grandę premio de Fórmula 1, partici- 
parSo 20 pilotos e somente os 6 primeiros 
marcam pontos. Quantas sao as possibili- 
dades de classificaęao nos 6 primeiros lu- 
gares? 


5. Combinaęao simples 

Chamam-se combinaęoes simples todos os agrupamentos simples dep elemen¬ 
tos que podemos formar com n elementos distintos, sendo p =£ n. Cada um desses 
agrupamentos se diferencia do outro apenas pela natureza de seus elementos, 

A notaęao para o numero de combinaęao simples de n elementos tomadosp ap e: 




Exemplo: 

Uma escola tem 9 professores de Matematica. Quatro deles deverao repre- 
sentar a escola em um congresso. Quantos grupos de 4 sao posstveis? 

Os agrupamentos sao combinaęoes simples, pois um deles se distingue do 
outro somente quando apresenta pelo menos uma pessoa diferente, Inver- 
tendo a ordem dos elementos, nao alteramos o grupo. 
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Calculamos inicialmente os arranjos simples formados por 4 entre os 9 pro- 


fessores de Matematica (m.): A 9 


(9 - 4)! 3 ° 24 ’ 


Mas aqui consideramos distintos os agrupamentos do tipo (m 3 ,m,,m ć ,m 9 ) e 
Cm,, m v m 6 , m 9 ). A ąuantidade de agrupamentos formados por esses profes- 
sores, mudando-se apenas a ordem, e dada por p 4 = 4! = 24. 

Logo, o numero de combinaęoes simples sera o ąuociente 3 024:24 = 126. 


Formula de cotnbinaędo simples 

Considerando o conjunto A = {a,,a 2 ,a v ...,a n } e urna combuiaęao de p elemen- 
tos de A,podemos fazer as permutaęoes desses elementos,e encontrar p! sequencias, 
ou seja, os arranjos dos n elementos de A tomados pap. Portanto temos o produto: 

A 

p! C „ =A, „,ouseja,C = n ' p 

r p n, p ! > ł n. p pf 



, sendo p 


n 


Entao, para o calculo do numero de combinaęoes simples, temos: 


ExempIo: 

5! 51 5 • 4 • /# _ 5-4 

5 - 2 2! (5-2)! 2! 3! 2!*^ 2 


ResoIviclos 


i 


Retomando ao problema dos 9 professores de Matematica dentre os quais 4 irao a um congres- 
so, calcular quantos grupos serao possiveis. 

2 * 


■ 9 , 4 


9! _ 9 \__ _ 9 ■£'- 7 yć^yST 

4! (9 - 4)! 4! 5! 


126 grupos poss(veis 


2 Resolver a equaęao C x 9 = 3. 

x! ■ xtx ~ 'O-Ot— n x(x — 1) (x — 2)i x • (x - 1) , 

2! (x - 2)! 2-2T 2 • (x - 2)! “ 2 " J 


x e —x = 6 


x 2 - x - 6 = 0 


/' x "3 

x"= -2(naoconvem) 


Logo, V = {3} 
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p 

ropostos 

959 

954 

Calcule: 

a)C 5(3 c) C ć 9 



r Cl0 ' 3 

b) C 7 5 d) c 

S, 3 

960 

955 

Resolva as equaęóes; 

a)C nJ = 6 b)C r4 = 4C n3 

961 

956 

Quantos grupos diferentes de 4 idmpadas 
podem ficar acesos num galpao que tem 

10 llmpadas? 


957 

Quantos subconjuntos de 4 elementos pos¬ 
suem um conjunto de 6 elementos? 

969 

958 

(FAAP-SP) O numero de combinaęoes de 
n objetos distintos tomados 2 a 2 i 15. De- 
termine n. 



Quantas comissóes de 5 membros pode- 
mos formar numa assembleia de 12 parti- 
cipantes? 


Uma papelaria tern 8 cadernos de cores di- 
ferentes, e quero comprar 3 de eores di fe¬ 
rentes. Quantas possibilidades de escolha 
eu tenho? 


Quantos produtos de 2 fatores podemos 
obter com os divisores naturais do numero 
12 ? 


(Fatec-SP) Hć 12 inscritos em urn campe- 
onato de boxe. O numero total de lutas que 
podem ser realizadas entre os inscritos z. 

a) 12 d) 66 

b) 24 e) 132 

C) 33 


Problemas envolvendo arranjo e combinaędo 

Com os problemas a seguir procuramos enfatizar os conceitos de arranjo simples 
e de combinaęao simples e tornar mais dara a diferenęa entre eles. 

Exemplos: 

a) Quantos numeros de 3 algarismos distintos podemos formar? 

Considerando o conjunto dos algarismos {0,1,2,3,4,5,6,7, 8 ,9), inici* 
almente aplicamos a formula do arranjo simples, ou seja,A 10 y 

10 ! _ 10 ! 

10ł 3 (10 - 3)! 7! 

A io. 3 = 720 

A seguir, vamos calcular os arranjos cujos numeros possuem o zero como 
primeiro algarismo, ou seja, Aj 2 , e subtrair do total de arranjos. 

_ 9! _ 91 

** 2 (9 - 2>! 7! 

A 9,2 = 72 

A 10 3 - Aj , = 720 - 72 = 648 numeros 
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b) (Unicamp-SP) Uma Camara Municipal e composta de vereadores de 
3 partidos — A,B e C —,assim distribuidos: 3 do partido .4,6 do partido 
B e 9 do partido C. 

I. Qual a menor comissao (em numero de vereadores) que se pode fbr- 
mar nessa Camara, mantendose a mesma proporcionalidade partidaria? 

II. Quantas comissoes diferentes com essa caractenstica podem ser for- 
madas? 

I. Considerando a distribuięao -» partido A: 3; partido B: 6 ; partido 
C: 9, a menor distribuięao que mantem a proporcionalidade e par* 
tido A: 1; partido B: 2 ; partido C: 3. 

II. O numero de comissoes diferentes, que corresponde a caractenstica 
do item I, e calculado pelo produto das combinaęoes 

C 3 j * C fi 2 * C 9 3 = 3 * 15 • 84 = 3 780 comissoes 


Propostos 

963 (Cesgranrio-RJ) Um magico se apresenta em 
publico vestindo calęa e paletó de cores di¬ 
ferentes. Para que ele possa se apresentar 
em 24 sessoes com conjuntos diferentes, o 
numero minimo de peęas (numero de pale- 
tós mais numero de calęas) de que precisa t. 

a) 24 c) 12 e) 8 

b) 11 d)10 

964 (Fuvest-SP) Calcu le quantos numeros mul- 
tipios de 3, de 4 aigarismos distintos, po¬ 
dem ser formados.com 2, 3, 4,6 e 9. 

965 (FGV-SP) Seis pessoas dęci dem formar 2 
comissoes com 3 pessoas cada. De quantas 
formas diferentes isso pode ser feito? 

a) 20 c) 10 e) 48 

b) 120 d) 92 

966 (PUC-SP) Pretende-se formar uma comissao 
de 5 membros a partir de um grupo de 10 
operarios e 5 empresarios, de modo que 
nessa comissao haja pelo menos 2 repre- 
sentantes de cada uma das 2 classes. O to- 
tal de diferentes comissoes que podem ser 
assim formadas Ł 

a) 1000 c) 19 400 e) 1 650 

b) 185 d) 1 750 


967 (Santa Casa-SP) Num hospital, hś 3 vagas 
para trabalhar no beręario, 5 no banco de 
sangue e 2 na radioterapia. Se 6 funcionśri- 
os se candidatarem para o beręśrio, 8 para 
o banco de sangue e 5 para a radioterapia, 
de quantas formas distintas essas vagas po¬ 
dem ser preenchidas? 

a) 30 d) 11 200 

b) 240 e) 16128 000 

c) 1 120 

968 (Unesp-SP) Sobre uma reta marcam-se 3 
pontos e sobre outra reta, paralela a pri- 
meira, marcam-se 5 pontos. O numero de 
triśnguios que obteremos unindo 3 quais- 
quer desses 8 pontos ź: 

a) 26 d) 45 

b) 90 e) 42 

c) 25 

969 Considere os numeros obtidos do numero 
12 345, efetuando-se todas as penmutaęćes 
de seus aigarismos. Colocando esses nu¬ 
meros em ordem crescente, qual o iugar 
ocupado pelo numero 43 521 ? 

970 Uma uma contem 3 bolas azuis e 2 verdes. 
De quantas maneiras podemos retirar as 5 
bolas, uma por vez e sem reposięao? 
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6. Permutaęao com elementos 
repetidos 


Um conjunto foi escrito com n elementos. Urn dos elementos foi repetido a 
vezes,outro elemento foi repetido [5 veze$ e assim por diante.ate um elemento repe¬ 
tido y vezes. 

O numero de permutaęóes que se pode obter com os elementos e: 


p ca. p.y) = _ii_ 

n at {3! ...y! 


Exemplo: 

Qual e o numero de anagramas que podemos formar com as letras da pala- 
vra INFIN1TO? 

Se nao houvesse elemento repetido, teriamos um total de P 8 = 8! anagramas. 
Imagine que uma das letras 1 V fosse azul e a outra verde. Para cada anagrama 
escrito com jV(azul) a esąuerda do N (verde), teriamos outro anagrama com 
N (verde) a esquerda do N (azul). Mas como, de fato, nao ha essa distinęao 
entre as letras N, calculamos o numero em dobro. Para corrigir esse erro, 
devemos dividir o total por 2!,ou seja, 2. 

Porem, a letra 1 tambem se repete. Imaginando 3 cores para as letras /, 
teriamos uma variaęao de 3!,isto e,6 posięoes. Devemos dividir o total por 
3! para corrigir esse erro. 

Assim, o numero procurado e: 



Propostos 


973 (Unicamp-SP) As avenidas de uma cidade 
estao dispostas na direęao norte-sul e as 
ruas na direęao [este-oeste. Um trabalhador, 
que reside numa das esquinas dessa cida¬ 
de, trabalha numa firma localizada em ou¬ 
tra esquina, 2 quadras ao sul e 3 quadras a 
leste. Quantos caminhos <possiveis) o tra¬ 
balhador pode seguir para ir de sua casa a 
fabrica, percorrendo sempre a menor dis- 
tancia? 


971 Qual e o numero de anagramas que pode¬ 
mos Formar com as letras da palavra URU- 
GUAI? 


972 De quantos modos podemos estacionar 20 
automóveis em 3 garagens, sabendo que na 
primeira cabem 10 automóveis; na segun- 
da, 6; e na terceira, 4? 
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974 (Fuvest SP) Dado um quadrado piano ABCD, 
escolhem-se 3 pontos sobre o lado AB, 5 
pontos sobre BC, 2 pontos sobre CD e 1 
ponto sobre AD, de tal modo que nenhum 
desses pontos coincida com algum vertice 
do quadrado, Seja x o conjunto dos pon¬ 
tos escolhidos. O numero de triangulos com 
vertices em xź-. 

a) 165 d) 154 

b) 55 e) 990 

c) 61 


975 (Unicamp-SP) Numa Kombi viajam 9 pes- 
soas, das quais 4 podem dirigir. De quantas 
manetras diferentes e possfvel acomoda-las 
na Kombi (3 no banco da frente, 3 no ban- 
co do meio e 3 no banco de trśs), de forma 
que urna das 4 que dirigem ocupe o lugar 
da direęao? 

976 (Fuvest-SP) Seja P o conjunto dos 17 verti- 
ces de um heptadecśgono regular. Quai o 
numero de triangulos cujos vertices perten- 
cem a P? 


7. Numeros binomiais 


Se n e p sao dois numeros naturais, com n 


classe p ao numero 



dado por: 


p,chama-se numero binomial cle 



g| 

p! (n - p!) 


Podemos observar que 




p 


Ebcemplos: 



6 ! 

2 ! (6 - 2 )! 



4i 

3! (4 - 3)! 


6! _ 6*5*4! 6 • 5 • 0 

2 Tl! = 2 • 4! = 2 • # 

4! = 4 •% 

3! 1! % 4 


Casos notdreis 

\ ( n ^| = n! _ n! _ 

UJ 0 ! (n - 0 )! _ 1 ■ n! " 1 


Exemplo: 

(5) = 3! = 3! 

lo J 0! (3 - 0)! 1 • 3! 
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b) 


n \ _ n! _ n ‘(n 
1 J ~~ 1 ! (n - 1)! (n - 


~ 1 )! 
l)t 


= n 


Exemplo: 

(f • 


1 ! ( 2 - 1 )! 1-1 


= 2 


- f n l = n! n! 

C) n n!(n-n)! n! O! 


ExempIo: 

H = _*_= -5L_ 

l5J 5! (5 — 5)! 5! O! 


= 1 


Numeros binorniais complemenłares 


Os numeros binorniais 
res, quando p + q = n. 


;)•(: 


de mesmo numerador sao complementa- 


Exemplos: 




5! 


5! 


= 10 


3! (5 - 3)! 3! 2 ! 

x 

H = —*-3L 

\ 2 j 2 ! (5 - 2 )! 2 ! 3! 

Notę que dois numeros binorniais complementares sao iguais. 


= 10 


Propriedades dos numeros binorniais 


Primeira propriedade: 


— 



p = q 

Se ( ) = f lentao- 

ou 

UJ UJ 

p + q = n 




Exemplo: 

(?) “ (I) POlS 3 + 2 - 5 
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Segundapropriedade; Relaęao de Stifel 



Demonstraęao: 

("Uf n ) = f n + 

IpJ \p + y) Lp + U 

Desenvolveremos cada um dos membros e chegaremos a uma identidade. 

n! __n!___ (n + 1>! _ 

p! (n - p)! + (p + 1)! (n - p - 1)! “ Cp +1)! [(n + 1) - (p + 1)]! 

n! (p + 1) + n! (n — p) __ (n + 1)! __ 

(p + 1)! (n — p)! (p + 1)! (n + 1 — p — 1)! 

n! (p + 1 + n — p) _ (n -f 1) • n! 

(p + 1)! (n - p)! “ (p + 1)! (n - p)! 

(n + 1) ■ n! (n + 1) • n! 

(p + 1)! (n - p)! " (p + 1)! (n - p)! 


ExempIo: 
n n n + 1 

CSH9-GMSHS-G) 

T T t 

p p + lp + l 15 + 6 =21 


Resolvidos 


1 Determinar: 



5! 

3! (5 - 3)! 



5! 5-4-3! 

3! 2! 3! - 2 

1 + 4 + 1 * 6 



5 • 4 • 


3T ■ 2 
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2 Resolver a equaęao 


0-a 


ApNcandoa primeira propriedade, temos: 
x = 2oux + 2 = 5 
x - 3 

LOSO: V = {2, 3] 

Determinar I ® J + 

Apticando a Relaęao de Stifel, temos: 

8 


- 




7)! 


9! 

7! 2! 


9 • 8 • 7! 9 • 8 - X 


7! 2 


7^2 


- 36 


Propostos 


977 Calcule: 

' 6 ' 

'5' 


a) 


b) 


O 


d) 


6 

10 

8 


978 Calcule o valor das expressóes: 

»cw;) 

b) 


o-o 

•> 0 * 0-0 


979 Calcule o valor das expressoes aplicando a 
Relaęao de Stifel: 

*0*0 »ra*ra 

980 Determine o conjunto verdade das equa- 
ęóes. Susestao: compararcom a Relaęao de 
Stifel. 

- 0-0 
b> m. 


- 0-0 
^ © - (a)= a) 

-0*0-0 


981 (FGV-SP) Sabendo-se que 


982 


983 


984 


985 


)- 


x e 


Cp+0“ v '* n “ o (p+0 


a) x + y 

b) x - y 

c) y - x 


d) x - p 

e) y - p 


(Unesp-SP) Seja n um numero natural tal que 

PHIO-O- 

a) n = 5 c) n = 3 

b) n = 4 d) n = 2 

(UECE) A soma das soluęóes da equaęao 

a) 8 c) 6 

b) 5 d) 7 

(UFPR) Sejam n e p numeros inteiros positi- 
vos tais que n - 1 3= p. Entao: [ n 

a) (p - 9 

e) 


+ 


b) 


c) 


G^ 


(T) 


(Santa Casa-SP) Se, + f^] = 5n(n - 2), 
entao n e isual a-. ' ^ ' 

a) 11 d) 8 

b) 10 e) 7 

0 9 
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8. Triangulo de Pascal 

A determinaęao cle numeros binomiais pode ser obtida por meio de um disposi- 
tivo pratico chamado triangulo de Pascal, que e construido com base na teoria e 
propriedade dos numeros binomiais. 



1 

3 1 

6 4 1 

10 10 5 1 

13 20 15 6 1 


VerU:tque no triangulo de Pascal as seguintes propriedades: 

l a ) Lhii *’cateto”e a “hipotenusa” do triangulo de Pascal sao formados por 1. 

2 a ) Em cada linha os termos eąiiidistantes dos extremos sao iguais. 

3 a ) A soma de dois elementos consecutivos de uma linha e igual ao elemento da 
linha seguinte, imediatamente abaixo da segunda parcela da soma. 

4 a ) A soma dos elementos de cada linha do triangulo e uma potencia de 2, cujo 
expoente e o numero da linha. 
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9. Binomio de Newton 


Supondo um numero naturalpodemos considerar a seguinte expressao: 



Com o emprego do somatório.a formula fica reduzida a: 

(x + a) n = £ f n> ] a p ■ x" " p 
p = ov P) 

Considerando alguns va!ores para n.temos: 

a) n = 0 

(X + a)“ = (o) 

b) n = 1 

(x -ł- a) 1 = ^ x'a° 

c) n = 2 

(x + a) 2 = x 2 a° 

d) n = 3 

(x + a) 3 = x 3 a° 


+ 


(I) xV 


2 ) 


+ ( 2 ) x ° a 


i 


2 „ I . (3 1 ,1 2 


+ 1.1 x~a +11 x a + 


G) - 


Termo geral do binomio de Newton 

Todo termo do desenvolvimento do binomio de Newton pode ser representado 
pela expressao: 



ExempIo: 

Para dcterminar o termo em X 3 no desenvolvimento do binomio (x + 4) s ,fazemos: 



Como o expoente dexdeve ser igual a 3, devemos ter 5 — p = 3. Logo p = 2. 
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Substituindo p = 2, temos: T 2 + j 



5 ? 

2 ! (5 - 2 )! 


x 3 * 16 


T 3 = 160 x 3 



Resolvidos 


1 Determinar o termo seral do desenvolvimento do binómio ^x ! 

T P .,=(;)x"-- a » 

/ \D / / \ 

. v 8 - 2p . ( -x _Sp ) 


= (p) • 




= -(, 


,8 - 4p 


2 (Mauś-SP) No binómio 
coeficiente. 


(-7)“ 


escrever o termo que contem x 9 , calculando o respectivo 


3P . 




O fator xdeve ter expoente igual a 9. Logo: 

75 — 3p = 9 => —3p = 9-75 => -3p = -66 
Substituindo p = 22 na expressao do termo geral, temos: 

+ , = (S ’ * 75 


p = 22 


-3-22 


1 


25! 


y2 • 22 22! (25 - 22)! 


~ => % = 2300 


,44 


Propostos 

986 Caicule e verifique que a sequencia dos so- 
matórios dados peia expressao 

S n = x( n j 'J,onde(n-i)> i, ease- 

quencia de Fibonacci. Aseguir, localize-a 
no Triangulo de Pascal. 


987 Desenvolva os seguintes binómios: 

a) (x + 2) 3 d) (x - 1 ) 3 

b) (x + 3)* e) (x - 3) 4 

c) (x + 5) 6 f) (x - I) 5 


988 Determine o termo em X 3 no desenvolvimen- 

to dos binómios; * 

a) (x + 2) 6 b) (x + 3) 8 

989 Determine o termo em X 5 no desenvolvimen- 
todos binómios: 

a)(x + 2) 7 b)(x-1) 6 

990 Caicule o segundo termo no de$envolvi- 
mento do binómio (x + 3f. 

991 Caicule o quarto termo no desenvolvimen- 
to do binómio (x — 1 ) 7 . 
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992 


993 


994 


995 


996 


997 


998 


(Cesgranrio-RJ) O coeficiente de x 4 no 
polinómio P(x) = (x + 2) 6 e= 

a) 64 d) 4 

b) 60 e) 24 

c) 12 


(UFSCar-SP) O termo independente dexno 

, ,15 

desenvolvimento de 




a) 1 d) 1 225 

b) —3 003 e)-425 

C) -30 


(UFBA) O coeficiente de x 7 no desenvoivi- 

5x3 + ttT 

a) 35 d) 875 

b) 125 e) 4 375 

c) 280 


mento de 


(UFE5) O termo independente de x no de 


senvoivimento de 
a) 70 



b) -70 



(PUC-SP) Dado o binómio ^x 3 + j , 

sabe-se que a soma dos coeficientes e o 
termo independente dexno seu desenvol- 
vimentosao, respectivamente, iguaisaos nu- 
meros de homens e mulheres que partie i- 
pam de um simpósio. De ąuantos modos 
distintos podem ser formadas comissóes de 
exatamente 4 pessoas, escolhidas entre os 
partie i pantes desse simpósio, se cada co- 
missao deve conter homens e muiheres em 
igual numero? 


(UFRN) O termo independente dexno de- 


senvolvimento de 



a) nao existe d) e o terceiro 

b) e o primeiro e) e o quinto 

c) e o segundo 


(UFCE) O coeficiente de x 15 no desenvolvi- 
mento de (x 9 + x' 3 ) 15 1. 

a) 455 d) 643 

b) 500 e) n.d.a. 

c) 555 


999 


1000 


1001 


1002 


1003 


1004 


(UFES) Qua! o termo central de (x - 3) 6 ? 

a) —540x 3 d) 540X 3 

b) -3240x 3 e) 540^ 

c) 3240x 3 


(Mack-SP) A condięao que o numero natu- 
ral ndeve satisfazer para que o desenvolvi- 

mento de | x + 4 j tenha um termo in¬ 
dependente de xe sen 

a) par 

b) multiplo de 5 

c) multiplo de 4 e maior que 8 

d) multiplo de 3 

e) impar 

(PUC-SP) O termo no desenvolvimento de 
(2x ? - y 3 ) 8 que contem x 10 ż- 

a) 2 d) 5 

b) 3 e) 6 

c) 4 


(UFMA) O quarto termo no desenvolvimen- 
to de (x 2 + ^ & 

a) 20x3 c) 

b) I2x s d)4 

x 2 

(UFGO) O valor de a para que o coeficiente 
de x 4 no de$envolvi mento de (x + a) 7 seja 
1 890 1. 

a) 3^2 d) 2V3 

b) 3V2 e) n.d.a. t 

c) 2Ś/3 


(Mack-SP) No desenvolvimento 




K e N, os coeficientes binomiais do quarto 
e do decimo terceiro termos sao iguais. 
Entao, o termo independente de xe o: 

a) decimo 

b) decimo primeiro 

c) nono 

d) decimo segundo 

e) oitavo 
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BinOmiO de Newton 













F icha-resumo 


r Andłise combinatóńa 


* Principio fundamenta) da contagem 

Sabendo-se que um acontecimento ocorre em duas situaęoes sucessivas e indepen- 
dentes, sendo que: 


l a situaęao: ocorre de a maneiras; 

2 a situaęao: ocorre de b maneiras, entao, o numero total de possibilidades de ocor- 
rer o acontecimento e dada por a • b. 


• Fatorial: sendo nGNen> 1, temos: 


n! = n • (n — 1) ■ (n — 2) *... • 1 I Esten- 


) 


dendoa definięao,obtemos:0! = 1 e 1! = 1. 


• Permutaęao simples: 



Arranjo simples: 



, com p 


n 


* Combinaęao simples: 



* Permutaęao com elementos repetidos: 


p (a,p.y> _ 


n! 

cx! p! y! 


• Numeros binomiais: sendo {n,pi C N e n 
Casos notaveis: 


p, temos: 


( n ) = _ 0 !_ 

IpJ p! (n ■ p)f 



Propriedades: 



Temos p = qoup + q= n 


V 



Relaęao de Stifel 


J 
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/- Tridngulo de Pascal 



'N 


1 


2 1 

3 3 1 

4 6 4 1 

5 10 10 5 1 


• Um“cateto”e a“hipotenusa”doTriangulo de Pascal sao formados por 1. 

• Em cada linha os termos eqiiidistantcs dos extrcmos sao iguais. 

• A soma de dois elementos consecutivos de uma linha e igual ao elemento da linha 
seguinte, imediataniente abaixo da segunda parcela da adięao. 

• A soma dos elementos de cada linha do triangulo e uma potencia de 2. 

_ 


r Binomio de Newton 



Termo geral 

— 
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Complementares 

1005 Uma toja de revenda de automóveis possui 
4 marcas diferentes, nas cores: azul, verme- 
lho e branco. Quantas sao as diferentes 
possibilidades de comprar um automóvei? 

1006 De quantos modos 3 aneis podem ser co- 
locados nos dedos Cum anel em cada dedo) 
de uma só mao? 


1007 Simplifique as expressóes; 


a) ¥ 


b) 


3! 8! 

2! ó! 


d) 


5! - 3! 
3! 


e) 


(n + 1)! 

n! 


c) 


4! + 6! 

6 ! 


f\ n! + (n + 1)1 
J n! + 2 (n - 1)! 


1012 0 numero de anagramas da palavra ALLINO 
que tem as vogais juntas e= 

a) 12 d)6 

b) 24 e) 9 

c) 36 


1013 (Mack-SP) Com n eiementos iguais a X e 3 
elementos iguais a /forma-se um tota! de 
7n + 7 permutaęóes. Entao, n vale: 

a) 8 d)5 

b) 7 e) 4 

c) 6 

1014 (Med. ABC-SP) O numero de rafzes da 
equaęao = C ! ,j ć: 

a) 0 d) 3 

b) 1 e) maiorque3 

c) 2 


1008 Resolva as equaęóes: 
a) (x - 2)! = 2 b;i 


(2n + 1)! 
(2n - 1)! 


= 6 


1015 Com os algarismos 2,3 e 4, quantos nume- 
ros de 2 algarismos podem ser escritos? 


1009 (Fatec-SP) A expressao ~ 
onde n eN, e igual a: 

a) 2ńT d) Cn + 1)! 

b) ^ e) n.d.a, 

c> n ~ 1 

} (n + 1)! 

1010 (UFPR) A soma das rafzes da equaęao 
(5 x - 7)! = 1 vale: 

a) 5 d) 3 

b) 7 e) 4 

c) 12 

1011 (FCC-BA) Considerem-se todos os anagra¬ 
mas da pa!avra MORENA. Ouantos defes 
t£m vogais juntas? 

a) 36 d) 144 

b) 72 e) 180 

c) 120 


1016 O diretório academico de uma faculdade 
possui 12 membros, entre os quais serao es- 
colhidos 4 para os cargos de presidente, 
vice-presidente, tesoureiro e secretario. De 
quantas maneiras pode ser feita a escolha? 

1017 Um estudante possui 9 folhas de papei de 
cores diferentes e querencapar 3 cademos, 
um de cada cor. Ouantas possibilidades 
existem? 


1018 Determine o numero de diagonais do pen- 
tagono?(pentagono: poligonode 5 lados) 

1019 (FEI-SP) De todos os numeros menores que 
100 000 e maiores que 50 000, quantos sao 
os que lidos da esquerda para a direita ou 
da direita para a esquerda fomecem o mes- 
mo valor? (Por exemplo: 56 365.) 

a) 450 d) 900 

b) 1 500 e) 500 

c) 1 000 
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1020 (Fuvest-SP) Seja Vo conjunto dos vertices de 
uma piramidę de base quadrada. Determine: 

a) o niimero de tnSngulos cujos vertices sao 
pontos de V; 

b) o numero de circunferencias que pas- 
sam por pelo menos 3 pontos de V. 

1021 Resolva as equaęóes: 

<Hs) 

“UO-Ua) 

1022 Usando a Relaęao de Stifel, determine o 
valor de: 



1023 Determine o conjunto verdade da equaęao: 


1024 (Mack-SP) Considere a sequencia de afirma- 
ęoes; 


'(?)■('/) 

■ra-ra 

(3x)*(6 5 ) implicax * S 


Associando VouF a cada afirmaęao, con- 
forme seja verdadeira ou falsa, ternie; 

a) F, F, V d)F,F,F 

b) F, V, V e)V # V, V 

c) F,V,F 


1025 Desenvolva os seguintes binómios: 

a) {x + 3} 6 b) (x - I) 5 


1026 (Mack-SP) No desenvolvimento de 

^xVx+^ , a diferenęa entre os coefici- 

entes binomiais do terceiro e do segundo 
termos e 44. Entao: 

a) n = 7 d) n = 10 

b) n = 8 e) n = 11 

c) n = 9 


1027 (Mack-SP) A condięSo que o numero natu¬ 
ra! n deve satisfazer para que o desenvolvi- 

mentode |x+^-j tenha um termo inde- 

pendente de xź ser: 

a) par 

b) multiplo de 5 

c) multiplo de 4 e maior que 8 

d) multiplo de 3 

e) Impar 

1028 (FGV-SP) I p k °j 3 10 “ k 2 k vale : 

a) 5 9 c) 6 10 e) 10 5 

b) 5 10 d) 6 9 

1029 (UnB-DF) O coeficiente de x 9 em 
[2x + (x - 1) s f Ć: 

a)0 

b) 27 d) nenhuma dessas 

Ci- 3 + \ 2 

1030 A expressao • - ’ a -— i igual a: 

a) | c)5 e) 120 

b) 5 d) 35 

o 

1031 (FGV-SP) Considere os algarismos 1,2,3,4,5 
e 6. De quantos modos podemos permutó- 
tos, de modo que os aigarismos impares fi- 
quem sempre em ordem crescente? 

a) 60 c) 150 e) 240 

b) 120 d) 181 

1032 (UFRN) Se o numero de combinaęóes de 
(n + 2) elementos 4 a 4 estó, para o numero 
de combinaęóes de n elementos 2 a 2, na 
razao de 14 para 3, entao n vale: 

a) 6 c) 10 e)14 

b) 8 d) 12 

1033 (Mack-SP) O numero de fomnas de oito pes- 
soas ocuparem duas salas distintas, deven- 
do uma das salas conter exatamente tres 
pessoas t-. 

a) 112 c) 160 e) 252 

b) 144 d) 182 
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Exerc(cios COMPlEMENTARES 




Fichas, dedos e 
algarismos indianos 


Gerbert d’Aurillac foi um dos primeiros a difundir na Europa os alga¬ 
rismos indo-arabicos 



Tabela de calculo dlgital, tlrada da Summa de arlthmetlca, geometrica, 
proportlonl et proportlonatlta (1494), de Luca Pacioli, verdadeiro 
compśndlo dos conhecimentos matematlcos da epoca. 


Durante a Al ta Ida- 
de Media (desde o secu- 
lo V, epoca da queda do 
Imperio Romano, ate o 
seculo DO, os conheci¬ 
mentos cientificos dos 
autores ocidentais limi- 
taram-se a aritmetica 
especulativa, derivada 
principalmente da Intro- 
duędo aritmetica, do 
neopitagórico Nicómaco 
de Gerasa (seculo II), e 
a uma aritmetica pratica 
que nao se valia de cal- 
culos escritos, e sim de 
fichas. Tais fichas ti- 
nham por ancestrais, 
atraves dos calculi roma- 
nos, as pedrinhas utiliza- 
das pelos gregos, no 
tempo de Pitagoras, para 
representar os numeros. 






















Durante muito tempo, o unico rival do sistema de fi- 
chas foi o calculo com os dedos, que no seculo VII Sao 
Beda, o Veneravel, assim descreve em seu breve tratado, 
Sobre o tempo : 

“Quando alguem expressa 1 , dobrando o dedo mi- 
nimo da mao esquerda, deve lev£-lo ate o meio da pal¬ 
ma da mao. Quando alguem expressa 2 , deve proceder 
da mesma forma, dobrando o segundo dedo, seguinte 
ao dedo minimo... Quando alguem expressa 10 vezes 
100 mil, deve unir as duas maos, entrelaęando os dedos 
uns nos outros...” 

Esse calculo digital tambem foi praticado durante 
muito tempo, Em uma das obras sobre Matematica mais 
importantes da era moderna, a Summa de ańthmetica, 
geometńca, proportioni et proportionalita de Luca Pacioli 
(Luca di Borgo), publicada em Veneza em 1494, ainda cons- 
ta uma descrięao detalhada desse tipo de calculo. 

Gerbert d’AurilIac (que em 1003 se tornou papa, ado- 
tando o nome de $ilvestre II) foi, ao que parece, um dos 
primeiros a difundir na Europa o uso dos algarismos indo- 
arabicos. Para tanto, valeu-se de um tipo de abaco utiliza- 
do pelos arabes da Espanha — um abaco aperfeięoado, 
com 27 colunas sobre as quais se deslocavam as pequenas 
fichas feitas de chifre que indicavam, o mais das vezes, os 
nove primeiros algarismos. 


O triunfo do algoritmo 

Em virtude da facilidade de calcular utilizando os al¬ 
garismos indianos, os arabes, ja no seculo X ou mesmo 
antes, comeęaram a aperfeięoar seus metodos. Alguns 
desses metodos, alias, nao se difundiram atravds de ma- 
nuais de aritmetica. Foi provavelmente durante uma de 
suas inumeras viagens que Leonardo de Pisa, conhecido 
como Fibonacci, veio a conhecer o metodo arabe chama- 
do “das casas”. Inspirou-se nesse metodo para criar o seu 
próprio, “em forma de tabuleiro de xadrez” — um conjun- 
to de ąuadrados nos quais se inscrevem todos os numeros 
e onde se traęam diagonais. Esse metodo foi muito 
difundido. 



Bem no inicio da Renascenęa, foi feita em Freiburg- 
in-Breisgau uma gravura em madeira, que se tornaria cć- 
lebre, representando a “Perola filosófica” (Margarita 
phiłosophica, acima). A esąuerda da gravura aparece urn 
cambista, que person ifica Boecio, operando com algaris- 
mos indo-arabicos e fitando com ar desdenhoso urn de seus 
colegas, que trabalha, um tanto encabulado, com um abaco. 
Atrśs deles, a Senhora Aritmetica mostra claramente suas 
preferenrias: ate suas vestes estao cobertas de algarismos. 

Nao haveria exempIo melhor do triunfo dos algaris¬ 
mos no Ocidente medieval. Ainda assim, muito poucas 
vezes o Ocidente reconheceu sua divida para com as civi- 
lizaęóes indiana e arabe, que Ihe legaram, entre outras 
coisas, esse notavel instrumento de trabalho. 

(Adaptado de: ALLARD, Andre. In: O Correio da Unesco. 

Rio de Janeiro, FGV, n. 1, ano 22, pp. 34-6.) 
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'J^ecenAt 4 manka 

14,** finto sozlnAo nao tece urna manAa: 

tle preclsara sempre Ae otitros fialos. 

ś&e u** ąhi apdnke esse finto Ąh& &ie 

i 0 tance a ontro ; Ae nm ontro fiat o 

* 

ytu apanke o firito jrne Hm fiato antes 
e o lance a ontro; e Ae ontros fiatos 
qne com mnltos ontros 
os ftos Ae sol Ae sens firitos Ae fiato, 
para i£H£ a manka, AesAe n**a tela te*ne, 
<ć>e va tecenAo, entre toAos os fiatos. 


fialos Se crnzem 


Joao Cabra! de Melo Neto 


1. Elementos do estudo 
das probabilidades 

Experimento aleatório 

Consideramos experimentos aleatórios os fenómenos que apresentam resulta- 
cios imprevisiveis ąuando repetidos, mesmo que as condięoes sejam semelhantes. 


Exemplos: 

a) Lanęar 2 moedas e observar as faces voltadas para cima. 

b) Retirar 1 carta de 1 band ho com 52 cartas e observar o sen naipe. 

c) De uma urna contendo 4 bo las brancas e 5 vermelhas, retirar 1 bola e 
observar sua cor. 

d) Abrir 1 livro ao acaso e depois observar os numeros das duas paginas. 


Espaęo amostral 

Espaęo amostral e o conjunto de todos os resultados possiveis de ocorrer num 
experimento aleatório. Esse conjunto serii indicado pela letra S. 


Exemplos: 

a) Quando se lanęam 2 moedas e se observam as faces voltadas para cima,sendo 
as faces da moeda cara (c) e coroa (k),o espaęo amostral do experimento e: 

S = {(c, c) t (c t k) t (k, k), (k, c)}, onde o numero de elementos do espaęo 
amostral n (S) e igual a 4. 

b) Lanęam-se 2 dados, primeiro 1 branco e depois 1 azul, e observam-se os 
numeros das faces voltadas para cima. 

Nesse experimento, o espaęo amostral sera composto de muitos elemen¬ 
tos, por isso convem construir uma tabela: 

Dado branco: B 

Dado azuM 
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3 & 


Probabiudade 



A 

B 

1 

2 

3 

4 

■ 

6 

1 

(1,1) 

0 ,2) 

(1,3) 

0,4) 

(1,5) 

0 ,6) 

2 

(2, 1) 

(2,2) 

(2,3) 

(2,4) 

(2,5) 

(2,6) 

3 

(3,1) 

(3,2) 

(3,3) 

(3,4) 

(3,5) 

(3,6) 

4 

(4,1) 

(4,2) 

(4,3) 

(4,4) 

(4,5) ' 

1 (4,6) | 

5 

(5,1) 

(5,2) 

(5,3) 

(5,4) 

(5,5) 

(5,6) 

6 

(6,1) 

(6,2) 

(6,3) 

(6,4) 

(6,5) 

(6,6) jj 


Observamos que o espaęo amostral5 e o conjunto formado por todos os pares 
ordenados da tabela. Assim, o numero de elementos n (S) e igual a 36. 


Evento 

Evento (E) e qualquer subconjunto de um espaęo amostral S. Muitas vezes um 
evento pode ser canicterizado por um fato. 


Exemplos 

a) No lanęamento de 2 moedas: 

E ( : aparecerem faces iguais 
E,: {(c, c), (k, k)} 

Portanto, o numero de elementos do evento E, e n (E,) = 2. 

E,: apareće cara em pelo menos 1 face 
E,: {(c, c), (c, k), (k, c)}, onde n (E 2 > = 3 

b) No lanęamento nao simultaneo de 2 dados: 

Ej: aparecem numeros iguais » 

E, = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)} 

E 2 : o primeiro numero e menor ou igual a 2 

e 2 = ki, o, a, D, a 3 ), a, 4>, a, 5 ), a, 6 >, a o ,a 2 ), a 3), <2, 4 >, (2, ?>, (2, 6 » 

E 3 : a soma dos resultados e menor ou igual a 4 
E s = {(1, 1), (1,2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (3, 1)} 

E r o numero do primeiro dado e o dobro do numero do segundo dado 
E, = {(2, I), (4, 2), (6, 3)} 
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Elementos do estudo das probabiudades 






















































Analisaremos alguns eventos particulares, atraves de exemplos. 

Puento certo: evento que possui os mesmoselementos do espaęo amostral, (E = S). 


E 5 : a soma dos resultados nos 2 dados e menor ou igual a 12. 


Uren to impossiuel: evento igual ao eon junto vazio. 


E 6 : o numero do primeiro dado e igual a 7. 

E 6 =0 


Puento simples: evento que possui 1 unico elemento. 

E ? : a soma dos resultados nos 2 dados e igual a 12. 

E, = {(6,6)} 

Puento complementar: se A ć um evento de um espaęo amostral 5, o evento 
complementar de A indicado por/l e tal, queA = S - A. 

A: o primeiro numero no lanęamento dos dados ć menor ou igual a 2. 

A: o primeiro numero no lanęamento dos dados e maior que 2. 

S: o espaęo amostral (ver tabela anterior). 





(5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6), (6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)} 


Euentos mutuamente exclusivos: dois ou mais eventos sao mutuamente exclu- 
sivos ąuando a ocorrencia de um deles implica a nao-ocorrencia do outro. Se A e B 
sao eventos mutuamente exclusivos, entaoA Pi B = 0. 

Sejam os eventos: 

A: ąuando se lanęa um dado, o numero na face voltada para cima e inipar 
A — {1, 3, 5} 

B. ąuando se lanęa um dado, o numero na face voltada para cima e divisivel por 4. 


B = {4} 

Os eventos A e B sao mutuamente exclusivos, poisA n B = 0. 


ElEMENTOS DO ESTUDO DAS PR09ABILIDADES 



Probabiudade 


Resolvido 


Considerar o experimento aleatório: uma moeda e lanęada 3 vezes. Determinar: 

a) espaęo amostral S 

b) evento E,: sair 2 caras e 1 coroa 
O evento E 2 : sair 3 caras 

d) evento E 3 : sair pelo menos 1 cara 

e) evento E 4 : sair no maximo 2 coroas 
0 evento E 5 : nenhuma cara 

Sendo c = cara e k = coroa: 

a) S = {(c, c, c), (c, c ( k) ( (c, k, c), (k, c, c), (c, k, k), (k, c, kX (k, k, c), (k, k, k)} 

b) E, = f(c, k, c), (c, c, k), (k, c, c)J 

c) E 9 = (Cc, c, c» 

d) E 3 = {(c, c, c,X (c, k, cX (c, c, kX (k, c, cX (c, k, kx (k, c, kX (k, k, c)} 

c) E 4 = {Cc, k, cX (c, c, kX Ck, c, c), (c, k, kX (k, c, kX (k, k, cX Cc, c, c)} 

f) E s = {(k, k, k)} 


Propostos 

1034 No lanęamento simultaneo de 2 dados, 

considere as faces voltadas para cima e de¬ 
termine: 

a) espaęo amostral S. 

b) evento E,: numeros cuja soma t igual 
a 5 

c) evento E $ : numeros iguais 

d) evento E 3 : numeros cuja soma e urn nu- 
mero par. 

e) evento E 4 : numeros impares nos 2 da¬ 
dos. 

f) evento E 5 : numero 2 em pelo menos 1 
dos dados. 

g) evento E ń : numeros cuja soma ź menor 
que 12. 

h) evento E 7 : numeros cuja soma e maior 
que 12. 

i) evento E s = numeros divisores de 7 nos 
2 dados. 


1035 Urn casal planeja ter 3 filhos. Determine os 
eventos: 

a) os 3 sao do sexo feminino 

b) pelo menos 1 e do sexo masculino 

c) os 3 do mesmo sexo 

1036 Uma uma contem 20 bolinhas numeradas 
de 1 a 20. Escolhe se ao acaso uma boli- 
nha e observa-se o seu nOmero. Determine 
os seguintes eventos: 

a) o numero escolhido ś impar 

b) o numero escolhido e maior que 15 

c) o numero escolhido e mCiltiplo de 5 

d) o nOmero escolhido e multiplo de 2 e 
de 3 

e) o numero escolhido t primo 

f) o numero escolhido ć par e multiplo 
de 3. 

g) o numero escolhido e impar e multiplo 
de 7. 



PftOflABILIDADE 


ElEMENTOS DO ESTUDO DAS PROBABIUDADES 


2. Probabilidade 


Considerando um espaęo amostral S, nao-vazio, e urn evento E, sendo E C S, a 
probabilidade de ocorrer o evento E e o niimero real P (E), tal que: 


, sendo 0 *£ P (E) 1 e S um conjunto eqiiiprovavel, ou seja, todos 

os elenientos tein a mesma “chance” de acontecer. 


n (E): niimero de elementos do evento E 
n (S): niimero de elementos do espaęo amostral S 



Exemplo: 


Lanęando-se um dado, a probabilidade de sair um niimero impar na lace 
voltada para cima e obtida da seguinte forma: 


S = {I, 2, 3, 4, 5, 6} n (S) = 6 
E = {1, 3, 5} n (E) = 3 


P CE) = 


n(E) 

n(S) 


P (E) = 


3 

6 


1 

2 


ou 50% 


ResoIvido 

Escolhido ao acaso um elemento do conjunto dos divisores de 30, determinar a probabilidade 
de que ele seja primo. 


Divisores de 30 




1 

30 

2 

2 

15 

3 

3,6 

5 

1 5 , 

5,10,15, 30 

1 




S = {1,2, 3, 6,5, 10, 15, 30} 
E = {2, 3, 5) 

P (E) = | ou 37,5% 


Propostos 

1037 Qual a probabilidade de ocorrer o nume- 
ro 5 no lanęamento de um dado? 

1038 Qual a probabilidade de se obter um nu- 
mero par no lanęamento de um dado? 


1039 Um disco tem urna face branca e a outra 
azul. Se o disco for lanęado 3 vezes, qual 
a probabilidade de a face azul ser sorteada 
pelo menos uma vez? 

1040 Um casal planeja ter 3 filhos. Qual a proba¬ 
bilidade de os 3 serem do mesmo sexo? 


PROBAfiillDADE 


Probabilidade 













1041 (Unesp-SP) Joao lanęa um dado sem que 
António veja. Joao diz que o numero mos- 
trado pelo dado e par. A probabilidade 
de António descobrir esse nOmero £•. 


•>* 

d>i 

< 

e> i 

. 4 


C) 6 



1042 


1043 


1044 


(Vunesp) Um baraiho de 12 cartas tem 4 
ases. Retiram-se 2 cartas, uma após a outra. 
Determine a probabilidade de a sesunda 
ser um as, sabendo que a primeira e um śs. 


(UFSCar-SP) Uma urna tem 10 bolas identi- 
cas, numeradas de 1 a 10. Se retirarmos uma 
bola da urna, a probabilidade de nao ob- 
termos a bola numero 7 £ igual a: 


b) i? 


e) iT 


Determine a probabilidade de se obterem 
os eventos a seguir, no lanęamento simui- 
taneo de 2 dados, observadas as faces vol- 
tadas para cima: 


1045 


1046 


1047 


a) numeros iguais 

b) numeros cuja soma £ igual a 5 

c) numeros cuja soma t Impar 

d) numeros cujo produto £ par 

e) numeros cuja soma £ menor que 12 

f) numeros cuja soma t maior que 12 

g) numeros primos nos 2 dados 

Uma uma contem 2 bolas brancas e 5 bolas 
vermelhas, Retirando-se 2 bolas ao acaso e 
sem reposięao, calcule a probabilidade de= 

a) as bolas serem de cores diferentes 

b) as 2 bolas serem vermelhas 

(Mauś-SP) Uma caixa contćm 11 bolas nu¬ 
meradas de 1 a 11. Retirando-se uma delas 
ao acaso, observa-se que ela tem um nu¬ 
mero impar. Determine a probabilidade de 
esse numero ser menor que 5, 


Uma bola e retirada de uma uma que con¬ 
tem bolas coloridas. Sabe-se que a pro¬ 
babilidade de ter sido retirada uma bola 

vermelha £ Calcule a probabilidade 

de ter sido retirada uma bola que nao seja 
vermelha. 


3. Uniao de dois eventos 

Consklerando A e B dois eventos contidos em um mesmo espaęo amostral 5, o 
numero de elementos da reuniao de A com B e igual ao numero de elen\entos do 
evento A somado ao numero de elementos do evento B, subtraido do numero de 
elementos da intersecęao de A com B . 

n (A U B) = n (A) + n (B) - n (A n B) 

Sendo n (S) o numero de elementos do espaęo amostral, vamos dividir os dois 
membros da eąuaęao por n (S) a firn de obter a probabilidade P (A U B). 

n (A U B) _ n (A) n (B) n (A n B) 

n (S) n (S) n (S) n (S) 


P (A U B) = P (A) + P (B) - P (A n B) 
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Probabilidade 


Uniao DE dois eventos 






















Para eventos mutuamente exclusivos (A n B = 0), a eąuaęao obtida fica: 

P (A U B) = P (A) + P (B) 

Exemplo: 

De unia urna com 20 bolinhas numeradas de 1 a 20, retira-se ao acaso uma 
bołinha. Para calcular a probabilidade de essa bolinha ter um numero divisi- 
vet por 2 ou por 3,consideramos: 

S= {1, 2, 3, 20} 

A: conjunto dos numeros divisiveis por 2 
A = (2, 4, ć, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20} 

B: conjunto dos numeros divisiveis por 3 
B = {3, 6, 9, 12, 15, 18} 

A n B: conjunto dos numeros divisiveis por 2 e por 3 
A H B = {6, 12, 18} 

P(A) = ^,PTO = ^ePCAn B ) = |- 

, v 10 , 6 3 
P(AUB) = - + --^ 

P (A U B) = ^| ou P (A U B) = 65% 


Resolvido 

(Fuvest-SP) A probabilidade de que a populaęao atual de um pais seja de 110 milhoes ou mais 
e de 95%. A probabilidade de ser 110 milhoes ou menos e de 8%. Calcule a probabilidade de 
ser 110 milhoes. 

Sendo P CA) a probabilidade de ser 110 milhoes ou mais: P (A) - 95% 

Sendo P (8) a probabilidade de ser 110 milhoes ou menos: P (B) = 8% 

P (A n B) = a probabilidade de ser 110 milhoes: P (A n B) — ? 

P(AUB) = 100% = 1 

Aplicando a resra da uniao de dois eventos, temos: 

P (A u B) = P (A) + P (B) - P CA n B) 

1 = 0,95 + 0,08 - P (A n B) 

P CA n B) - 0,95 + 0,08 - 1 
P CA n B) = 0,03 ou P CA n B) = 3% 



UniAo de dois evemtos 


Probabilidade 



Propostos 

1048 Uma urna contóm 30 boiinhas numeradas 
de 1 a 30. Retirando-se ao acaso uma boli- 
nha da urną qual a probabilidade de essa 
bolinha ter um numero multiplo de 4 ou 
de 3? 

1049 Jogando-se um dado, qual a probabilida¬ 
de de se obter o numero 3 ou um numero 
impar? 

1050 Consultadas 500 pessoas sobre as emisso- 
ras de teve que habitualmente assistem, 
obteve-se o seguinte resultado: 280 pes¬ 
soas assistem ao canal A, 250 assistem ao 
canal B e 70 assistem a outros canais, dis- 
tintos de A e B. Escolhida uma pessoa ao 
acaso, determine a probabilidade de que 
ela assista: 

a) ao canal A 

b) ao canal B 

c) ao canal A ou ao canal B 




(PUCCAMP-SP) Num grupo, 50 pessoas per- 
tencem a um clube A, 70 pertencem a um 
■ clube B, 30 a um clube C, 20 pertencem 
| aos clubes Az B, 22 aos clubes A e C, 18 
aos clubes Be Ce 10 pertencem aos 3 clu¬ 
bes. Escolhida ao acaso uma das pessoas 
presentes, a probabilidade de ela: 

a) pertencer aos tres clubes 1 3/5 

b) pertencer somente ao clube C e zero 

c) pertencer a pelo menos dois clubes ć 
de 60% 

d) nao pertencer ao clube 8 i 40% 


1052 


De uma reuniao participam 200 profissio- 
nais, sendo 60 medicos, 50 dentlstas, 32 
enfermeiras e os demais nutricionistas. Es- 
colhido ao acaso um elemento do grupo, 
qual ź a probabilidade de ele ser medico 
ou dentista? 


4. Probabilidade condicional 


Considerandooseventos/l eB de um espaęo amostral 5, define-se como probabili¬ 


dade condicional do evento.<4,tendo ocorrido o evento B e indicado por P 



,arazao: 


„ f A) ^ P (A n B) 

p UJ-np(Br" 


Exemplo: 

No lanęamento de 2 dados, observando as faces de cima, para calcular a 
probabilidade de sair o numero 5 no primeiro dado, sabendo que a soma 
dos 2 numeros e maior que 7,fazemos: 

S = i(l, 1), (1, 2), Cl, 3), (1,4), (1, 5), (1,6), (2,1), (2, 2), (2,3), (2, 4), (2, 5), 
(2,6), (3,1), (3,2), (3,3), (3, 4), (3,5), (3,6), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4), 
(4,5), (4,6), (5,1), (5,2), (5, 3), (5,4), (5,5), (5,6), (6,1), (6,2), (6,3), 
(6,4), (6, 5), (6, 6 )} 


Probabilidade 


Probabilidade condicional 










Evento/l: numero 5 no primeiro dado 
A = {(5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5), (5, 6)} 

Evento B : a soma dos dois numeros e maior que 7 
B = {(2, 6), (3, 5), (3, 6), (4, 4), (4, 5), (4, 6), (5, 3), (5, 4), (5, 5), (5, 6), 
(6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)} 

A n B = {(5, 3), (5, 4), (5, 5), (5, 6)} 


P(AnB) = ^ 

15 

P( B )=36 


Logo, P 




P (A O B) 

P(B) 


4 



36 


Multiplicaęao de probabilidades 


A probabiiidade de ocorrer P (A n B) e igual ao produto da probabilidade de um 
deles pela probabilidade do outro em relaęao ao primeiro. 


Sendo: P 


(A) 

U, 


p (A n B) 
P(B) 


ou 



P <A n B) 
P (A) 


entao: 


P (A H B) = P (B) • P 



ou 


P (A n B) = P (A) 



Eventos independentes 

Dois eventos A e B de um espaęo amostral S sao independentes ąuando 


ffl- 


P(A)oup(~J=PCB). 


Sendo os eventos/l e B independentes, temos: 

P (A n B) = P (B) • P^j 0 e p(|) = P CA) (5 

Substituindo II em I, obtemos: 


P (A fi B) = P (A) • P (B) 
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PROBABŁLIDADE CONplOONAL 


Probabilidade 





















Reso!vido 


CAAauó-SP) Lanęando-se simultanearnente um dado e uma moeda, determine a probabilidade 
de se obter 3 ou 5 no dado e cara na moeda. 


S = {(1, c), ( 1 , k), {% c), ( 2 , k), (3, 0 , ( 3 , k), (4, c), (4, k), (5, c), ( 5 , k}, ( 6 , c), ( 6 , k)} 


Evento A. 3 ou 5 no dado 



1 

3 


A = ((3, c), (3, k), (5, c), (5, k)} 


Evento B\ cara na moeda 



1 

2 


B = (Cl, k), (2, k), (3, k), {4, k), (5, k), (ó, k)} 

Os eventos sao independentes, pois o fato de ocorrer A nao modifica a probabilidade de 
ocorrer B. Assim, temos: 


P(AnB) = P CA) • P CB) 


Portanto, P (A n B) = -- • tt = t 
3 2 6 


Notę que A n 8 = (C3, k); (5, k)] e P (A n B) poderia ser calculado por 
d/a ^ _ n (A n B) 2 1 , 

e t,A 11 b; - - n ^— = "ig = 5 - No entanto, nem sempre a obtenęao de n (A n B) e simples. 


Propostos 

1053 Lanęando-se simultanearnente dois dados, 
qual a probabilidade de se obter o nume- 
ro 1 no primeiro dado e o numero 3 no 
segundo dado? 

1054 Uma urna A contóm 3 bolas brancas, 4 pre- 
tas e 2 verdes. Uma uma B contem 5 bolas 
brancas, 2 pretas e 1 verde. Uma uma C 
contem 2 bolas brancas, 3 pretas e 4 ver- 
des. Uma bola e retirada de cada uma, Qual 
e a probabilidade de as trźs bolas retiradas 
da primeira, segunda e terceira umas serem, 
respectivamente, branca, pręta e verde? 

1055 A probabilidade de que um aluno A resol- 

1 

va certo problema e p (A) = - a de que 

* -t 

outro aluno B o reso!va t P CB) = ^ e a de 
que um aluno C o resolva e P (C) = 

O 

Calcule a probabilidade de que os tres re- 
solvam o problema. 

PROBABILIDADE 


1056 (Cesgranrio-RJ) Dois dados sao lanęados 
sobre uma mesa, A probabilidade de am- 
bos os dados mostrarem na face superior 
numeros impares z-. 

•>ł »ł ->ł 

1057 (Unesp) Num grupo de 100 pessoas da zona 
rural, 25 estao afetadas por uma parasitose 
intestina! Az 11 por uma parasitose intesti- 
nal B, nao se verificando nenhum caso de 
incidencia conjunta de A z fi. Duas pessoas 
desse grupo sao escolhidas, aleatoriamen- 
te, uma após a outra. Determine a probabi¬ 
lidade de que, dessa dupia, a primeira pes- 
soa esteja afetada por Aza segunda por B. 

1058 CUnesp) Numa gaiola estao nove camun- 
dongos rotulados 1 , 2 ,3,9. Selecionan- 
do-se conjuntamente dois camundongos 
ao acaso (todos tern igual probabilidade 
de escolha), a probabilidade de que na 
seleęao ambos os camundongos tenham 
rótulo impar z. 

a) 0,3777... d) 0,2777... 

b) 0,47 e) 0,13333... 

c) 0,17 

Probabilidade condicionai 





Ficha-resumo 


r Espaęo amostral (S) -^ 

E o conjunto nao vazio de todos 
os resultados posstveis de ocorrer, 
nuni expcrimento alcatório. 

___ J 


f Evento (E) - 

Seja uin espaęo amostral S. De- 
nomina-se evento, qualquer subcon- 
junto desse espaęo amostral 5. 
___/ 


r 


Pro babilidade 



, sendo 0 P (E) l e S um conjunto eqiiiprovavel, 


Uniao de dois eventos: 


P (A U B) = P (A) + P (B) - P (A O B) 




Eventos mutuamente exclusivos: 


P (A U B) = P (A) + P (B) 


r 


Probabilidade condicional 


Probabilidade de ocorrer o evento A.tendo ocorrido o evento B. 

p f£\ P (A n B) 


B 


P(B) 


Multiplicaęao de probabilidades 


P (A O B) = P (A) • P 


B 


Eventos independentes: 


P (A n B) = P (A) • P (B) 


Compiementares 

1059 (UFPA) Numa lanchonete que vende ca- 
chorro-quente sao oferecidos ao freguśs 
pimenta, cebola, mostarda e mol ho de to- 
mate como temperos adicionais. Quantos 
tipos de cachorros-quentes diferentes 
(pela adięao ou nao de algum tempero) 
podem ser vendidos? 

a) 12 b) 16 c) 24 d) 120 


1060 (Fuvest-SP)Duaspessoas, AzB ,jogamdado 
alternadamente, comeęando com A, ate 
que urna delas obtenha um 6; a primeira que 
obtiver o 6 ganha o jogo. 

a) Gual a probabilidade de A ganhar na 
primeira jogada? 

b) Qual a probabilidade de B ganhar na 
segunda jogada? 

c) CalcuSe a probabilidade de A ganhar o 
jogo. 



Fic sumo 


Probabilidade 






























Probabilidade 


1061 (Fuvest-SP) Duas pessoas Az B arremes- 
sam moedas. Se A faz 2 arremessos e B faz 
1, quai a probabilidade de A obter o mes- 
mo numero de coroas que B? 

1062 (Fuvest-SP) Seis pessoas, A, B, C, O, E e F, 
vao atravessar um rio em 3 barcos. Distri- 
buindo-se ao acaso as pessoas de modo 
que fiquem 2 em cada barco, a probabili¬ 
dade de A atravessar eom 8, C junto com 
Oz E junto com Fi-. 

aJ 5 b) ió c) 15 d) 20 e) 25 

1063 (Fuvest-SP) Escolhem-se ao acaso 2 nume- 
ros naturais distintos, de 1 a 20, Qual a pro¬ 
babilidade de que o produto dos nume- 
ros escolhidos seja impar? 

a) M b >5 d >7 

1064 De urna urna que contem 18 bolas, sendo 
10 pretas e 8 vermelhas, retiramos 3 bolas, 
sem reposięao. Qual e a probabilidade de 
as 2 primeiras serem pretas e a terceira ser 
vermelha? 

a) 24Ó b) 34 c) 2ó d) T! 

1065 (Unicamp-SP) Em uma festa para calouros es- 
tao presentes 250calourose 350 calouras. Para 
danęar, cada calouro escolhe uma caloura ao 
acaso formando um par Pergunta-se: 

a) Ouantos pares podem ser formados? 

b) Qual a probabilidade de que uma de- 
terminada caloura nao esteja danęando 
no momento em que todos os calouros 
estejam danęando? 

1066 (Fuvest-SP) Sorteiam-se 2 numeros ao aca¬ 
so entre 101 e 1 000, inclusive, com repo¬ 
sięao. Calcule a probabilidade de que o 
algarismo das un idades do produto dos nó- 
meros sorteados nao seja zero. 

1067 (FEf-SP) Numa uma foram colocadas 30 bo¬ 
las: 10 bolas azuis numeradas de 1 a 10,15 
bolas brancas numeradas de 1 a 15 e 5 bo¬ 
las cinza numeradas de 1 a 5. Ao retirar-se 
aleatoriamente uma bola, a probabilidade 
de se obter uma bola par ou branca i. 

5 30 b) 15 2 d) 15 e) 15 


1068 (Osec-SP) Lanęando-se um dado 2 vezes, 
vamos observaros pares ordenados de nu¬ 
meros das faces superiores. A probabili¬ 
dade de ocorrencia do numero 5 em pelo 
menos 1 vez, &■. 







1069 (Unicamp-SP) Uma uma contem 50 bolas 

que se distinguem apenas pelas seguintes 

caracteristicas: 

• x delas sao brancas e numeradas sequen- 
cialmente com os numeros naturais de 1 a x. 

• x +1 delas sao azuis e numeradas sequen- 
cialmente com os numeros naturais de 1 
a x + 1. 

• x + 2 delas sao amarelas e numeradas se- 
quencialmente com os numeros naturais 
de 1 a x + 2. 

• x + 3 deias sao verdes e numeradas se- 
quencialmente de 1 a x + 3. 

a) Qual o valor numerico de x? 

b) Qual a probabilidade de serretirada, ao 
acaso, uma bola azul ou uma bola com 
o numero 12? 


1070 (ENEM) Em um concurso de televisao, apre- 
sentam-se ao participante 3 fichas voltadas 
para baixo, estando representada em cada 
uma delas T, Vz E. As fichas encontram-se 
aiinhadas em uma ordem qualquer. O par¬ 
ticipante deve ordenar as fichas ao seu gos- 
to, mantendo as letras voltadas para baixo, 
tentando obter a sigla 7VE. Ao desvira-las, 
para cada letra que esteja na posięao cor- 
reta ganhara um premio de R$ 200,00. 

I) A probabilidade de o participante nao 
ganhar premio algum ć igual a: 

a)0 b)l c)l d)l 

II) Aprobabilidade de o concorrente ganhar 
exatamente o vaior de R$ 400,00 e igual a: 

a)0 b)l c)l d)f e)l 

1071 (Fuvest-SP) Uma uma contem 3 bolas: 1 ver- 
de, 1 azul e 1 branca. Tira-se uma bola ao 
acaso, registra-se a cor e coloca-se a boia 
de volta na uma. Repete-se essa experien- 
cia mais 2 vezes. Qual a probabilidade de 
serem registradas 3 cores distintas? 



Probabilidade 


Ex£RCfCIOS complementares 





FPG/Key$!orie 


Mistura de raęas, 
mistura de genes 


No Brasil, o processo de miscigenaęao tem 
sido particularmente intenso, favorecendo a tro- 
ca de genes entre as diferentes populaęóes que 
se estabeieceram em nosso vasto território 



Explorada politicamente, a noęao pseudocientifica 
de raęa pura marcou a Ignóbll era do nazismo. 




Na especie humana, as “raęas puras" só existiram 
na imaginaęao dos antropólogos do seculo passado. In- 
dividuos geneticamente identicos só ocorrem em espe- 
cies assexuadas. Nas demais, excetuando-se o caso dos 
gemeos monozigóticos (originados da mesma celula- 
ovo), cada indhdduo tem uma constituięao genetica 
unica, diferente da dos demais membros de sua espe¬ 
cie. Em virtude do fenómeno da recombinaęao dos 
genes a que esta sujeita toda especie sexuada, inclusi- 
ve a humana, alguns indmduos podem assemelhar-se 
quanto a determinados caracteres geneticos, mas di- 
ferirao ąuanto a outros. 

A identificaęao de grupos raciais depende dos 
caracteres geneticos a que se considerem. Como as 
populaęóes podem ter alguns caracteres em comum, 
mas nao todos, diferentes caracterizaęóes raciais po¬ 
dem levar a conclusoes contraditórias. 

Em pleno seculo XX, equivocos foram cometidos 
por muitos antropólogos. A partir de caracteres como 
altura, indice cefalico, cor da pele e dos olhos, elabo- 
raram-se classificaęóes raciais que conduziram a no- 
ęao de “raęa pura". Foi-se ainda mais longe: numa asso- 
ciaęao gratuita, passou-se a considerar todas as aqui- 
sięóes da civi!izaęao europeia como “atributos” de de- 
terminada cor de pele ou for mato de cranio. Em es- 
pecial, o tipo nórdico foi identificado como o “super- 
homem”. 

Embora o conceito de raęa seja relativo, as dife- 
renęas raciais, objetivamente consideradas, podem 
explicar os estagios biológicos em que se encontram 
diversas populaęóes e grupos raciais humanos. A dife- 
renęa das freqiiencias de determinados genes em duas 
populaęóes podem, por exemplo, refletir o grau de di- 
versidade entre as mesmas. Sabemos tambem que a 
diversidade genetica observada em determinada es¬ 
pecie e o resultado da adaptaęao de diferentes grupos 
as condięóes ambientais locais em determinado perio- 
do da evoluęao. 

O processo primario responsavel pelas modifica- 
ęóes geneticas que se produzem numa populaęao e a 
mutaęao. Embora a taxa de mutaęao de cada gene es- 
pecifico, entre os inilhares que caracterizam determi¬ 
nada especie, seja muito baixa, no conjunto esse valor 



Proieto Portinari 











pode ser relativamente alto, levando ao aparecimento, 
a cada geraęao, de alguns novos mutantes. Em sua 
grandę maioria, as mutaęoes sao deleterias, isto ć, con- 
tribuem para diminuir a viabilidade e a fertilidade de 
seus portadores. Ao longo do processo histórico po- 
dem, no entanto, ocorrer mutaęoes que permitam aos 
membros de uma populaęao um melhor ajustamento 
as novas condięoes do ambiente, Estas sao entao posi- 
tivamente selecionadas e, uma vez que seus portado¬ 
res se tornam relativamente mais ferteis, tendem a 
transmitir-se as novas geraęoes. 

0 conjunto das investigaęoes geneticas sobre a 
mistura racial na America revela que o processo de 
miscigenaęao foi particularmente intenso no Brasil, su- 

perando estimativas 
estabelecidas em qual- 
quer regiao de outros 
territórios. E de se es- 
perar, portanto, que 
esse processo continuo 
de miscigenaęao nos 
leve rapidamente a 
uma situaęao virtual de 
homogeneidade gene- 
tica. Antes que esse 
equilibrio se estabele- 
ęa, deverao ocorrer, no 
entanto, mudanęas nos 
padroes ćticos, cultu- 
rais e socioeconómicos 
dos grupos raciais que 
ocupam as diferentes 
areas do pais. 


Na plntura de Candido 
Portinari, a miscigenaęao de 
raęas aparece retratada. 
Quadro Mestięo, de 1934, 
reproduęao cedlda por Joao 
Candido Portinari 


(ExtraIdo de: SALDANHA, Pedro H. In: Ciencia Hoje. Rio de Janeiro, SBPC, v. 9, n, 50, p. 48.) 







0ĄnędD łicćcntńca 

^l hAd a pncurA Ae es pnę o 
pArn o AesenfiD Aa viAa. 

£m nAmeros me emĆArAfD 
e perco sempre 4 meAiAA. 

£e penSD mcoyttrĄr sąiAą, 
em vez Ae AÓrir nm cDmpAS&D, 
prDjetD-me num AfrtAęD 
e g&tD hm, iĄ AespeA'tAA. 

£e voitD SDĆre 6 men pASSD> 
c ją At&tĄyiciĄ perAiAn . 

'J / Hea CDtĄfĄD, CDt&Ą Ae ĄęD, 
cpmeęA ą ącAąt urn cĄn&Ąęo 
estĄ ptDCHtĄ Ae espAęO , 
pĄTĄ d AesenAp Aą \hAą. 

$A por ei£ĄnstĄ e AescriAn 
nAD me AmmD A urn 6reve trAfD: 

- SĄhAdSĄ Ad fne yiĄD £AfD, 

— Ad ąne fafD, ArrepettAtAA . 

Cecilia Meireles (1901-1964), 
poetisa brasileira 



1. Tópicos de geometria piana 

Apresentamos aqui um resumo de alguns conceltos estudados em geometria pia¬ 
na, para que voce possa recorda-los e aplica-Ios, sempre que necessario, neste estudo 
da geometria espacial. 

Angułos 

Classijicaęao 


Angulo reto Mede 90°. 


B 


med(AÓB) = 90° 



O A 


Angulo agudo A sua medida e menor que a de um angulo reto. 



Angulo obtuso A sua medida e maior que a de um angulo reto. 

ł 
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Tópicos de geometria piana 


Geometria espacial 









Angulos complementares 

Dois angulos sao complementares quando as suas medldas somam 90°. 



Angulos suplementares 

Dois angulos sao suplementares ąuando as suas medidas somam 180°. 




Duas retas paralelas e uma transversal 

Duas retas, r e s, distintas e paralelas, cortadas por uma transversal, determinam 
pares de angulos importantes no estudo da geometria. Veja a figura. 



Geometria eepacial 



Tópicos de geometria piana 








Usamos as seguintes denominaęóes: 


Angulos alternos intemos Gada par desses angulos tem a mesma medida; sao 

angulos congruentes. 


d = 


f 


esc 


t 



Angulos alternos externos Gada par desses angulos tem a mesma medida; sao 

angulos congruentes. 


A A 

asg 

A A 

b = h 


i 



Angulos colaterais internos A soma das medidas de cada par desses angpjos vale 

180°; sao angulos suplementares. 


med(d) + med(e) = 180° 
med(c) + med(f) — 180° 




TOPICOS DE GEOMETRIA PLAMA 


41 


Geometria espacial 









Angulos colaterais externos A soma das medidas de cada par desses angulos vale 

180°; sao angulos suplementares. 


med(a) + med(h) = 180° 
med(b) + med(g) = 180" 



Angulos correspondentes Cada par desses angulos tern a mesma medida; sao 

angulos congruentes. 


a = e 


c = g 


b = f 

A A 

d = h 



Tridngulos 



Indicaęao: A ABC 
Lados: AB t BC,CA 
Vertices: A, B, C 

Angulos internos: a, b, ć ou A, B, Ć 
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Os triangulos ąuanto aos lados 

Eąiiilatero Os tres lados sao congruentes e os tres angulos internos sao congruen¬ 
tes, medindo 60° cada um. 

A 



Isósceles Os dois lados sao congruentes e os dois angulos da base sao congruentes. 



Escaleno Possui uma medida diferente para cada lado e para cada angulo. 

A 



C 


► Em um triangulo, ao maior angulo opóe-se o maior lado. 
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Os tri angulos ąnanto a os angulos 


Acutangulo Todos os angulos internos sao agudos. 


A 



a, b e ć sao angulos agudos 

med(a) < 90°, med(b) < 90° e med(c) < 90 lł 


Obtusangulo Possui um anguło interno obtuso. 



Retangulo Possui um angulo interno reto. 
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Angido externo 

Em um triangulo, a medida de qualquer um de seus angulos externos e igual a 
sorna das niedidas dos angulos internos nao-adjacentes a ele, 

A 




Sonia dos angulos internos de um triangulo 


A 



a, b e ć sao angulos internos do AABC => med(a) + med(b) + med(ć) — 180° 


Area de um triangulo 


Triangulo qualquer 



b: medida da base AC 

h: medida da altura relativa a base AC 



a,b e c: medidas dos lados BC,AC e AB 

p, semiperimetro 

- 

A, = Vp(p ~ a)(p - b>(p - c) 
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Triangulo eąiiilatero 



£: medida do lado 
h: medida da altura 



e h-i^ 
4 2 


Relacoes metricas nutu tridngulo retdngulo 



a : medida da hipotenusa 

e c: medidas dos catetos 

: medida da altura relativa a hipotenusa 

men: medidas das projeęóes dos 
catetos sobre a hipotenusa 


RelaęÓes: b • c = a ■ h 


h 2 = m * n 


b 2 = a ■ n 


c 2 = a ■ m 
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Semelhanęa de tridngulos 

Definiędo 

Observe a figura, onde A^B’ // AB, A^C // AC e !VC’ // BC: 



Os triangulosABC e A’B’C' tern a mesma forma. 

Dizemos que esses triangulos sao semelhantes, fato que indicamos com 
AABC ~ AA’B’C', ąuando existe uma correspondencia entre os seus vertices, de 
modo que: 


a. Os angulos correspondentes sao congruentes 


A A n A A 

A =A\ B = B’ e C = C’ 


b. Os lados correspondentes sao proporcionais 


/■ 

AB = _BC _ AC 
AB’ B’C’ A’C 


Teoremafundamenłal da semelhanęa de tridngulos 

Se uma reta paralela a urn lado de urn triangulo intercepta os outros dois lados em 
pontos distintos, entao ela determina urn novo triangulo semelhante ao primeiro. 



MN // PQ 


AAMN ~ AAPQ entao: 


MN = AM _ AN 
PQ ~ AP ” AQ 
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Ca sos de setnelhanęa 


1- caso AA 


Dois triangulos que possuam dois angulos respectivamente congruentes sao se- 



c 


2 H caso LAL 

Dois triangulos que possuam dois lados correspondentes proporcionais e os fin- 
gulos comprccndidos entre eles congruentes sao semelhantes. 



3 2 caso LLL 


Dois triangulos que possuam os lados correspondentes proporcionais*sao seme¬ 
lhantes. 
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Quadrildteros 


A soma das medidas dos angulos in- 
ternos e a soma das medidas dos angulos 
externos medem 360°. 


i 

i 

f 

/ 

r 



( - ' 

med(a) + med(b) + med(ć) + med(d) = 360° 



A 



b: medida de uma base 

h: medida da altura relativa a essa base 

- 

A p = b • h 

* 


b : medida da base menor 
B: medida da base maior 
h: distaneia entre as bases 



422 
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Quadrado 


A 

pr 


e 


B 


T3 


ta- a 

D t C 


l: medida do lado 



Retangulo 


B 




Losango 


i 



d\ medida da diagonal menor 
D: medida da diagonal maior 



Ctrculo e circunferencia 


Ctrculo 



r: medida do raio 

n = 3,l4 

area do drculo 



comprimento da circunferencia 


C = 271 ■ r 
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Hexagono 


Quadrado 


Poltgonos regulares (relaęóes) 

Poligonu regular e todo poligono cujos lados sao congruentes e cujos angulos 
internos sao congruentes. 

Usaremos a seguinte notaęao: 

£: mcdida do lado , 1 

a: mcdida do apótema 

r: mcdida do raio da circunferencia circunscrita 
p: semipenmetro 


Triangulo eąiiilatero 


3£ 2 V3 


£ = rV3 

r 

a = i 

A. . = p • a 


£ = t-Jl 

i 

A, = 2r 
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Propostos 


'i o 

' Ot?- j 

Cj y ^ 

1072 (UECE) O angulo igual a do sej/suple- 
mento mede: 

a) 100° c) 36° 

b) 144° d) 80° 


1076 


1073 (UFES) O tnplo do complemento de um 
angulo e igual ś teręa parte do suplemento 
deste angulo. Este angulo mede: 


a) f rd 

b) f|rd 

c) ~rd 

4 


d) 2|rd 

e) “ rd 


1077 



1075 (Fuvest SP) Na figura, as retas re 5 sao pa¬ 
ra lelas, o angulo 1 mede 45° e o angulo 
2 mede 55°. A medida em graus do Snguio 



(FEI-SP) Na figura, as retas re ssao paralelas. 



A medida do angulo indicado com xe. 

a't 7 rp 

- 


(PUCCAMP-SP) Na figura, res sao parale¬ 
las. O angulo x mede: 

a) 60° 

b) 65° 

c) 70° 

d) 75° 

e) 80° 


(UFGO) Na figura, as retas r e s sao parale¬ 
las. A medida do angulo b Ł 

a) 100° d) 140° 

b) 120° e) 130° 

c) 110 ° 



2 




(PUC-SP) Na figura, a = 100° e*b = 
Quanto mede o angulo x? 

(a))o° 

b) 50° 

c) 80° 

d) 100° 

e) 220° 


110 ° 
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1080 (Fuvest-SP) Na figura: AB = BD = CD. En- 
tao: 



1081 (UFMG) O reciproco do teorema "Num 
trianguio isósceles os angulos da base sao 

iguais" Ł 

a) Os anguios da base de um triśngulo 
isósceles sao iguais. 

b) Se os angulos da base de um trianguio 
sao iguais, entao o trianguio ć isósceles. 

c) Num trianguio isósceles, os angulos da 
base nao sao iguais. 

d) Se os Sngulos da base de um trian- 
" gulo nao sao iguais, o trianguio nao t 

isósceles. 

e) n.d.a. 

1082 (Fuvest-SP) A sombra de um poste verti- 
cal, projetada pelo Sol sobre um chao pia¬ 
no, mede 12 m. Nesse mesmo instante, a 
sombra de um bastao vertical de 1 m de 
altura mede 0,6 m . A altura do poste t. 

a) 6 m d) 20 m 

b) 7,2 m e) 72 m 

c) 12 m 


1084 (UFPE) A figura representa um rio cujas mar- 
gens sao retas paralelas. 



1085 (UFPE) Considere um trianguio equilatero de 
lado E como na figura. Unindo-se os pon- 
tos medios dos seus lados obtemos 4 (qua- 
tro) novos triangulos. O perimetro de qual- 
quer um desses quatro triangulos ć igual a : 


a) f d) l 

b) ! e) f- 



1083 (UFMG) Os angulos a e (i da figura medem: 

a) a = 20°, [i = 30° 

b) a = 30°, p = 20° 



1086 (Fuvest-SP) Na figura, os angulos a, b, c e d 

x 3x 

medem, respectivamente, g-, 2x, e x, 

O śngulo ee reto. Qual a medida do Sngu- 
lo n 

a) 16° d) 22° 

bj 18° e) 24° 

C) 20° 
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1087 (Vunesp) Considere as seguintes propo- 
sięoes: 

• todo quadrado t um losango 

• todo quadrado e um retangulo 

• todo retangulo t um paralelogramo 

• todo triangulo equilatero e isósceles '■ 
Pode-se afirmar que: 

a) só uma e verdadeira 

b) todas sao verdadeiras 

c) só uma t falsa 

d) duas sao verdadeiras e duas sao falsas 

e) todas sao falsas 

1088 (Cesgranrio-fU) Em um trapezio retangulo, 
o menor angulo mede 35°. O maior angulo 
desse poligono mede: 

a) 155° c) 145° e) 140° 

b) 150° d) 143° 

1089 (Unesp) Considere um quadrado ABCD, 
cuja medida dos lados e 1 dm. Seja P um 
ponto interior ao quadrado e eqiiidistante 
dos vertices B e C e seja Q o ponto medio 
do lado DA. 

Se a area do quadrilatero ABPQ t o dobro 
da area do triangulo BCP, a distancia do 
ponto P ao lado BC e= 

a) ~ dm a 

b) y dm 

c) ~ dm Q 

d) y dm 

4 

e) y dm D 

« 

1090 (Fuvest-SP) No retangulo, o vaior em graus 
de a + p e: 

a) 50° d) 130° 

b) 90° e) 220° 

c) 120° 




1091 (Fatec-SP) Na figura abaixo indicamos um 
retangulo ABCD e os pontos Me F, onde M 
e o ponto medio do iado AD e F t a 
intersecęao dos segrnentos AC e BM. 
Determine a medida do segmento ED, 
sabendo que AD = 45 cm, AB = 30 cm e 
EF = 10 cm. 



1092 (FEI-SP) Na figura, o valor de x 5 + y* e.- 


a) 18 

b) 24 

c) 36 

d) 44 

e) 54 


E 



1093 (Unisa-SP) Uma escada de 5,50 m de com- 
primento esta apoiada em uma parede, 
sendo que seu pe esta distante 1,50 m dęta. 
Um pintor quer que a extremidade supe¬ 
rior da escada alcance 30 cm mais aito. Que 
distancia ele precisa deslocar ope da es¬ 
cada em direęao a parede? 

a) 30 cm 

b) 10 cm 

c) nao e possivei 

d) 1,50 m 

e) 1 m 

1094 (Vunesp) A area de um triangulo retangulo 

1 12 dm s . Se um dos catetos ć -| do ou- 

tro, calcule a medida da hipotenusa desse 
triSngulo. 
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1095 (ITA-SP) Por um ponto A de urna circunfe- 
rencia traęa-se o segmento AA perpendicu- 
lar a um diSmetro desta circunferencia. Sa- 
bendo-se que o ponto A' determina no dia- 
metro segmentos de 4 cm e 9 cm podemos 
afirmar que a medida do segmento AA’ e: 

a) 4 cm d) 6 cm 

b) 19 cm e) -/iScm 

c) 13 cm 

1096 Calcu le a medida dos segmentos a e b na 
figura. 


1099 (Mack-SP) Na figura, a area do quadrado 
de centro O e: 

a) 10 

b) 16 

c) 95 

d) 100 

e) 9500 



1097 


1098 



(Fuvest-SP) Considereotriśngulo represen- 
tado na malha quadriculada. A area do tri- 
angulo, em 
cm®, e; 

a) 2 

b) 3 
ę) 4 

d) 5 

e) 6 

1 cm 


(Unicamp-SP) O retangulo de uma bandeira 
do Brasil, cuja parte extema ao losango e 
pintada de verde, mede 2 m de compri- 
mento por 1,40 m de largura. Os vertices 
do losango, cuja parte extema ao circuio e 
pintada de amarelo, distam 17 cm dos la- 
dos do retangulo e o raio do circuio mede 
35 cm. Para calcular a area do circuio use a 
formula A = it r® e, para facilitar os calculos, 
22 

tome n como — . 

a) Qual e a area da regiao pintada de 
verde? 

b) Qual e a porcentagem da area da regiao 
pintada de amarelo, em relaęao a area 
total da bandeira? De sua resposta com 
duas casas decimais depois da vfrgula. 



1100 (Mack-SP) A diagonal AD do quadrado 
ABCD mede V2 cm. Se o diametro de cada 
uma das semicircunferencias na figura abai- 
xo e igual a metade do iado do quadrado, 
a area da regiao assinalada Ż-. 



1101 (UFJF-MG) Na figura ebaixo, o apótema do 
hexagono regular inscrito no circuio me¬ 


de V3 cm. A area da regiao sombreada na 
figura e, em cm 5 : 


( a) 2(271 - 3^3) d) 3(2 ji - 3V3) 
b) 6^/3 e) 4rc ~ JZ 
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1102 (FMTM-MG) Um hexagono regular circuns- 
crito a uma circunferencta de raio 6 cm pos- 
sui area igual a 

a) 54^cm s d) 12^/3 cm® 

b) 72i/3cm 9 e) 48V3cm® 

c) 216-/3cm® 

1103 (CES-MS)_Na figura abaixo, os segmentos 
AB, BC, CD, DE e af t€m as medidas 
indicadas em centimetros. O arco EF Ł uma 
semicircunferencia. 



A area da figura ć, em centimetros quadra- 
dos, igual a 


1105 (Cesgranrio-RJ) Os triangulos 1 e 2 da figura 
sao retangulos isósceles. Entao, a razao da 
area de 1 para a de 2 1-. 



o 


1106 (FEl-SP) O lado de um triangulo equilatero 
de 2 cm de altura mede: 


a) -/3cm 

b) 72 cm 

c) Mcm 


d) M cm 

e) 75 cm 


1107 (FGV-SP) Qua! o perimetro do quadrado que 
tern a diagonal igual a 376 m? 

a) 1273 m d) 873 m 

b) 127óm e> 1272m 

c) 673m f) n.d.a. 


a) 9 d) 9 + 4 ji 

w» + f 

c) 9 + rr 

1104 (Unicamp-SP) Uma folha retangular de car- 
tolina mede 35 cm de largura por 75 cm de 
comprimento. Dos quatro cantos da folha 
sao cortados quatro quadrados iguais, sen' 
do que o lado de cada um desses quadra- 
dos mede x cm de comprimento. 

a) Calcule a area do retangulo inicial. 

b) Calcule x de modo que a area da figura 
obtida, após o corte dos quatro cantos, 
seja igual a 1 725 cm®. 


1108 (Fuvest-SP) No quadrilatero ABCD abai- 
xo, med(ABC) = 150°, AD = AB = 4 cm, 
BC = 10 cm, MN = 2 cm, sendo M z N, 
respectivamente, os pontos medios de CD 
e BC. A medida, em cm®, da area do trian¬ 
gulo BCD Ć: 


a) 10 d) 30 



A 
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1109 (Fuvest-SP) Dois irmaos herdaram um ter- 
reno com a sesuinte forma e medidas: 



AD = 20 m AB = 60 m BC = 16 m 

Para dividir o terreno em duas partes de mes- 
ma area, eles usaram uma reta perpendicular 
a AB, Para que a divisao seja feita correta- 


mente, a distaneia dessa reta ao ponto A, 
em metros, devera ser: 

a) 31 c) 33 e> 35 

b) 32 d) 34 

1110 (Fuvest-SP) O perimetro de um setor circu- 
lar de raio R e anguio central medindo a 
radianos e igual ao perimetro de um qua* 
drado de lado R , Entao a ż igual a= 

a)| b)2 o)1 d)^ 1 e)| 


2. Prismas 


Considereraos um quadrilateio qualquer ABCD contido num piano ot e um seg- 
mento XY de uma reta concorrente com a. Prisma ąuadrangular e o conjunto dos 
pontos de todos os segmentos paralelos e congruentes a XY t que tem uma extremida- 
de nesse quadrihuero e que estao num mesmo semi-espaęo determinado por a. 


Elementos do prisma 

Bases:ABCD e EFGH (sao poligonos congruentes e contidos em planos paralelos) 
Faces laterais: ABFE, BCGF, CDHG e DAEH (sao paralelogramos) 

Arestas das bases: AB, BC, CD, DA, EE FG, GH, HE 
Arestas laterais: AE, BF, CG, DH 

Altura (/a): distaneia entre os planos que contem as bases 



B 


P 


PsiSAWS 
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Se no tugar do quadrilatero considerarmos qualquer outro poligono (triangulo, 
pentagono etc.), o prisma recebera o nome relativo a esse poligono. Aqui estudare- 
mos aqneles de bases convexas, que chamaremos de prismas convexos. 

Prismas sao exemplos de sólidos geometricos. 


Classificaęao 

Co n formę a inclinaęao das arestas laterais, os prismas podeni ser retos o u 
obliąuos : 


Reto 




Obliquo 



As arestas laterais sao perpendiculares as As arestas laterais nao sao perpendiculares as 

bases (as faces laterais sao retangulos). bases (as faces laterais sao paralelogramos). 

Os prismas tambem podem ser classificados pelo numero de arestas de uma das 
bases: 



Prisma ątiadrangular reto 
(base com 4 arestas). 


Prisma hexagonal obliquo 
(base com 6 arestas). 


Prisma pentagonal reto 
(base com 5 arestas). 


* 

Quando um prisma e reto e suas bases sao poligonos regulares.de e chamado de 
prisma regular. 



Prisma regular hexagonah Prisma regular octogonal. 
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Area da superficie total do prisma reto 

A area da superficie total do prisma reto e calculada pela soma das areas das 
superficies das bases com a area da superficie lateral, ou ainda: 

J A b : area da superficie da base 
| A,: area da superficie lateral 


Aj. 


= 2 


\ + \ 



I * 

i 1 

su perlicie lateral 


i i 

i i 


i 



Volume do prisma reto 

O voIume do prisma e calculado pelo produto da area da 
base (A b ) pela altura (hi), ou ainda: 

( v =V h 



► No prisma reto a altura tem a mesma medida que a aresta lateral. 


Paraletepipedo 

Paralelepipedos sao prismas que tem paralelogramo como base. 
Observe estes exemplos de paralelepipedos: 


Paraielepipedo retangulo 
(as seis faces sao retangulos). 



Hexaedro regular ou cubo 
(as seis faces sao quadrados). 


Prismas 
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Para compreender a formula do volume do prisma reto, 
observe a formula do volume de um paralelepipedo retangulo: 


V = a ■ b • c ou 

A b = a • b = area da base 

h = c = altura 

V= V h 



Considere dois sólidos coni bases num piano a. Se ąualąuer piano J3, paralelo a a e 
secante aos sólidos, determinar nos mesmos superficies Sj e S 2 com areas iguais, pode- 
mos afirmar, pelo Principio de Cavalieri, que os dois sólidos tem o mesmo volume. 



Logo, o volume do prisma triangular e igual ao volume do paralelepipedo retan¬ 
gulo, ou seja: 


V 


prisma triangular 


= v 


piralelcpipedo retangulo 


Portanto: 


'- 

V prisma = \ * 11 


As superficies Sj e S 2 sao chamadas de seęóes transversais ciosprismas. 


Resolvidos 


1 Um prisma quadran 3 ular regular tem 7 cm 
de aresta lateral e 5 cm de aresta da base. 
Calcular: 

a) area da base 

b) area lateral 

c) area total 

d) volume 



-1 
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a) A base do prisma e um quadrado de tado 5 cm. Desse modo: 
A b = a s area do quadrado 

\ => 5 S = 25 
A^ = 25 cm* 



A = e ff 


b) A planificaęao da superficie lateral Ł um retangulo de lados 7 cm e 20 cm. Assim, a area de 
superficie lateral e dada pon 


A L = 7 ■ 20 - 140 
f\ = 140 cm 2 


c) A area total e dada por: 
A t = 2 • \ + A, 

A r = 2 • 25 + 140 
A r = 190 cm® 

d) O volume e dado por; 

V = A b -h 

V = 25 • 7 

V - 175 cm 3 


2 Um prisma triangular regular apresenta 9 cm 
de aresta lateral e 4 cm de aresta da base. 
Determinar: 

a) area da base 

b) area lateral 

c) órea total 

d) volume 


t 



a) A superficie da base e um triangulo eqijilatero e a sua area, em funęao do lado na geometria 
piana, e dada por: 


E 2 ■ V3 

b r - 

4 2 • V3 


A b = 
A b = 


A* = 4 • J2 cm 2 
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b) A superficie lateral planificada e um retangulo de fados 9 cm e 12 cm. Portanto; 


' 1 ' 

/\= 108 cm 2 

■- 


—a 

9 




c) A area total e dada por: 

m 4 

4 

4 s 

A f = S ■ Ą, + A t 

A T = 2 • 473 + 108 

A T - 8 • 73 + 108 cm 2 


A 


d) O vo!ume e dado por: 




V = A b -h 9 

V = 4 * 73 • 9 

4 

4 

4 

V = 36 • 75 cm 3 


V 



A altura e igual a aresta lateral. 


P 

ropostos 

1114 

tlił 

Calcule a śrea da base, a śrea lateral, a śrea 
total e o voiume em cada caso: 



a) prisma quadrangular regular de aresta 
lateral 8 cm e aresta da base 4 em 

b) prisma triangular regular de aresta late¬ 
ral 2 cm e aresta da base 4 cm 

c) prisma hexagonal regular de aresta la¬ 
teral 6 cm e aresta da base 3 cm 

1115 

1112 

Um prisma quadrangular regular tem 9 cm 



de aresta lateral e 36 cm* de śrea da 
base. Determine: 

a) aresta da base 

b) śrea lateral 

c) śrea total 

d) volume 

1116 

1113 

Um prisma triangular regular tem 2075 cm 3 



de volume e 5 cm de aresta lateral. Calcule 



a aresta da base. 



Um prisma hexagonal regular tern 6 73 cm 3 
de volume e 6 cm de aresta lateral. Calcule 
a aresta da base. 

(UFPA) Num prisma regular de base hexa- 
gonal, a śrea lateral mede 36 m 2 e a altura ć 
3 m. A aresta da base t, 

a) 2 m 

b) 4 m 

c) 6 m 

d) 8 m 

e) 10 m . 

(UFMT) Em um paraleleplpedo retangulo 
com 4 cm de altura, a base tern compri- 
mento cuja medida ć igual ao dobro da 
medida da largura. Se esse sól i do tem 
64 cm ! de area total, o seu volume, em cen* 
tfmetros cubicos, Ł 

a) 24 

b) 30 

c) 32 

d) 40 

e) 48 
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(Vunesp) O volume de ar contido em um 
gaipao com a forma e dimensóes dadas 
pela figura abaixo e: 


d) 360 

e) 768 


a) 288 

b) 384 

c) 480 


1118 


(PUC-SP)Um tanque de uso industrial tem a 
forma de um prisma cuja base ż um trapćzio 
isósceles. Na figura a seguir, sao dadas as 
dimensóes do prisma em metros: 

O volume desse tanque em metros cubi- 
cos t: 


s 



c) 80 


Diagonal do parałelepipedo retdngulo 

O trianguloABC e retangulo. Logo, a medida d, da diagonal da base vale: 

dj = ^/a z + b 2 (Pitagoras) 


O triangulo BCD e retangulo. Logo, a medida d da diagonal do parałelepipedo e 


dada por: 

d 2 = d t 2 + c 2 (Pitagoras) 
d 2 _ a 2 + b 2 + c 2 


d = + b- 4- c 2 


D 



ł 


Exemplo: 

A diagonal de um parałelepipedo retangulo que apresenta aresta lateral 
3 cm e arestas da base 2 cm e 5 cm e obtida por meio da formula: 

d = Va 2 + b 2 + c 2 

d = JP + 5 2 + 3 2 

cl = V38 cm 



Prismas 
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Resolvido 


(ITA-SP) As dimensoes x, yz z de um paralelepipedo retangulo estao em progressao aritmźtica. 
Se a soma dessas medidas e igual a 33 cm e que a śrea total do paralelepipedo £ igual a 694 cm 5 , 
entao o volume desse paralelepipedo, em centimetros cubicos, e igual a: 

a) 1 200 b) 936 c) 1 155 d) 728 e) 834 

Fazendo x = y- rez = y + r: 
x + y + z = 33 => Cy - r) + y + (y + r) = 33 
,\ y = 11 cm 

A r = 694 cm 3 => 2 • [(11 - r) ■ 11 +(11 - r) ■ (11 + r) + 11 (11 + r)J = 694 
121 - Hf + 121 - r 2 + 121 + Hf = 347 
363 — r 8 = 347 
r = ± 4 

(x,y,z) => (7,11,15) ou (15,11,7) 

V = 7 • 11 • 15 =>V = 1 155 


Propostos 

1119 Determine a diagonal de um paralelepipe- 
do retangulo que apresenta aresta lateral 
4 cm e arestas da base 2 cm e 6 cm. 

1120 Dado um paralelepipedo retangulo de di- 
mensóes 2 m, 3 m e 6 m, calcule: 


a) a diagonal 



1121 Considere um paraleiepipedo retSngulo 
com 4 cm de largura, 5 cm de comprimen- 
to e 60 cm 3 de volume. Determine sua altu* 
ra e a diagonal. 


1122 Determine a diagonal de um paralelepipe- 
I do retangulo cujo volume £ 96 cm 3 e a base 
I £ quadrada, de aresta 4 cm, 

1123 Qual o volume de um paralelepipedo re- 
I tóngulo cujas arestas da base medem 3 cm 
I e 4 cm e tśm 13 cm de diagonal? 


Geometria espaciai 



Urna piscina de base retangular e paredes 
verticais precisa ficar completamente cheia 
de ćgua. Determine quantos litros serSo ne- 
cessśrios para enchź-la, sabendo que a lar¬ 
gura mede 5 m, o comprimento 10 m e a 
diagonal AB = 3 VT4 m. 


A 



(UFV-MG) Se no paralelepipedo retangulo 
a = 1,b = 2ec = 3, o comprimento do 
segmento AC £. 

a) 13 




























1126 


1127 


(Fatec-SP) Qual a drea total de um parale- 
lepipedo retangulo cujas arestas medem 

d- cm, cm e cm e o volume 64 cm 3 ? 


(FAAP-SP) Noticiou o Suplemento Agricola 
do jomal O Estado de S. Paulo, em 6/9/95, 
que a Secretaria de Agricultura e Abasteci- 
mento determinou que os produtores de 
tomates enviem a mercadoria ao Ceagesp 



usando caixas padronizadas do tipo K, 
cujas dimensoes intemas sao 495 mm de 
comprimento, 355 mm de altura e 220 mm 
de largura. Cada medida tern urna tolerSncia, 
para mais ou para menos, de 3 mm. A dife- 
renęa entre o volume mśximo e o mfnimo de 
cada caixa (em millmetros cubicos) ź: 

a) 1 097 832 d) 2 160 000 

b) 1 078 572 e) 2 700 000 

c) 2176 404 


Cubo 

O cubo e um prisma regular limitado por 6 quadrados congruentes. 

A area total de um cubo de aresta a e dada pela area dos 6 quadrados de aresta a: 


^Total ^ ’ ^face 

- -- 

A,, = 6 ■ a 2 

- im. i 



O voiume de um cubo de aresta a e dado pelo produto da altura (aresta) pela 
area da base (face). 


V=A b • h 
V = a 2 • a 


V= a 3 



Como o cubo e um prisma retangular, a diagonal de um cubo de aresta a e: 

d = ^a 2 + a 2 + a 2 
d = 


d = a ■ V3 



Prismas 
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Exemplo: 



Reso!vidos 

1 Conhecendo o perlmetro da base de um cubo = 16 cm, determinar: 

a) aresta b) <3rea total c) volume 

a) A base de um cubo de aresta C e urn quadrado de lado £. Portanto, seu perlmetro e: 

P = 4 - £ => 16 = 4 • £ => £ = 4 cm 

b) A śrea total t dada por: A, = 6 • £ 2 => A. = 6 ■ 4 ! => A, = 96 cm 2 

c) O volume e dado por: V = £ 3 =* V = 4 3 =s V = 64 cm 3 

2 Sabendo que a diagonal de um cubo mede 12 m, determinar: 

a) aresta b) órea total c) volume 

a) Calculo da aresta; 

d = a-v/3 => 12 = aV3 => a = ~ ■ = —— = 4V3 => a = 4 J3 m 

V3 (^3) 3 

b) Area total: 

A, - 6 • a 2 =* A t = 6 • (4 Jzf = 288 =* A-= 288 m ! 

c) O vofume e dado pon 

V=a 3 =>V = (473)' = 192 V3 =» V = 192 J3 m 3 

3 (Fuvest-SP) Dois blocos de alumlnio, em forma de cubo, com arestas medindo 10 cm e 6 cm, sao 
levados juntos ś fuslo e em seguida o alumfnio lfquido ź moldado como um paralelepfpedo reto- 
retangulo de arestas 8 cm, 8 cm e x cm. O valor de xt. 

a) 16 b) 17 c) 18 xd) 19 e) 20 

O volume do paralelepfpedo reto-retangulo obtido e igual d soma dos volumes dos blocos cubi- 
cos iniciais. Portanto: 

10 3 + 6 3 = 8-8-x « x = I |J^ = 19cm 

64 
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Propostos 

1 128 Sabendo que um cubo tem 2 cm de aresta, 
determine: 

a) śrea total 

b) volume 
C) diagonal 

1129 Sendo o perimetro da base de um cubo 
P b = 20 m, determine: 

a) aresta 

b) śrea total 

c) volume 

1130 Se a diagonal de um cubo mede 6 mm, cal* 
cule; 

a) aresta 

b) śrea total 

c) volume 

1131 O volume de um cubo t 27 dm 3 . Deter¬ 
mine: 

a) aresta 

b) śrea total 

c) diagonal 


(PUC-SP) Um cubo tem śrea total igual a 
72 m a . Sua diagonal vaie: 

a) 2 Vć m 

b) 6 m 

c) -JE m 

d) -M m 
z) 2>/24 m 

(UFES) Uma formiga pśra na superffcie de 
um cubo de aresta a O menor caminho que 
ela deve seguir para ir de um vćrtice a um 
vćrtice oposto tem comprimento: 

a) a-J2 

b) aV3 

c) 3a 

d) (i + V2)a 

e) a JE 


1132 


1133 


1134 


1135 


1136 


1137 


(Fuvest-SP) Uma caixa-d'agua tem forma 
cubica com 1 m de aresta. Cłuanto baixa o 
nlvel da śgua ao retirarmos 11 de śgua da 
caixa? 

(Cesgranrio-RJ) De um bloco cubico de 
isopor de aresta 3a recorta-se o sól ido, em 
forma de H, mostrado na figura. O vo!ume 
do sólido t. 

a) 27a 3 d) 14a 3 

b) 21 a 3 e) 9a 3 

c) 18a 3 



(Vunesp-SP) Quantos cubos A precisa-se 
empilhar para formar o paraletepfpedo B? 


a) 60 

b) 47 

c) 94 



d) 39 

e) 48 



(FGV-SP) Um cubo tem 96 m s de śrea total. 
Em quanto deve ser aumentada a sua aresta 
para que seu volume se torne igual a 
216 m 3 ? 

a) 2 m d) 0,5 m 

b) 3 m e) 9 m 

c) 1 m 


PftlSMAS 
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3. Piramides 

Consideremos um poligono convexo qualquer ABCDE, contido num piano a, e 
um ponto.fora de a (V £ a). Piramidę pentagonal e o conjunto dos pontos de todos 
os segmentos que tem uma extremidade em V e a outra extremidade num ponto 
desse poligono. 


Elementos da piramidę 

Vertice: V 

Base: poligono ABCDE 

Faces laterais: VAB, VBC, VCD, VDE,VEA (sao triangulos) 

Arestas da base: AB, BC, ĆD, DE, EA 
Aresta laterais: VA, VB, VC, VD, VE 
Altura (/i): distancia entre o vertice Fe o piano que contem a base ABCDE 

Se no lugar do pentagono considerarmos qualquer outro poligono (triangulo, 
quadrilatero, hexagono etc.), a piramidę recebera o nome relativo a esse poligono. 
Aqui estudaremos aąuelas de base convexa. 

Piramides sao exemplos de sólidos geometricos. 



Classificaędo 

Urna piramidę e regular quando a sua base e um poligono regular e a projeęao 
ortogonal do vertice sobre o piano de base coincide com o centro O da base (centro 
das circunferencias inscrita e circunscrita). 

Alem disso, as piramides podem ser dassificadas pelo numero de arestas da base: 


v 



Piramidę triangular 
regular (a base e um 
triangulo eąuilatero). 


V 



Piramidę ąuadrangular 
regular (a base e um 
quadrado). 



Piramidę pentagonal 
regular (a base e um 
pentagono regular). 


Uma piramidę de base triangular, portanto com quatro faces triangulares, e cha- 
mada tetraedro. Esse tetraedro e considerado regular quando as ąuatro faces sao 
triangulos eqiiilateros. 
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Area da superficie total da piramidę regular 

m’: medida do apótema da base (segmento com extremos 
no centro da base e no ponto medio de urna das ares- 
tas da base) 

m : medida do apótema da piramidę regular (segmento que 
liga o vertice ao ponto medio de uma aresta da base) 

A l : area da superficie Iateral 

A b : area da superficie da base 

A area da superficie total da piramidę e calculada pela soma da area da superficie 
da base com a area da superficie Iateral: 


\=A b +A L 

L——— T r d 



v 



Yolume da piramidę 


O volume da piramidę corresponde a — do produto da area da base pela altura: 

3 


Para compreender melhor 
essa formula, observe que um pris- 
ma triangular pode se decompor 
em tres piramides triangulares de 
mesmo volume. Portanto, o volu- 
me de cada uma dessas piramides 
e igual a teręa parte do volume do 
prisma triangular. (Pode-se fazer 
uma experiencia cortando um pe- 
daęo de sabao.) 



V = TVh 



Piramides 
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Logo: 


v — — V 

pirlmlde trianguJaf ^ prismu triangular 


v P irłmidc trianguiar = ^ ' < area da base X altura) 


Consideremos urna piramidę qualquer com a mesma altura h e a mesma area da 
base de uma piramidę triangular que, quando seccionadas por qualquer piano P para¬ 
lelo ao piano Ot das suas bases, determinam secęoes S ( e S 2 , com areas iguais. 



P 


a 


Pelo Principio de Cavalieri,isso nos permite dizer que o volume dessa piramidę 
qualquer e igual ao dessa piramidę triangular. 


piramidę qualquer 


= v 


pi nimi dc triangular 


= 3 <^ ea da base X altura) 




Resolvidos 

1 Um tetraedro regular tem todas as arestas de me- 

* jz 

dida E iguais a 6 cm e altura h = — 2 — . Calcular: 

a) medida do apótema da base (m‘) 

b) medida do apótema da piramidę (m) 

c) źrea da superflde da base 

d) drea da supeificie total 

e) volume 



+ 



t 
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£ V3 1 

a) A base e um triangulo equilatero de altura A medida m' e ^ da medida da altura da 

base: v 

c 



b) No caso do tetraedro reguiar, mcorresponde a medida da altura de ca da triangulo equilatero 
que forma a superficie laterah 



c) A base de um tetraedro reguiar e um triangulo eguiiatero: 



r- 0 um tetraedro reguiar: A b 

A b = 9V3 cm 


tV3 

4 




d) O tetraedro reguiar tem 4 tridngulos equilateros como faces: 
A T = 4 x area do triangulo eguiiatero 



A T = t s V3 
A t = 

A t = 3Ó-/3 cm 2 


śrea da superficie total de um 
tetraedro reguiar: 

A t = e 2 73 


Piramides 
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e) O volume e dado por: 


V = ■—A b ■ h 

v = i y± 

3 ' 4 * 3 

w £ 3 72 21672 

V = 12" = 12 

V = 1872 cm 3 


volume de um tetraedro regular: 
12 


2 (UFPA) U ma piramidę regular, cuja base i um 

quadrado de diagona! 6V6 cm e cuja altura e 
o 

igual a do lado da base, tem śrea total igual a: 

a) 9673 cm 5 d) 8473 cm ! 

b) 252 cm® e) 576 cm 5 

xc) 288 cm® 



diagonal do quadrado: d = £72 => óTó = £ ■ 72 => 
area da base: A b = £ 5 => A b = (673) = 108 cm 5 
altura: h = | £ =* h = | ■ ó73 => h = 473 cm 

apótema: m s - Cm‘) a + h 8 => m £ = (373)^ + (473)" 
=> m - 573 cm 
area total: A T = A b + A L => 

=> A t = 108 + 4 • (”• ■ 673 ■ 573) => 

A t = 108 + 180 = 28B cm a 


£ = ó 73 cm 



Propostos 

1138 Urna piramidę triangular regular tem todas 
as arestas iguais a 12 cm. Determine: 

a) medida do apótema da base 

b) medida do apótema da piramidę 

c) 6rea da base 

d) area totaf 

e) volume 

1139 Uma piramidę quadrangular regular tem 
8 m de altura e 12 m de aresta da base. De¬ 
termine; 


a) medida do apótema da base 

b) medida do apótema da piramidę 

c) śrea lateral 

d) cirea da base 

e) órea total 

f) volume 

1140 Uma piramidę triangular regular tem aresta 
da base a = 3 cm e altura h = 5 cm. Deter¬ 
mine o vo!ume e a area da base. 

1141 Um tetraedro regular tem aresta a = 4 cm. 
Calcule a medida do apótema da piramidę 
e a area total. 
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1142 

1143 

1144 

1145 


Um tetraedro regular tem 15 cm de perime- 
tro na base. Determine a medida do 
apótema e a area total do tetraedro. 

Determine a órea da base, a órea totat e o 
volume de urna piramidę quadrangular re¬ 
gular, com aresta da base a = 6 m e altura 

h = 4 m, 

(UFRS) A area total de um tetraedro regular 
ź 712. A sua aresta vale: 

a) 1 c) 72 

b> 7f d > 2 

(Fuvest-SP) Qual a altura de urna piramidę 
quadrangular que tem as 8 arestas iguais a 

72? 


a) Ti d) 73 

b) ^5 e) 72 

c) VP 

114a (UFPA) A altura de um tetraedro regular i 
I 472 cm. O apótema do tetraedro mede; 

a) 4 cm d) 6 cm 

b) 372 cm ę) 672 cm 

c) 473 cm 

1147 (Fuvest-SP) £ dado um tetraedro regular 
I ABCD de aresta 1. Na aresta BC, toma-se um 
I ponto P de modo que PA + PD tenha o 
I menorvalorpossivel. 

PB 

a) Qual o valor da razao — ? 

Ld 

I b) Calcule PA + PD. 


Secęao transversal da pirdmide 

O poligono determinado pela intersecęao da piramidę com um piano paralelo a 
sua base e chamado de secęao transversal da pirdmide. Observe que os poligonos 
ABCDE e AjBjCjDjE, sao semelhantes: 


v 



Considerando os planos ot e (3 paralelos e as piramidesVABCDE e YAjB^DjEp 
podemos dizer que os varios triangulos que se formam sao semelhantes entre si: 

AAOB — AA i O ] B, 

AAVB ~ AA,VB t 
AAOV ~ AAjO,V 

Logo, ha urna razao de semelhanęa entre eles: 


AQ _ AB = AV _ OV _ _H 
A,Oj AjB, A,V 0,V h, 



PlKAMIDES 
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Considerando que os poIIgonosABCDE eAjBjCjDjE, sao semelhantes.podemos 
dizer que a razao entre as areas desses poligonos e igual ao quadrado da razao de 
semelhanęa entre eles: 


Area 


ABCDE 


Area 


A|BjCjDjEj 


Ąb 7_h 


V 

J 


As faces laterais das duas piramides sao formadas por triangulos ordenadamente 
semelhantes, sendo essa razao de semelhanęa igual a —. Portanto, a razao entre as 

n i 

suas areas e: 

^ rea LaH;nll ABCDE _ ^T. _ f ^ 

J ^ rea tatcralA | B l C,D,E l l ^1 J 


A razao entre os volumes das duas piramides e igual ao cubo da razao de seme¬ 
lhanęa entre elas: 


Volume VABCDE 

Volume VA|8C]DE] 



x<s r c i cz: i cz> s 

Resolvidos 

1 Determinar a altura de urna piramidę cuja ćirea da base quadrangular 1 64 cm s . Sabe-se que a area 
da secęao transversal obtida, a 6 cm da base, vate 16 cm s . 


Considerando a figura, temos: 



2H - 12 - H ou 2H - 12 = -H 
H = 12 cm H = 4 cm (Naoconvem, pois h, > 0.) 

A altura da piramidę e 12 cm. 
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2 Qual o volume de uma piramidę de 6 cm de altura? Considere que essa piramidę foi seccionada por 
urn piano paralelo a base, a 3 cm do vertice, originando uma śrea seccional de 45 cm s . 


A raeao de semel hanga ó; 

t 



onde ■ 


V p : volume da pirśmide maior 
H: altura da piramidę maior 
h,: altura da piramidę menor 
V p : voiume da piramidę menor 



V = 1 • 45 • 3 = 45 cm 3 
p 3 


V = 45 • 8 = 360 cm 3 


Propostos 

1148 Uma piramidę tern 7,5 cm de altura e 
225 cm® de area da base. A que distśncia 
do vertice uma secęao transversal dessa pi¬ 
ramidę deve ser desenhada para que a sua 
area seja 36 cm £ ? 

1149 Determine a altura de uma piram ide cuja area 
da base e B dm s . Sabe-se que a secęao 
transversal dessa piramidę esta a 8 dm da 

i 

base e sua órea e -r da area da base. 


1150 


(PUC-RS) Uma secęao paralela ś base feita a 
3 cm do vertice de uma piramidę tem area 

i 

igual a y da śrea da base. A altura da pira¬ 
midę e, em centlmetros, igual a: 

a) 373 c) 27ó e) 73 

b) 5 d) 273 



(Vunesp)Queremos seccionar uma pirami¬ 
dę quadrangular regular por urn piano pa¬ 
ralelo a base de modo a obter uma outra 
1 

com — do volume da maior. Se a altura da 


menor e h e da maior H, entao h t igual a: 

2H^3 

3 

2H73 



d) 

*» *¥• 

e) 

cM 



(PUC-SP) Uma pirśmide tem 10 dm s de ba¬ 
se e 2 m de altura. A distancia da base a 
que se deve traęar urn piano paralelo para 

i 

que a secęao seja j da base ć, aproxima- 
damente: 

a) 1,041 m d) 1,341 m 

b) 1,106 m e) 1,204 m 

c) 1,021 m 


Tronco de piramidę 


Denominamos tronco de piramidę de bases pa - 
ralelas a parte da piramidę limitada pela base e por 
uma secęao transversal, qualquer, dessa piramidę. 




PirAmjdes 
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Elementos do tronco de piramidę 

Base nuiior do tronco, de area B. 

Base menor do tronco, de area b. 

No tronco de piramidę regular as bases sao poligonos regulares e semelhantes. 
As faces laterais sao trapezios isósceles e congruentes. 
a: apótema do tronco (e a altura de uma das faces trapezoidais) 

Altura do tronco (A): distancia entre as bases. 


Volume do tronco de piramidę 

O volume V T do tronco de piramidę e obtido pela diferenęa entre os volumes V A B 
e V A n ( u das piramides: 

V =v —V 

T AjBjCjDj AiBjCjD; 


V T = y B • H - | b • (H - h) => V T = ~ [b • H - b (H - h)] 

V r = | [B ■ H - bH + bh] =>■ V T = ~ [(B - b) H + bh] ® 


Usando a propriedade da secęao transversal, podemos determinar o valor da 
altura H em funęao dos parametros pedidos: 


H 


=> b • H 2 = B • (H - h) 


=> H = 


(H - h) 2 

a/B • (H - h) 


H = 


VB(H - h) 2 

Vb 


Vb 


=> h(V 5 - Vb) = 1WB => H = 


H * Vb = H • -s/B — h^B 
Iia/B 


Vb - 




Substituindo a eąuaęao (TT) na eąuaęao (T), temos: 
v t “ T [<B ~ b) H + b • h] 


_ 1 

^ r “ 3 


(B - b) 


hVB 


+ b ■ h 


1 

V ^ = 3 


' hV5 + b ' h 


Vb - 4h 

V T = ~ [(Vb + Vb) ■ hVB + b • h] 


" -- 

V T = | h (B + VB^b + b) 
— 


Considerando: 

B - b _ (B - b) • (VI + Vb) 
VI - Vb " (VB - ,/b) • (Tb + ,/b) 



vr^ib = (^ + ^ 
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ResoIvidos 


1 Determinar o volume de um tronco de pirlmide que tem 9 dm de altura e bases quadradas de 
lados 4 dm e 3 dm. 

Area da base maior: 

B = 4 dm • 4 dm = 16 dm ! 

Area da base menor: 
b = 3 dm • 3 dm 
b = 9 dm s 

O volume do tronco de piramidę t dado por: 

V = jh (B + 7§^b + b) 

V - » • 9(16 + /f6^"9 + 9) 

V = m dm 3 



9 dm 


2 Um reservatório tem a forma de um tronco de piramidę hexagona! regular. Sabendo que a altura 
do tronco vaie 6 m e as arestas das bases medem 2 m e 4 m, determinar o seu volume. 


Area 
B = 

B « 
B = 


da base maior: 

3 * 

-p- (hexagono regular) 

3 • 4 g ■ V3 

2 

24-73 m® 


Area da base menor: 

3jj2 ^3 

b = —r— (hexagono regular) 


b = 


3■2® ■ 73 


b = 6-73 m 2 


O volume do tronco da piramidę e dado por: 

V = lh (B + + b) 

V = ~ • 6 (24^/3 + 724^3 “ 61/3 + 6^/3) 

V = 2 (24^3 + 12-73 + óV3) 

V “ 84-73 m 3 



» 
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Propostos 

1153 Determine a altura de um tronco de pirśmi- 
de de bases quadradas, sabendo que as 
bases tóm arestas 1 dm e 2 dm, e o volume 
do tronco ź de 15 dm 3 , 

1154 Um tronco de piramidę hexagonal regular 
tem aresta da base maiorcom 4 cm e altura 
5 cm. Determine o volume desse tronco, 
sabendo que a piramidę que o originou 
tem 10 cm de altura. 

1155 (Mack-SP) Qual o volume de um tronco de 
piramidę quadrangular regular, se os lados 
das bases medem 10 cm e 4 cm e a altura 
mede 4 cm? 

a) 205 cm 3 d) 208 cm 3 

b) 206 cm 3 e) 209 cm 3 

c) 207 cm 3 


1156 


Um reservatórto ć construfdo para receber 
208 m 3 de determinado produto. Para faci- 
litaroescoamento, o fonmato do reservató- 
rto £ de um tronco de piramidę. 

Determine a altura do reservatório, saben¬ 
do que as bases quadradas tśm perimetros 
16 m e 48 m. 


1157 


11 


(PUC-SP) Um tronco de piramidę de bases 
quadradas tem 21 dm 3 de volume, 30 cm 
de altura, 40 cm no lado do quadrado da 
base maior. Entao, o lado do quadrado de 
base menor mede: 

a) 8 cm 

b) 6 cm 

c) 10 cm 

d) 12 cm 


e) 14 cm 


(ITA-SP) Dentro de um tronco de piramidę 
quadrangular regular, considera-se urna pi¬ 
ramidę regular cuja base t a base maior do 
tronco e cujo vertice e o centro da base 
menor do tronco. As arestas das bases me¬ 
dem a centimetros e 2a centimetros. As 
śreas laterais do tronco e da piramidę sao 
iguais. A altura (em centimetros) do tronco 
mede: 


a) 

b) 

c) 


a73 

d) 

a735 

5 

TTo 

ai/35 

e) 

a77 

10 

75 

a-i/3 
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4. Cilindros 

Sejami? um circulo contido num piano (3 e XY um segmento de urna retas concor- 
rente com [3. Denominamos cilindro o conjunto dos pontos dos segmentos paralelos e 
congruentes a XY que tem urna extremidade em R e que estao num mesmo semi- 
espaęo determinado por (5. 
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Ełementos do cilindro 

Bases: sao os circulos de centros O e O’ e raios de medida r. 

Geratriz: e todo segmento paralelo a OO’ e com extremos nas circunferencias 
das bases; indicaremos sua medida porg. 

Al tura ( h ): distancia entre os planos das bases. 

Cilindros sao exemplos de sólidos geometricos. 

Classificaędo 

O cilindro circular pode ser classificado como obliąuo ou reto, conforme a po* 
sięao de uma geratriz em relaęao aos planos das bases. 

Cilindro circular obliąuo Cilindro circular reto 



As geratrizes sao As geratrizes sao 

obliąuas a base* perpcndiculares a base. 


Cilindro circular reto 

Cilindro circular reto ou de revoluędo e um sólido gerado pela rotaęao de 360° 
de um retangulo OABO’ em torno de um eixo que contem um de seus lados. 
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► No cilindro circular reto a medida da geratriz e igual a altura. 

► A secęao transversal, produzida pela intersecęao de um cilindro com um piano 
paralelo as bases, e circular. 



► A secęao meridiana, produzida pela intersecęao de um cilindro circular reto 
com um piano que contem o eixo, e um retangulo. 



No cilindro reto, a secęao No cilindro reto eąiiilatero, a 

meridiana e um retangulo . secęao meridiana e um ąuadrado. 


Area da base de um cilindro reto 


As bases sao circulares. Portanto: 




* 


Area da superficie lateral de um cilindro reto 

Neste caso, a area da superficie lateral e igual a area de um retangulo. Assim: 


A l = 27t r • h 


t 
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Area da superjicie total 

A superficie total compreende a superficie da base e a superficie lateral. Logo: 


A t = 2 • A b + A l 

A t = 2 • (ji r 2 ) + (27t rh) 


A^ = 2tc r (h + r) 

N - i 


27 tr 



Volume de um cilindro 

O volume dc um cilindro e determinado pelo produto da area da base pela medi- 
da da altura: 


V=A b -h 


V = itr 2 • h 


Essa formula pode ser melhor compreendida se calculamos o volume de um 
cilindro circular que tem altura h e raio da base r. 

Considere um piano a ąualąuer, traęado paralelamente ao piano P, que determi- 
na,no cilindro e no prisma, secęoes transversais S, e S 2 com areas respectivamente 
iguais as de suas bases: 
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Se o cilindro e o prisma tein secęoes transversais S, e S 2 com areas iguais, pode- 
mos usar o Principio de Cavalieri e afirmar que o vo!ume do cilindro e igual ao volu- 
me do prisma. 


V = V 

cilindro prisma 

^cilindro = afea ^ aSe ' a ^ tura 


Como a base do cilindro e um circulo de area n r 2 , temos: 


cilindro 


= Kt 2 h 


Exemplo: 

Conhecendo a altura de um cilindro reto h = 13 cm e a medida do raio da 
base r- 5 cm, podemos całcular a sua area total e o seu volume, substituin- 
do esses vaiores na respectiva formula: 


A,. = 2tc r (h + r) 

V = tc ■ r 2 • h 

Aj. = 2 * Ti • 5 * (13 + 5) 

V = tc • 5 2 • 13 

Ap = 180 tc cm 2 

V = 32 57C cm 3 


Resolvidos 

1 Num cilindro reto, o raio da base mede 4 cm e a altura, 10 cm. Całcular: 

a) area da base 

b) area lateral 

c) ćrea total 

d) volume 

a) A cirea da base corresponde a area do circulo: 

A b = Jtr s =>A b = jt < 4 e =^A t| = lÓTi cm® 

b) A area lateral e dada pon 

A L = 2nr*h=>A l = 2n4-10=>A L = 80 tt cm 2 

c) A area total e dada por: 

A T = 2‘A b + A l =*A T = 2- 1 6k + 80it =$ A T = 112rc cm £ 

d) O voiume e dado por= 

V = rr • r® ■ h =? V = it ■ 4® • 10 =* V = IóOte cm 3 
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2 Se num cilindro equitótero o vo1ume t Ićji cm 3 , determinan 

a) a medida do raio da base 

b) a altura 

c) a area total 

• A secęao meridiana do cilindro equilatero corresponde a um quadrado. 

• Num cilindro eguitótero, a medida da geratriz t igual ao diametro das bases, ou seja: g = h = 2r. 


a) a medida do raio pode ser obtida pon 
V=jrr s -h=^V = Kr 2 -2r=sV = 2jtr 3 

Ióji = 2n r 3 =s r 3 = => r = 2 cm 

b) A altura e o dobro do raio: 

h = 2r=^h = 2'2=>h = 4cm 



c) A area total e dada por: 

A r = 2ir r (h + r) 

A t = 2 ji r (2r + r) 

Aj = 6 ji r 2 => Aj = 6 k 2 e A, = 24it cm s 


Volume do cilindro equilatero: 

V = 2jt r 3 

Area total do cilindro equilatero: 
A r = ójt r 5 


Propostos 

1159 A altura h de um cilindro retoć 6 m e o raio 
r da base mede 2 m. Detemnine: 

a) órea da base 

b) area lateral 

c) area total 

d) volume 

1160 O raio da base de um cilindro reto mede 
3 cm e a altura, 9 cm, Determine: 

a) śrea total b) volume 

1161 Se um cilindro equilatero tern volume 
V = 54n dm 3 , dć o valor de: 

a) medida do raio da base 

b) altura 

c) area total 

1162 O raio da base de um cilindro equilatero 
mede 6 cm, Determine: 

a) aitura 

b) area total 

c) volume 


1163 Determine a śrea total e o vo!ume de um 
ctlindrocujo raio da base mede 2 cm e cuja 
altura mede 7 cm, 

1164 Para projetar um reservatório cillndrico de 
volume 81 Jt m 3 , dispóe-se de urna śrea cir- 
cular de 6 m de diclmetro. Qual deve ser 
sua altura, considerando Jt = 3,14? 

1165 (UFV-MG) Para se construir urna lata cillndri- 
ca de base drcular, sem tampa, com 20 cm 
de diametro na base e 25 cm de altura, sao 
gastos x cm 2 de materiał. O valor cte xe: 

a) 400n d) 700 ji 

b) 600n e) 500n 

c) 300it 

1166 (PUC-RS) Dois cilindros, um de altura 4 e 
outro de altura 6, tern para perfmetro de 
suas bases 6 e 4, respectivamente. Se V, e 
o volume do primeiro e V s o volume do 
segundo, entao: 

a) V, = V s d)2V, = 3V S 

b) V, = 2 V 2 e) 2 Vj = V s 

0 V, = 3 V 2 
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(UFSC) Uma panela casetra tcm a forma de 
urn cilindro; sua altura 1 15 cm e o diame- 
tro, 20 cm. Deve-se enche-la com cubos 
de gelo de 2 cm de aresta, de tai forma 
que nao transborde ao derreter o gelo, A 
quantidade mśxima de cubos de gelo ne- 
cessaria e aproximadamente: 

a) 985 d) 598 

b) 859 e) 895 

c) 589 

(Unicamp-SP) Urn copo cllindrico tern al¬ 
tura h z base de raio r. A quantidade de 
ógua necessaria para encheresse copodei- 
xaria incompieto, encheria sem transbordar 
ou faria transbordar outro copo cillndrico 
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de altura 2h e base de raio ~ ? Explique 
por que. 

(FGV) Um produto e embalado em reci- 
pientes com formato de cilindros retos. O 
cilindro A tern altura 20 cm e raio da base 
5 cm. O cilindro B tem altura 10 cm e raio 
da base 10 cm. 

a) Em qual das duas embalagens gasta-se 
menos materiał? 

b) O produto embalado no cilindro A ć 
vendido a R$ 4,00 a unidade; o cilin¬ 
dro B, a R$ 7,00 a unidade. Para o con- 
sumidor, qual a embalagem mais van- 
tajosa? 


5. Cones 

Se R e um circulo contido num piano [3 e Fe um ponto fora de [3 (V € [3), deno- 
minamos cone o conjunto dos pontos de todos os segmentos que tem uma extremi* 
dade em V e a outra extremidade num ponto de R. 



Elementos do cone 

Vertice: V 

Base: regiao circular de raio de medida r e centro O. 

Geratrizes: os segmentos com extremidades no vertice e na circunferencia da 
base; indicaremos sua medida porg. 

Altura (/i): distancia entre o vertice e o piano da base. 

Cones sao exemplos de sólidos geometricos. 

O cone circular pode ser classificado como obliąuo ou reio, conforme a posięao 
da reta VO que une o vertice ao centro da base. 
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Cone circular obliquo 


Cone circular reto 



VO e obliqua a base. 


VO e perpendicular a base. 


Cone circular reto 

Cone circular reto ou cle revoluęao e um sólido gerado pela rotaęao de 360° de 
um triangulo retanguloYOA, em torno de um eixo que contem um de seus catetos. 



► No cone reto, as geratrizes sao congruentes. 

► A secęao transversal, produzida pela intersecęao de um cone com um piano 
paralelo a base, e circular. 
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► A secędo meridiana , produzida pela intersecęao de um cone circular com um 
piano que contem o ebco, e um triangulo. 



No cone reto, a secęao 
meridiana e um triangulo 
isósceles. 


No cone equilatero, a 
secęao meridiana e um 
triangulo eąuUatero. 


Area da base de um cone reto 


A base e circular. Portanto: A h = it r 2 . 



J 

Area da superjicie lateral de um cone reto 

Nesse caso, a area da superficie lateral e igual a area de um setor circular: 
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Area da superjicie total 

A superficie total compreende a base e a superficie lateral. Assim: 


\ \ + A i. 

A,,. - n r 2 + n rg 


A,. = tc r (r + g) 


v 



Volume de um cone 

O volume do conc circular e determinado por ^ do produto entre a area da base 
e a altura. 


v = |-A b -h 


V = 


— n t 2 • h 

j 


Para compreender melhor essa formula, basta observar o calculo do volume de 
um cone circular de altura h e raio da base r. 

Se considerarmos dois sólidos (um cone e urna piramidę) com mesma altura e 
bases de areas iguais, contidas no piano a, de tal forma que um piano p qualquer 
traęado paralelamente a a determine nos dois sólidos secęoes transversais S ( e S, 
com areas iguais, teremos: 




* 



Segundo o Principio de Cavalieri, podemos dizer que o volume do cone e igual 
ao volume da piramidę. Assim: 

V = V .. .. =» V = —■ area da base X altura => V = — jt r 2 * h 

cone piramidę conc Z cone Z 



Cone 5 
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Reso!vidos 

1 Para um cone reto que tern geratriz g com 5 cm e raio r da base com 3 cm, calcular: 

a) śrea lateral d) altura 

b) śrea da base e) volume 

c) śrea total 

a) A area lateral e calcu lada assim: 

A t = jrrg=^A = Jt3-5=^A l = 15rt cm® 

b) A area da base Ż-. 

A b = rtr 2 =>A b =ir3 2 =>A tł = 9jt cm® 

c) A area total e obtida por: 

A T = A to + A l A r = nr(r + g) 

Aj = 9it + ISrt - —-w A. = rt 3 (3 + 5) 

A t = 24rc cm ! A T = 24 jt cm 5 

d) A altura pode ser obtida do triangulo retangulo formado por: 

g® = h s + r 2 

h = Vs s “ fB => h = >/5® - 3® => h = 4 cm 

e) O vo!ume e dado por: 

V = “jir s -h=>V = -n3 s -4=>V = 12 je cm 3 



2 


Sabendo que num cone equilśtero o raio da base mede V3 cm, determine: 

a) śrea total b) altura c) volume 

• A secęao meridiana de um cone eqiiilśtero ć um triangulo equiiatero. 

• Num cone equilatero, o diśmetro da base ż igual h geratriz, ou g = 2r. 

a) A area total e dada por: 

Aj - rt r (r + g) 

Aj = n r (r + 2r) 

A, = 3it r®- ► Area total do cone equilatero 

A t = 3n(V3) => A T = 9rt cm 2 



b) A altura do cone equilatero e a de um triangulo equilatero. Portanto: 
tJ3 

h ~ — 

h 2r ■ 73 

h *“ ~ 

h = r^/3 - ► Altura do cone equilatero 

h = -v/3-V3=^ h = 3 cm 


c) O volume do cone equilatero e obtido assim: 

V = -1 nr® ■ h => V = ^ rc (^3) 2 -3 => V = 3rt cm 3 

J W 
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Propostos 

1170 Para um cone reto com g = 10 cm e 
r = 6 cm, calcule: 

a) area lateral 

b) area da base 

c) śrea total 

d) altura 

e) vo!ume 

1171 Conhecendo a medida do raio r = 6 dm 
de um cone equilatero, obtenha: 

a) area totai 

b) altura 

c) volume 

1172 Calcule a śrea total e o volume de um cone 
reto cujo raio da base mede 8 m e que 
tem 10 m de seratriz. 

1173 Determine a area total e o volume de um 
cone reto que possui raio da base com 
3 cm e altura de 4 cm. 


Calcule a medida da geratriz do cone equi- 
Iśtero cuja śrea lateral 1 8 je dm 8 . 

Determine o volume e a area total de um 
cone que tem 8 cm de altura e 6 cm de 
raio da base. 


1174 

1175 


1176 


1177 


1178 


1179 


(UFSC) No triangulo ABC, med (AC) = 3>/3 


e med (ACB) = — rad. Calcule o volume 

gerado pela rotaęao do triangulo ABC em 
tomo do eixo AS, 


b, T 


c) 


9te 


HA 81 K 

d) T 

. 81 łt 

e) "T 



(Fatec) A altura de um cone circular reto 
mede o triplo da medida do raio da base. 
Se o comprimento da circunferśncia des- 
sa base e 8k cm, entao o vofume do cone, 
em centfmetros cubtcos, <t-. 
a) 64it b) 48re c) 32 tt d) 16 ji e) 8it 

(Fuvest-SP) O diametro da base de um 
cone ć igual a geratriz. A razao da śrea to¬ 
tal para a area lateral do cone £■. 

a)| b)i c)| d)| 

(PUC-RS) Num cone de revoluęao, a area 
da base e 36n m 2 e a area total ź 9ójt m s . A 
altura do cone, em metros, e igual a: 
a) 4 b) 6 c)8 d) 10 e) 12 


Tronco de cone 

Denominamos tronco de cone de basesparalelas a parte do cone circular reto 
limitada pela base e por uma secęao transversal qualquer desse cone. 


Elementos do tronco de cone 

Base do cone que deu origem ao tronco com raio de medida R. 

Base originada pela secęao transversal do cone, com raio de medida r. 
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Geratriz do tronco: todo segmento com uma extremidade em cada base contido 
mima geratriz do cone que deu origem ao tronco; indicaremos sua medida porg. 

A secęao meridiana e determinada pela intersecęao do cone com urn piano que 
contenha a reta ÓO’. 

Essa secęao meridiana e um trapezio de lados g e bases 2r e 2R. 



Altura do tronco (h): distancia entre as bases 


Volume do tronco de cone circular reto 

Consideremos um tronco de piramidę de altura h e bases com areas Bebe um 
tronco de cone de altura h e bases com areas 5es, de tal forma que B = S e b = s. 
Assim, temos: 



Logo, podemos dizer que o volume do tronco de cone e igual ao volume do 
tronco de piramidę. 


V = V 

tronco dc conc tronco dc piramidę 


%njtico dc conc — ł ^ ^ ^tronco de cone ~ 2 + V® ' s + s ] 


Ou: 

V T = | [itR 2 + 7 71 r2 * f2 + K r 2 ] =* V T = ^ [a:R 2 + 7t Rr + k r 2 ] 


'---j 

V T = n | [R 2 + Rr + r 2 ] 

^ . -- 
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Razao de semelhanęa 

Ao seccionarmos urn cone de volume V c com urn piano paralelo a base, obte* 
mos tambeni um cone de volume V c , limitado pelo vertice e pela area de secęao. 
Esses cones sao semelhantes e: 


, H R 

* a razao de semelhanęa entre eles e — = ~ 


• a razao entre as areas das bases e ^ = 

b 


'H' 


• a razao entre os volumes e y- = 

C 


^ H 

h J 




Reso!viclos 


1 Um resen/atório suspenso tem a forma de um tronco de cone e foi gerado pela rotaęao comple- 
ta de um trapezio retangulo em torno de um eixo t, como mostra a figura. Determinar o volume 
desse resen/atório. 

R = 12 —> raio da base maior 
r = 3 raio da base menor 



Calculo das areas das superficies das bases: 

Base maior Base menor 

S = rc R* s = n r ! 

5 = je 12 5 s = ji3 s 


S = 1447t m s 


s = 9n m 5 


Calculo do volume do tronco de cone: 

V tiOnCO = | [ s + * s + s ] 

V t(onco = | [l44n + Vl44jt * 9 ji + 9te] 
V nenco = 2 [144 ti + 36* + 9it] 

V tfonco = 378lt m3 


Cones 
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2 Um recipiente metalico tinha a forma de um cone circular reto de altura 45 cm. Foi cortado de tal 
forma, que a secęao resultante tem raio medindo re ficou paralela h base de raio R medindo 9 cm. 
Determinar o volume do tronco de cone resultante, sabendo que a parte do cone retirada tem 
10 cm de altura. 



O cone menor (parte subtralda) e semelhante ao cone maior (cone ongmal). Portanto, podemos 
estabelecer a seguinte razao de semelhanęa: 


L 

_L — _ rnengr, 

R " h maior 


1 = 12 => r = 2 
9 45 


Como o volume do tronco de cone pode ser obtido pela diferenęa entre o volume do cone 
maior e o volume do cone menor, temos: 


V = V -V 

tronco cofi€ niotctf cone rpeno*' 


tronco 

V = Jt 9 S — ^ n 2® 

ironco 3 3 


trcrco 


3645* _ 4to 
3 3 


trofłco 




O volume do tronco tambem pode ser calcu lado assim; 

V = 1 h n (R s + Rr + r s ) 

V = 135te (9 3 + 9 • 2 + 2 S ) => V = 36 ° 5;t cm 3 


Propos tos 


1180 Um reservatório cónico de eixo vertical foi construido com o vertice para baixo. Por medida de 
seguranęa, foi abastecido ate a metade de sua altura com 150 C de lfquido, Quantos litros seriam 
necessarios para completaro reseivatório? 
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1181 Um cone circular reto de altura 15 m e cor- 
tado, de tal forma que a secęao transversai 
resultante e paralela a base e tem raio r. 
Sabendo que a base do cone tem raio 
R = 10 m, determine o volume do tronco 
de cone. 


v 



1182 Calcule o volume de um tronco de cone que 
foi originado pelo giro completo de um 
trapezio em tomo de um eixo, como mos- 
tra a figura: 



1 1 83 (UCMG) A area lateral de um tronco de cone 
circular reto de altura 4 cm, raio maior 8 cm 
e raio menor 5 cm i, em centlmetros qua> 
drados, igual a: 

a) 45n 

b) 55n 

c) 657t 

d) 75 ji 

e) 85 te 

1184 (PUC-SP) Um cone reto cuja geratriz mede 
15 cm e o raio da base mede 9 cm, t inter- 
ceptado por um piano paralelo a base, dis- 
tando 4 cm de seu vćrtice. O volume do 
tronco de cone obtido dessa intersecęao 
e, em centimetros cubicos: 

a) 24órc 

b) 312rc 

c) 324 tc 

d) 348it 

e) 421 jt 


1185 


1186 


1187 


1188 


11 


(Vunesp) Cortando um cone reto com um 
piano paralelo b base e distante ~ da ba¬ 
se, onde hź a altura do cone, obtemos um 
circulo de area A O volume l/do cone t 
igual a: 

a) j Ah c) Ah e) Ah 

b) |Ah d) ^ Ah 

(Fuvest-SP) As bases de um tronco de cone 
circular reto sao drculos de raios 6 cm e 
3 cm. Sabendo que a śrea lateral do tronco 
e igual b soma das Sreas das bases, calcule: 

a) altura do tronco de cone 

b) volume do tronco de cone 

(UFBA) O cone representado tem 16 cm de 
altura e base com 12 cm de raio, sendo da 
distSncia do vćrtice a um piano a paralelo 
a base. Para que as duas partes do cone 
separadas pelo piano a tenham vo!umes 
iguais, ddeve ser igual a: 

a) 8 IR cm d) 10 cm 

b) 8 3/2 cm e) 12 cm 

c) 8 cm 


(Fuvest-SP) A altura de um cone circular reto 
t H. Seja a um piano que ć paralelo b base 
e que divide o cone em dois sólidos de 
mesmo volume. Calcule a distSncia entre a 
e o piano da base do cone. 

(Unirio-RJ) e 

9 cm 



3 cm 


O volume do sól ido gerado pela rotaęSo 
completa da figura acima, em tomodoeixo 
e, e, em cm 3 : 

a) 38 ji c) 92ji e) 128n 

b) 54n d) 112jt 


Cones 
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6. Esferas 


j L eL\o de 
<^3 rnUięao 


Esfera e um sólido gerado pela rota- 
ęao dc 360° dc um semicirculo em torno 
de um eixo que contem o seu diametro. 


C2 



C3 


eixo de 


rotaęao 


Superficie esferica e urna figura gera- 
da pela rotaęao de 360° de uma semicir- 
cunferencia em tomo de um eixo que con- 
teni o seu diametro. 





eixo de 
rotaęao 



Secędo piana 

A secędo piana, produzida pela intersecęao de um piano com uma esfera, e um 
cireulo. 

Quando esse piano intercepta a esfera no centro, temos uma secędo circular de 
rai o maximo. No caso de a intersecęao acontecer num ponto, temos a tangencia da 
esfera com o piano. 


a 

Tangencia do piano com a esfera. 



Secęao de rafo miximo. 



Area da superficie esferica 

A area da superficie esferica de raio r e definida por: 

r - 

A = 4tc r 2 

C 
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Volume da esfera 

O vohime da esfera de raio r e definido por: 



Exemplo: 

Uma esfera apresenta raio r — 5 cm. 

a) A area da superficie esferica e 
dada por: 

A c = 4k r 2 
A c = 4n 5 2 
A„ — IOOjc cm 2 


b) O volume da esfera e obtido 
assim: 



500 

V = —— 7C cm 
D 


Resolvidos 


i 


O volume de uma esfera ź 32 dm 3 . Considerando n = 3, determinar a area da superficie esferica. 


Inicislmente vamos encontrar o valor do raio: 

V == -^ rc r 3 => 32^4'3-r 3 
c 3 3 

r 3 = 8 

r = 2 dm 


A area da superficie esferica e 
dada por: 

A t - An r® 

A c = 48 dm 3 


S (Mack-SP) Seja 3órc o volume de uma esfera circunscrita a um cubo. Entao, a razao entre o 
volume da esfera e o volume do cubo t. 


xa) 


>/3ji 


8je 

b) T 




d) e) Jltt 


Consideremos: 

• a = aresta do cubo 

• diasonal do cubo = diametro da esfera circunscrita ao cubo 

■ . 3i/3 

• raio da esfera r = — 


Portanto, a razao entre os voiumes da esfera (V„) e do cubo (V,) e= 


V, 




H*rl 


%/3 ■ n 


a 



BD = 

. _ BP _ ąJ3 
9 9 



Esferas 
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3 (Vunesp) Um copinho de sorvete, em forma de cone, possui 10 cm de profundidade, e 
4 cm de diSmetro no topo, tendo ai colocadas duas conchas semi-esfericas de sorvete, tambćm 
de 4 cm de diametro. Se o sorvete derreter para dentro do copinho, podemos afirmar que : 


xa) nao transbordara 

b) transbordara 

c) os dados sao insuficientes 

O voiume do cone (copinho) = 


O volume das duas conchas = 


d) os dados sao incompativeis 

e) as informaęóes anteriores sao falsas 


V c<™ = 3 * n ' r 


V cor> e = i*^2 8 -10 


cone 


^esfera 3 ^ ‘ ^ 


40 

3 


n 


3 *' 2 ‘ 


esfera 



O volume do cone e maior do que o da esfera. Portanto, nao transbordara. 


Propostos 

1190 Uma esfera apresenta raio r = 4 dm. Deter¬ 
mine: 

a) area da superficie esferica 

b) vo!ume 

1191 O volume de uma esfera ć 108 cm 3 . Consi- 
dere ji = 3 e determine a śrea da superficie 
esferica. 

1192 Caicule o volume de uma esfera cuja area 
da superficie esferica 1 48 cm*. Considere 
ti = 3. 

1193 Obtenha o volume de uma esfera que apre¬ 
senta 4 tc cm como comprimento de circun- 
ferćncia para o seu maior cfrculo. 

1194 A órea lateral de um cilindro eqi)itótero t 
36ti cm*. Determine o volume da esfera ins- 
crita nesse cilindro. 

1195 (Mack-SP) Na figura, Oeo centro de um 
I clrculo, e o volume gerado pela rotaęao da 
i regiao assinalada em torno da reta rź 18n. 

Entao, a órea do triangulo ABC t. 


c 



(FAAP-SP) Considere este texto para as 
questóes 1196,1197,1198 e 1199, 

A razao na qual um comprimido de vitami- 
na Ccomeęa a disso!ver-se depende da śrea 
da superficie do comprimido. Uma marca 
de comprimido tern forma cilfndrica, com¬ 
primento 2 cm, com hemisfórios de diSme¬ 
tro 0,5 cm cada extremidade, conforme fi¬ 
gura abaixo. Uma segunda marca de com¬ 
primido vai ser fabricada em forma cilindri- 
ca com 0,5 cm de attura. 


2 cm 



0,5 cm 


1. 


1196 Determine a area da superficie do primeiro 
I comprimido em centimetros quadrados, 
i sabendo que: o comprimento da circun- 
B ferźncia i C = 2tc R e a area da superficie 
; esferica e A = 4n R 8 . 

r/ S. a) ^ d) 2n 

b) 3it e) jt 
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1197 

1198 


1199 


Determine o diśmetro do sesundo comprimido de modo que a śrea da sua superflcie seja igual 
h do primeiro comprimido. 

a) 2,0 cm b) 1,5 cm c) 2,5 cm d) 0,5 cm e) 1,0 cm 


Determine o volume do primeiro comprimido em centimetros cubicos, sabendo 

que o volume da esfera VŁ igual a | tcR 3 e o volume do cilindro V<t łtR® • H. 

a) — bl — r \ ZZE h'! 

; 8 bJ 96 c 48 d) '96 


11 

48 


Determine o diśmetro do segundo comprimido, de modo que seu volume seja igual ao do pri 
meiro comprimido. 


a) 1 


b) 


/Ti 

Vl2 


0^2 
’ ii 


d >? 


«>* 


7. Poliedros 

Poliedros sao sólidos limitados por 4 ou mais faces planas e poligonais. 

Um poliedro e considerado convexo quando: 

• duas a duas das suas faces poligonais nao sao coplanares; 

• cada lado da face poligonal e comum a duas, e somente duas, faces poligonais; 

• o piano que conteni cada face poligonal divide o espaęo de tal forma que todas 
as outras faces poligonais ficam num unico semi-espaęo, 


Exemplo: 



W: 

Poliedro convexo Poliedro nao<onvexo 
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Elementos de um poliedro 

Faces: sao poligonos. 

Arestas: sao os lados dos poligonos. 

Vertices: sao os vertices dos poligonos. 

Teorema de Euler 

Consideremos um poliedro convexo com os seguintes elementos: 
F: numero de faces 
A: numero de arestas 
V : numero de vertices 
Adotamos como valida a seguinte relaęao: 

— ~ 

V-A + F = 2 


Exemplo: 

Observe o poliedro convexo da figura que apresenta 10 vertices, 20 arestas 
e 12 faces: 



Verificamos: 

V - A + F = 2 
10 - 20 + 12 = 2 


ResoIvidos 

1 Determinar o numero de v6rtices de um poliedro convexo que tem 2 faces quadr«ngulares e 
8 faces triangulares. 

Calculo do numero de arestas (A)= 

As 2 faces quadrangulares tem 2-4 = 8 arestas. 

As 8 faces triangulares tóm 8 ■ 3 = 24 arestas. 

Sendo cada aresta eoirium a 2 faces, certamente todas as arestas foram contadas em dobro. Logo: 
A = (8 + 24) : 2 
A = 16 

O calculo do numero de vertices e feito por meio da Relaęao de Euler: 

V - A + F = 2 

V - 16 + 10 = 2 

V = 8 
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2 Determinar o numero de faces de urn poliedro convexo com 9 vertices. Sabe-se que de 4 vertices 
partem 3 arestas e dos outros 5 vćrtices partem 4 arestas. 

Calculo do numero de arestas (A> 

Os 4 vćrtices de 3 arestas cada urn tem 4-3 = 12 arestas. 

Os 5 vertices de 4 arestas cada urn tem 5 • 4 = 20 arestas. 

Como as arestas sao comuns a 2 vertices, certamente todas as arestas foram contadas em dobro. 
Portanto: 

A= (12 + 20): 2 
A= 16 

O calculo do numero de faces e feito por meio da Relaęao de Euler: 

V - A + F = 2 
9-1ó + F = 2=> F = 9 


p 

'ropostos 

1205 

1200 

Determine o numero de vćrtices de um 
poliedro convexo de 12 faces e 30 arestas. 


1201 

Determine o numero de faces de um po¬ 
liedro convexo de 12 vćrtices, cujo numero 



de arestas ć o dobro do numero de faces. 

1206 

1202 

Determine o numero de v6rtices e arestas 
de um poliedro convexo de 9 faces, das 
quais 4 sao triangulares e 5 sao quadran- 
gulares. 


1203 

Determine o numero de faces de um po¬ 
liedro convexo de 6 vćrtices. Sabe-se que 
de cada vertice partem 4 arestas. 

1207 

1204 

Determine o numero de vertices de um po¬ 
liedro convexo formado por 92 faces, sen- 
do 12 faces pentagonais e 80 faces triangu- 



lares. 



(ITA-SP) Se urn poliedro convexo possui 20 
faces e 12 vertices, entao o numero de ares¬ 
tas desse poliedro ż. 

a) 12 c) 28 e) 32 

b) 18 d) 30 


(UFPA) Num poliedro convexo, o numero 
de faces e 6 e o numero de vertices t 8. 
Entao, o numero de arestas z-. 

a) 8 c) 12 e) 14 

b) 11 d)13 


(Unirio-RJ) Urn geólogo encontrou, numa 
de suas exploraęóes, urn cristal de rocha 
no formato de um poliedro, que satisfaz 
a relaęao de Euler, de 60 faces triangula- 
res. O numero de vćrtices deste cristal t 
igual a: 

a) 35 c) 33 e) 31 

b) 34 d) 32 


Sama dos dngulos das faces de 
um poliedro convexo 

Considerando um poliedro convexo com numero V de vertices, e valida a 
relaęao: 


- - 

S = (V - 2) ■ 360° 

■- i 
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Resolvido 


I 


1 


Um poliedro convexo tem 14 arestas e ó faces. Determinan 

a) o numero de vćrtices desse poliedro 

b) a soma das medidas dos Ingulos das faces desse poliedro 

a) V-A+F = 2=>V-14 + ó = 2=pV = 10 

b) $ = (V - 2) ■ 360° => S = (10 - 2) • 360° => S = 8 ■ 360° => S = 2 880° 


Propostos 

1208 Determine a soma das medidas dos śngu- 
los das faces de um poliedro convexocom 
30 arestas e 12 faces. 

1209 Num poliedro convexo a soma das medi¬ 


das dos angulos das faces i 1800°. Cal- 
cule o numero de vertices desse poliedro. 

1210 Obtenha o numero de faces de um 
poliedro convexo cujo numero de arestas 
ź o dobro do numero de faces e a medi- 
da da soma dos angulos das faces £ 2160°. 


Poliedros de Plałdo 

Para que um poliedro seja considerado poliedro de Platao, e necessario que: 

• todas as suas faces tenham o mesmo numero (n) de arestas; 

• dos vertices parta o mesmo numero (tri) de arestas. 




Existem 5 cłasses de poliedros de Platao: 


De cacla vćrtice parte 
^um numerp diferente 
de arestas. 


• Tetraedros —> possui 4 faces triangulares 

• Hexaedro —> possui 6 faces quadrangulares 

• Octaedro possui 8 faces triangulares 

• Dodecaedro —> possui 12 faces pentagonais 

• Icosaedro —» possui 20 faces triangulares 
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Poliedros regulares 

Um poliedro e considerado rcgular se: 

• as suas faces sao poligonos regulares e congruentes; 

• os seus angulos poliedricos sao congruentes. 

Observe que todo poliedro convexo regular e um poliedro de Platao, mas nem 
todo poliedro de Platao e convexo regular. 

Existem apenas 5 tipos de poliedros regulares 



Tetraedro regular 
(limitado por 4 triangulos 
eąiiilateros). 



Hexaedro regular 
(limitado por 6 ąuadrados). 



Octaedro regular 
(limitado por 8 triangulos 
eąiiilateros). 



Dodecacdro regular 
(limitado por 12 pentagonos 
regulares). 


Icosaedro regular 
(limitado por 20 triangulos 
eąiiilateros). 


Resolvidos 

1 Głusi ć a órea da superficie de um icosaedro regular cuja aresta mede 5 cm? 

A superficie de um icosaedro regular e formada por 20 triangulos ecjuilateros congruentes. 
Portanto: 

^^iCCSMdK? — ^ ^^Btangiitoeąuirteio 
c£ . J? 

= »•—— 


Poliedros 


Geometria espacial 




















2 Num octaedro regular de aresta 6 m, determinan 

a) śrea da superficie 

b) volume 

a) A superficie de um octaedro regular e forma- 
da por 8 triangulos equitóteros congruentes. 
Desse modo: 

^^ocfbedra ® ^^lriiriguroeqtJ i litero 



A KtEdl0 = 8 • ó* ^ 
A 0caedn ,= 72V2 m 3 



Propostos 

1211 Determine a śrea da superffcie de um te- 
traedro regular de 8 cm de aresta. 

1212 Qual a śrea da superficie de um octaedro 
regular cuja aresta mede a? 

1213 (Cesesp-PE) Considere os seguintes polie- 
dros regulares: 

A,: tetraedro 
A,: dodecaedro 
Aj: icosaedro 

Assinale, entre as seguintes alternativas, a 
faisa: 

a) O poliedro A, tern as faces triangulares. 

b) O poliedro Aj tem 12 faces, 

c) O poliedro Aj tem as faces triangulares. 

d) O poliedro \ tem as faces em forma 
de dodecdgono. 

e) O poliedro A, tem 20 faces. 


(PUC-SP) O poliedro que contem 20 vćrti- 
ces, 30 arestas e 12 faces denomina-se: 



a) tetraedro 

b) icosaedro 

c) hexaedro 

d) dodecaedro 

e) octaedro 


(Unesp) Se dobrarmos convenientemente 
as linhas tracejadas da figura, obteremos 
urna figura espacial cujo nome t. 



a) piramidę de base pentagonal 

b) paraielepipedo 

c) octaedro 

d) tetraedro 

e) prisma 
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121 


1217 


1218 


1219 


(PUC-SP)O numero de vertices de um po- 
liedro convexo que possui 12 faces trian¬ 
gulares t\ 

a) 4 

b) 12 

c) 10 

d) 6 

e) 8 

(ITA-SP) Se um poliedro convexo possui 20 
faces e 12 vertices, entao o numero de ares- 
tas deste poliedro e- 

a) 12 

b) 18 

c) 28 

d) 30 

e) 32 

Qual dasseguintes altemativas i verdadeira? 

a) Num poliedro convexo com 8 vćrtices 
triedricos encontramos 10 arestas. 

b) Num poliedro convexo com 15 arestas 
e 7 faces encontramos 10 vertices. 

c) Num poliedro convexo com 8 faces 
triangulares encontramos 10 arestas. 

d) Num poliedro convexocom 10 vertices, 
sendo 4 pentaćdricos e 6 triedricos, en¬ 
contramos 9 faces. 

e) n.d.a. 

(Mack-SP) Um poliedro convexo tern 3 fa¬ 
ces triangulares, 4 quadrangulares e 5 
pentagonais. O numero de vćrtices desse 
poliedro ź: 

a) 25 

b) 12 
O 15 

d) 9 

e) 13 



(Cesesp-PE) Sabendo que num poliedro 
convexo o numero de arestas ź igual ao nu- 
mero de vćrtices somado com 12, assinale 
a alternativa que nos dś o numero de faces 


deste poliedro. 

a) 12 

b) 11 

c) 14 

d) 13 

e) 10 


(Mack-SP) Sabe-se que um poliedro con- 
vexo tern 8 faces e que o numero de vżrti- 
ces e maiorque 6 e menor que 14. Entao, o 
numero A de arestas t tal que= 


a) 14 «A«20 

b) 14 < A <20 
C) 13 < A <19 

d) 13 A =£ 19 

e) 12^ As: 20 


(Mack-SP) Determine o numero de vśrtices 
de um poliedro que tern 3 faces triangula¬ 
res, 1 face quadrangular, 1 pentagonal e 2 
hexagonais. 


(Fuvest-SP) O numero de faces triangulares 
de uma piramidę e 11. Pode-se, entao, afir- 
mar que esta piramidę possui: 

a) 33 vertices e 22 arestas 

b) 12 vćrtices e 11 arestas 

c) 22 vźrtices e 11 arestas 

d) 11 vźrtices e 22 arestas 

e) 12 vertices e 22 arestas 
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Ficha-resiamo 


r 


Prismas 



Prisma triangular regular: 

a 2 V3 


Ab “ 4 


Prisma hexagonal regular: 

3a 2 V3 


A b — 


Paralelepipedo retangulo: 



/\ 


- 

/ ■* ^ v 


Cubo: 

di = aV2 


d = a>/3 
A|- = 6a 2 
V = a 3 
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Cilindros 


r 




Cilindro clrcular reto: 

t -V 

Aj = 27irh 
A ( . = 2nr (r + h) 

V = n r 2 h 



Cilindro eąullatero: 

-V 


A l = 4nr 

Aj. = 6 Tir 2 
V = 2TCIT 3 



V. 


J 


r Cones 




Cone circular reto: 


A l = Jtrg 


Aj = Ttr (g + r) 
V = ni* y 
g 2 = h 2 + r 2 


Cone eqiiilatero: 

g = 2 • r 
h = rV3 

Aj = inr 2 





Tronco de cone: 


A, = K (R + r) g 
Aj = A L + S + s 



J 


FlCHA-ftESUMO 
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*■ Poliedros 

Poiiedros: 


(Teorema de Euler) (Soma dos angulos das faces) 


- \ 

$ = (V - 2) ■ 360° 

^ _ 


V-A + F = 


3 


Poliedros de Platao: 


Poliedro 

Face 

-i 

V 

A 

F | 

Tetraedro 

triangular 

4 i 

! 6 

4 

Hexaedro 

quadrangular 

8 

12 

6 

Octaedro 

triangular 

6 

12 

8 

Dodecaedro 

pentagonal 

20 

30: 

12 

Icosaedro 

triangular 

12 

30 

20 


----- J 
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Complementares 

1224 Determine a medida da diagonal de um 
cubo de 5 cm de aresta. 

1225 Determine a medida da diagona! de um pa- 
ralelepipedo retśngulo cujas arestas medem 
2 cm, 7 cm e 3 cm. 


1232 Urna piramidę regular de base quadrada 
possui aresta da base a = 6 cm e aresta la- 
terai a L = V34 cm. Determine sua area 
total e seu volume. 

1233 Qual o volume de urna piramidę regular de 
altura igual a 2-/3 dm e base triangular de 
perimetro 6 dm? 


1226 Determine o volume de um cubo que tern 
96 m s de śrea total. 


1234 Determine a area total de um tetraedro re¬ 
gular que possui aresta de 16 m. 


1227 Um prisma quadrangular regular tern aresta 
da base a = 5 dm e altura h = 10 dm. De¬ 
termine o seu voiume. 


1235 A aresta da base de urna piramidę regular 
quadrangular mede 6 cm e a altura, 4 cm. 
Determine sua area total, 


1228 Para um prisma hexagonal regular com peri¬ 
metro da base 30 m e altura 10 m, qual deve 
ser o volume? 

1229 Gual deve ser a altura de um prisma trian¬ 
gular regular cuja aresta da base mede a, 
para que o seu volume seja igual ao volume 
de um cubo de aresta a? 

1230 (PUC-SP) No paraleleplpedo reto-retangulo 
de dimensoes a, be c, a diagonal BD', e 
dada peta formula; 



b) -JĄ - b 5 - c e 

c) Ja 2 + b s - c s 

d) Va 2 - b 2 + c 2 


e) J2a 2 - 2b a + 2c 2 

1231 (UE-Ponta Grossa) As medidas internas de 
urna caixa d'agua em forma de paralelepi- 
pedo retangulo sao: 1,2 m; 1,0 m; e 0,7 m. 
Sua capacidade e de; 

a) 8400 litros d) 8,4 litros 

b) 84 litros e) n.d.a. 

c) 840 litros 


1236 (UFPA) Urna piramidę regular, cuja base e 

um quadrado de diagonal 6Vó cm e a 
o 

altura e iguai aydo lado da base, tern area 
total igual a= 

a) 9Ó-/3 cm 2 d) 84%/3 cm 2 

b) 252 cm s e) 576 cm 5 

c) 288 cm® 


1237 (Cesgranrio-RJ) O volume da piramidę de 
base quadrada, cujas 8 arestas tern o mes- 
mo comprimento l, e: 


a) 

b) 


C 3 ^2 

2 

e 3 V2 

6 


d) 

e) 


e 3 73 
4 

e 3 

8 



1238 (FEI-SP) Dada a piramidę de altura h, a que 
distancia y do vertice devemos traęar um 
piano secante paralelo a base, de modo que 

19 

o volume do tronco seja yy do volume da 
piramidę? 
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1239 (Fatec-SP) SejamA, e Agduas pirSmides se- 
melhantes. Sabe-se que a śrea da basc de 

ź 12 vezes maior que a śrea da base de 
Ag. Se o volume de Aj t V, entao o votume 
de A, Ł 

a) 9V2 V c) 12-s/S V e) 6^6 V 

b) 24-73 V d)12V3V 

1240 (Fuvest-SP) Na figura; 



a) 950 ji d) 380 jc 

b) 160n e) 190 k 

C) 570ji 


1246 (Cesgranrio-RJ) Um bloco cilindrico de vo- 
lume V deforma-se quando submetido a 
uma traęao T, conforme indicado esquema- 
ticamente na figura. O bioco deformado, 
ainda cilindrico, estó indicado por linhas 
tracejadas. Nesse processo, a 6rea da 
secęao reta diminut em 10% e o compri- 
mento aumenta em 20%. O volume do blo¬ 
co deformado t. 



a) A8CD e EFGH s5o trapżzios de lados 2, 
8, 5 e 5. 

b) Os trapćzios estao em planos paralelos 
cuja distancia 1 3. 

c) As retas AE, BF, CG e DH sao paralelas. 
Calcule o volume do sól ido. 

1241 Calcule a 6rea total e o volume de um cilin- 
dro que tem raio da base r = 1 cm e altura 

h = 2 cm. 

1242 Determine a śrea total de um cilindro equi- 
Iśtero que possui volume igual a 128rc cm 3 . 

1243 Um retangulo, quando girado em tomo de 
um de seus lados, descreue um cilindro reto, 
cujo volume tem 128rc cm 3 , Determine o 
perfmetro do retSnguto, sabendo que a al¬ 
tura ś o dobro da base. 

1244 Um suco de fruta t vendido em dois tipos 
de latas dlfndricas: uma de raio r, cheia atć 

a altura h, e outra de rato , cheia ató a al¬ 
tura 2h. A primeira € vendida por R$ 3,00 e 
a segunda, porR$ 1,60. Qual a embalagem 
mais vantajosa para o comprador? 

1245 (UFMG) Um cilindro circular reto, de ouro 
macięo, tem o raio da base igual a 2 cm e 
altura igual a 10 cm. Sendo a densidade do 
ouro 19 g/cm 3 , a massa total do cilindro, em 
gramas, ż 


a) 0,90V d) 1,20 V 

b) V e) 1,80 V 

c) 1,08 V 

1247 (PUC-SP) As projeęoes ortogonais de um ci¬ 
lindro sobre dois planos perpendiculares 
sao, respectivamente, um circulo e um qua- 
drado. Se o lado do quadrado e 10, qual ć 
ovolume do cilindro? 

a) 1 000 ji d) 250n 

b) 750n e) 100n 

c) SOOrt 

1248 Determine a area total de um cone equi!atero 
que tem 6 cm de raio. 

1249 Determine o volume de um cone reto, cu¬ 
jo raio da base mede 3 dm e a geratriz, 
3ViÓ dm. 

I 

1250 Um cone reto tem 24ji cm 2 de śrea total. 
Calcule seu volume, de tal forma que a 
geratriz meęa 5 cm. 

1251 (UFES) Com um setor circular, cujo Sngulo 
central mede 120°, constrói-se um cone cir¬ 
cular reto de raio igual a 3 cm. O volume do 
cone, assim construldo, mede: 

a) 3órc>/2 cm 3 d) 18-/2 cm 3 

b) 18n cm 3 e)9n>/2cm 3 

c) 18rtV2 cm 3 
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1252 (Cesgranrio-RJ) Uma ampuiheta repousa nu- 
ma mesa, como mostra a figura I (o cone B 
completamente cheio de areia). A posięao 
da ampuiheta t invertida. A figura II mostra 
o instartte em que cada cone mantóm me- 
tade da areia. Nesse instante, a areia no cone 
B forma urn cone de altura: 





1253 


(UAM) Consideremos urn cone reto de al¬ 
tura H. Queremos cortó-lo por urn piano pa¬ 
ralelo t base, a distśncia h do vćrtice ( tal 
que o cone obtido e o tronco de cone te- 

nham o mesmo volume. Entao, £ vale: 

H 


a) 


2^/2 


b) i 


c) j}= 

3/2 

d) W 

' 2 


1254 (ITA-SP) O angulo da geratriz com o eixo 
de urn cone de revoluęao mede 30°. Se Se 
area de sua secęao reta a uma distSncia h 
do vćrtice, qual a relaęao entre Se h? 

2n 


a) S = ^ 

b) S = -^h® 
c,S = f 


d) S = -— h® 


e) n.d.a. 


1255 CPUC-RJ) Urn tanque subterrśneo tem a for¬ 
ma de urn cone circular reto invertido, de 
eixo vertical, e estś cheio atć a boca (nt- 
vei do solo) com 27 000 litros de agua e 
37000 litros de petróleo (o qual t menos 
denso que a śgua). Sabendo que a pro- 
fundidade total do tanque 1 8 metros e que 
os dois llquidos nao sao miscfveis, pode- 
mos afirmar que a altura da camada de pe¬ 
tróleo t: 

27 

a) 6 m d)T7m 

lo 


b) 2 m e) -tt m 



1256 Uma esfera apresenta como śrea superficial 
36)i cm®. Determine o seu volume. 

1257 Determine o volume de uma esfera inscrita 
num cubo de aresta igua! a 6 dm. 

1258 Para uma esfera de 5 m de raio, qual deve 
ser sua śrea superficial e seu volume? 

1259 (ITA-SP) Considere urn cone circular reto cir- 
cunscrito a uma esfera de rato 2 cmfSaben- 
do que a śrea do clrculo, limitado pela cir- 
cunferencia formada por pontos de tan- 
gencia entre as duas superflcies, t 9 k cm®, 
calcule a altura desse cone. 

1260 (FE1-SP) A śrea da superflcie de uma esfera 
e a śrea total de urn cone reto sao iguais. 
Determine o raio da esfera, sabendo que o 
volume do cone ź 12te cm 3 e o raio da base, 
3 cm. 



ExfrcIcios complementases 
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Gregory Sams/SPL/Stock Płioto 



urn mĄis 


Fractais 


0 artista digita uma eąuaęao. A par tir dal o computador faz literał- 
mente milhóes de calculos e vai desenhando os fractais, imagens cuja 
riqueza de detalhes só perde para a própria realidade 

A matematica do delfrio 



Płutonia e o nome desta imagom, criada a partlr da 
uma equaęao pelo matematico łrances Gaston Julia. 


Segundo o velho Eucłides, mate¬ 
matico grego que viveu cerca de 2 200 
anos atrds, existem figuras que nao 
tóm dimensao. E o caso dos pontos, 
como este ponto finał (.). Uma reta, 
por sua vez, ć algo com uma unica di¬ 
mensao. Jd a capa de uma revista, tern 
duas dimensóes. Para saber qual a sua 
drea, e necessario multiplicar as me* 
didas do comprimento e da largura. 
Do mesmo modo, um bloco possui 
tres dimensóes, porque precisamos 


multiplicar tresmedidas (comprimen¬ 
to, largura e altura) para saber qual o 
seu volume. Eucłides estava certo. 
Mas nao resolveu todo o problema. 

Existe uma infinidade de fenóme- 
nos na natureza que, graęas a sua ir- 
regularidade, nao podem ser descri- 
tos por essa geometria toda certinha. 
E preciso apelar para complicados 
cdlculos que resultam nas chamadas 
dimensóes fraciondrias — como a di¬ 
mensao 0,5, por exemp!o, tipica de um 
objęto que e mais do que um simples 
ponto com “dimensao zero”, porem 
menos do que uma reta com dimen¬ 
sao 1. Só a chamada geometria dos 
fractais consegue descreve-lo. 

Essa nova area das cienclas ma- 
temdticas vem tendo uma enorme apli- 
caęao. Para os biólogos, ajuda a com- 
preender o crescimento das plantas. 
Para os fisicos, possibilita o estudo de 
superficies intrincadas. Para os medi- 
cos, da uma nova visao da anatomia 
interna do corpo. Enfim, nao faltam 
exemplos. Um dos mais belos ć o uso 
dos fractais na ar te. 



Duas maneiras possweis 
de descrever o mundo 

A geometria euclidiana... 



Um ponto tem “dimensao 0”. 

Ele nao tem comprimento ou largura. E impossivel medi-lo. 



Uma reta tem uma unica dimensao. Um segmento de reta só pode ser medido 
pelo seu comprimento. 



Um piano tem duas dimensdes. A superficie do tampo retangular de uma mesa. 
A sua śrea e o produto das medidas do comprimento pela largura. 



J a um cubo e uma figura espacial, possui tres dimensóes: largura, comprimento 
e altura cujas medidas multiplicadas, resultam em seu volume. 





...e a dos fractais 



Existem objetos que nao podem ser descritos por retas, como esta acima. 



Entao, ć como se fosse retirado urn pedaęo da reta 



E depois mais outros pedaęos 



A operaęao de esburacar a reta seria repetida inumeras vezes... 



...atć se ter uma idćia do que aconteceria se fosse quebrada infinitas vezes. 



Sobraria, entao, o que se chama “Poeira de Cantor”, idealizada pelo matemśtico 
ałemao Georg Cantor. Seria mais do que um unico ponto (dimensao 0) e menos 
do que uma reta (dimensao 1): uma dimensao 0,5, por exemplo. Existem, ainda, 
objetos entre a reta e o piano. E objetos entre o piano e o cubo. Basta imaginar 
essas figuras esburacadas, como a reta que virou poeira. 


(Adaptado de: Superinteressante. Sao Paulo, n. 10, ano 8, p. 26.) 
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prt$MtTĄ lA£tĄ ffi& HH\A ćrtĄytfĄ pflCt£A 
Ut £ A Aa Al^trenęA etttre p fam e. o mAt. £ A 
pnncipAt fchytfAD Ap iAhcaApt £ cmAat pAtA 
ęne et A map cph^hmAa P fam cpm A 
pA££tv(AAAe e p mAt cpm A aCwAaAc. 


■ia Montessori (1870-1952), pedagoga iłaliana 




1. Ponto 

No estudo da geometria analitica veremos que as figuras geometricas podem ser 
analisadas atraves de elementos e processos algebricos. £ o que faremos aqui com o 
ponto e, a seguir, com a reta e a circunferencia. 

Piano cartesiano 

O piano cartesiano contem dois eixos perpendiculares entre si, tendo a origem 
comum no ponto O. Chamamos de eixo das abscissas ao eixo horizontal (eixo dos a:). 
Chamamos de eixo das ordenadas ao eixo vertical (eixo dosj>). Esses ebcos dividem o 
piano em quatro regioes que chamamos de quadrantes. 


(J eixo das 

ordenadas 

® 

Quadrante 

,y 

O 

Quadrante 

X 

o 1 

© 

Qundrante 

eixo das 
abscissas 

® 

Quadrante 


A localizaęao de um ponto P(x p , y^) no piano cartesiano e feita pelas suas coorde- 
nadas (abscissa e ordenada). 

P(Xp,yp> 



abscissa ordę nada 


y 


yA .. 


|y p | ć a distancia de 
P ao ebco dos x 



|x,,| ć a distancia de 
P ao eixo dos y 
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ExempIo: 

Localizar os pornos seguintes no piano cartesiano: M(-3, -3), P(3, 4), 
R(2, 2), N(l, -1), Q(— 1, 2) c S(-4, 4). 


S(-4, 4) 

r - 


Q(~h 2 ) 


4 
3 

*-2 
1 


PC3, 4) 


RC2, 2) 


mu ■ ■ n ■jri 

i—i 


-4 -3 


0 

- 1 - 
-2 + 


•-3 

M(~3, -3) 


1 2 
NCl, -1) 


Bissetrizes dos ąuadrantes 

Vamos utilizar o exemplo anterior para destacar duas propriedades importantes 
sobre as bissetrizes dos quadrantes: 

l 3 propriedade 

Todo ponto que pertence a bissetriz dos ąuadrantes impares (1 Q e 3 e quadrantes) 
apresenta abscissa igual a ordenada, 

Observe os pontos M(-3, -3), 0(0, 0) e R(2, 2). 



Ponto 
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2 a propriedade 


Todo ponto que pertence a bissetriz dos ąuadrantes pares (2“ e 4“ ąuadrantes) 
apresenta abscissa igual ao oposto da ordenada. 

Observe os pontos N(l, -1), 0(0, 0) e S(-4, 4). 






abscissa = -ordenada 


I cz> s 


Resolvidos 


1 Determinar as coordenadas dos pontos A, 8, C r D,Ee O. 



A(2,4) C(-4, —2) E(3,0) 

B(-3,3) D(1, -3) 0(0,0) 


489 
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2 Localizar os pontos no piano cartesiano; 

A(1, 2), B(—1, 3), C(-2, -2), D(3, -3), E(4, 4), F(-1,1) 

Quais desses pontos pertencem h bissetriz dos quadrantes Impares? E dos quadrantes pares? 

Basta traęar os eixos cartesianos e determinar as coordenadas. 



Os pontos C(-2, -2), 0(0,0)e E(4,4)apresentam ordenada igual ś abscissa, entao, pertencem 
a bissetriz dos quadrantes impares. 

Os pontos D(3, -3), F(—1,1) e 0(0,0) apresentam ordenada igual ao oposto da abscissa, por- 
tanto, pertencem a bissetriz dos quadrantes pares. 



pontos: 

A(1,2) D(—1,0) G(0,-2) 

B(2, -2) E(3, -2) HO, -3) 

C<—3,-1) F(—2,1) 

1263 Responda as questdes depois de localizar 
os pontos seguintes no piano cartesiano: 


A(—2,4) 

E<0, 0) 

K3,1) 

B<—1, 3) 


J(2,0) 

C<0, 2) 

G(1,3) 

L(1, -1 

D(1,1) 

H(2,2) 

M(0, 


a) Quais desses pontos pertencem b b 13 ? 
Por quź? 

b) Quais desses pontos pertencem ó b 2ł ? 
Por qu£? 

c) Quais desses pontos pertencem ao eixo 
dos Por qu£? 

d) Qual t a soma das coordenadas para 
cada um dos pontos A, B, C e D? 

Acontece a mesma particularidade 
com as coordenadas de outros pontos 
da reta que passa por eles? 

Detemnine o valor de n, de forma que os 
pontos dados por suas coordenadas perten- 
ęam d bissetriz dos quadrantes Impares. 

a) (2n, 4) 

b) (3n, 0) 

c) <8, n + 2) 

d) <10, 2n - 4) 

Obtenha o valor de p, de tal forma que os 
pontos dados por suas coordenadas per- 
tenęam £ bissetriz dos quadrantes pares. 

a) (4p + 2,6) b) (8, 3 + 
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Distancia entre dois pontos 

A distancia entre dois pontosA(x A , y A ) e B(x b , y^, situados num piano cartesiano, 
pode ser determinada cm funęao das suas coordenadas. Vejamos: 

1° caso 

O segmento AB e paralelo ao eixo Ox, y 


onde a distancia d^ e o módulo da diferenęa 
entre abscissas, 

L 

A B 


d AB = l X B ~ X J 

* a y& 

f + 

! « 

X 



O 

X A *B 




V - V - t 

A 


2° caso 

O segmento AB e paralelo ao eixo Oy, 
onde a distancia d^eomóduloda diferenęa 
entre ordenadas. 


d AB = iy B - yJ 


y 


y, 


AB 





3“ caso 

O segmento AB nao e paralelo a nenhum eixo. A distancia d AB depende das 
diferenęas entre abscissas e ordenadas, de tal forma que, ao aplicarmos o teofema de 
Pitagoras no AABC, temos: 


d AB d AC d BC 

d L = < x b - V 2 + (y B - y A > 2 
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Resolvidos 

1 Determinar a distancia entre os pontos A(8,3) e B(-4,8). 


d AB - J(x B - x A ) 5 + (y B - y A ) 8 => d^ « J (-4 - 8) s + (8 - 3) e 

= \/(—12) + S“ => = VI69 => — 13 

2 Determinar o perimetro do triśngulo cujos vćrtices A, Be C tern as seguintes coordenadas: 
A(1,5), B( -2,1) e C(4,1). 


AC1,5) 



BC-B. 1) 


CC4,1) 


caiculo da distancia d AB ; 

Caiculo da distancia d AC : 

d AfJ = V( x s " x a f + (Va ~ Va) 8 

d AC = V( X C ~ X a) 8 + (^C _ ^a) 

d A8 = V(-2 - D S + (1 - 5) fi 

d AC - V(4 - I) 9 + (1 - 5f 

^ab = V25 => d^ — 5 

d AC = V25 ^ d AC = 5 

Caiculo da distśncia d BC : 

O perimetro do AABC t determinado por: 

^sc = \/( x c “ x b)" + (y c “ Yb) 

Perimetro = d AB + d BC + d AC 

Perimetro = 5 + 6 + 5 

d BC - J{4 - (-2)) s + (1 - 1) s 

Perimetro = 16 unidades de medida 

d 6C = V36 => d K =6 

» 

Sabendo que o ponto P pertence ao eixo das abscissas (Ox) e esta equidistante dos pontos 
A(4,2) e B(8, -2), determinar suas coordenadas. 

P e Ox, logo, suas coordenadas sao P(x, O). 
Estando eąuidistante de A e B, temos: 


d PA = d pa ou d' A = d 2 0 

(4 - x)* + (2 - 0) ! =* (8 - + (-2 - O) 2 


16 - 8x + x 2 + 2 5 = 64 - 16x + x s + (-2) s 
8x = 48 => X = 6 

Portanto, P(6, 0). 
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Propostos 

1266 Determinea distSncia entre os seguintes pa- 
res de pontos: 

a) A{0, -2)e B(-6, -10) 

b) C(—3, — 1) e D<9,4) 

c) E(-3, 7) e F(5,1) 

d) G(-2, 5)e 1-1(4, -3) 

1267 Obtenha ovalor de m sabendo que a distśn- 
cla entre os pares de pontos seguintes t d. 
a) A(6, m), B(1, -2)ed = 13 

i b) C(1, -2), D(m, -2) e d = 5 

1268 Calculeo perimetrodotriśngulo, cujosvór- 
j ticessao: 

a) A(6,8), B(1, -4)eC(6, -4) 

: b) D(0,0), E(6, 8)e 1(8,6) 

1269 Determine as coordenadas do ponto P, sa- 
' bendo que ele pertence aoeixo das abscis- 

sas e t equidistante aos pontos A<2, 3) e 

I B(-2, 0). 

1270 Classifique quanto aos lados, o triSngulo for- 
J mado pelos vćrtices A(8, 2), B(4, 2) e 

C(8, -2). 



(FEEO-CE) A distSncia entre os pontos 
A(cos a, sen a) e B(sen a, -cos a) t-. 
a) 1 b) 72 c) 73 d) 2 

(Fuvest-SP) O ponto do eixo das abscissas, 
eqiiidistante aos pontosP(-2,2) e Q(2, 6)<t: 

a) AC2,0) d) D(0,2) 

b) 6(5,0) e) EC4,0) 

c) C(3,0) 

(FGV-SP) Sabendo que o triśngulo ABC da 
figura ź retSngulo em A, calcule o valor de k. 



Obtenha o valor de m para que o triangulo 
ABC seja retSngulo em B. Considere: 
A(m, —4), B{-2, 0) e C(7,1), 


Ponto medio de um segmento 

Observe que o ponto M dłvide AB em dois segmentos congruentes: AM e MB. 
As projeęoes de A, M e B nos ebtos Ox e Oy formam segmentos que mantem as 
mesmas relaęoes. 
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Determinando a abscissa x M do ponto medio M, temos: 
AM’ = mIT’ 


x m" x a 

X M + X M 


X B - X M 
X A + X B 


2x m = x a + x b 



X A + X B 

2 


Da mesma forma, obtemos a ordenada y M do 
rSr = ivrR\ 


nnntn mpdin 


y M 


Va + y« 

2 


Resumindo, as coordenadas do ponto medio M de um segmento AB sao dadas 
pelas semi-somas das coordenadas de A e de B. 






f 

\ 

M 

X A + X B 

y A + y B 


2 

2 




J 



Exemplo: 

As coordenadas do ponto medio M do segmento AB de extremidades 
A(—2, -6>eB(8, 4) sao: 


X M = 


_ X A + X B 

2 


-2 + 8 6 , 
x..=^—=2 = 3 


M 


y = Yk V % 

"m 2 

-6 + 4 _ -2 
yM o o 


= -i 


Entao, M(3, -1) 
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Resolvidos 


1 Sabendo-se que os vćrtices de um triSngulo ABC sao A(2, -3), B{-2,1) e C(5,3), determinar a 
medida da mediana AM. 

A mediana AM e osegmento com extremos no vertice A e no ponto 
mćdio M do lado BC. 

Calculando as coordenadas de M, temos: 


X M = 


Ym = 


*a + *c _ -2 + 5 3 

2 2 2 

Vb + Vc 1+3 4 „ 

2 - 


M 


&■') 



A medida de AM e dada peta distancia entre os pontos A z M. Entao: 
d AM = ” x a) S + (Ym “ Ya) 5 


. VióT 


d 

d AM 


No triangulo ABC representado a seguir, o ponto Gćoseu baricentro. Determinar as coordenadas 

► O baricentro de um triangulo t o ponto de i ntersecęao das medianas. Esse ponto divide cada 
uma das medianas na razSo de 2 para 1, a partit do vćrtice. 
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Considerando que o baricentro divide a mediana AM, na razao de 2 para 1 , temos; 
# = fo U AG = 2 .GM, 


Ent3o:^-x A =2(x Mi -x G ) 
X G - *a = 2x m - 2x g 


M, 


x g + 2x g = x a + 2x 
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f )( x 

M.eo ponto mćdio do lado BC, portanto, x Mi = B g c ■ Substituindo esse valor na 
expressao acima, temos: 

3x G = x A +y- j 


v X A + X B + *C 

x g ” 3 

AG 2 

De maneira anśloga podemos determinar y G a partir de 77 - = -r e aplicando y M 
_ YA + y 8 + yę 

y <3 “ 3 


y fl + yę 

2 


3 Determinar as coordenadas do baricentro de um triśngulo ABC, considerandoA(7, -4), 8(-1, 8 ) 
e C(3, -10). 

No exerdcio anterior deduzimos que; 


x. + x a + 

Xq = ^ —-S entao; 

7 +(-!) + 3 
x g " 3 

Kg = 3 

Concluindo, G = (3, -2). 


v _ Yą±VLVł 
y G“ 3 

-4 + 8 - 1( 

y e 3 

y Q = -2 


Propostos 

1275 Determine as coordenadas do ponto mć- 
dio do segmento AB, conhecendo-se: 

a) A(-1, 2) e B(-2, 0) 

b) A(-3, 3)e B(4, 3) 

c) A(4, 2) e B(2, 4) 

d) A(3,ó)eB(-5, -6) 

e) A(3, —2) e B(0, 1) 

f) A(—2, 5)e B(- 8 , 7) 

1276 Conhecendo-se os vertices do triangulo 
ABC, determine a medida da mediana AM, 
nos casos: 

a) A(-1, 2), B(-2,0)e C(—1, -3) 

b) A( 8 , 3), B(4, 7)eC(2,1) 

1277 CUFES) As coordenadas do ponto mćdio 
de um segmento AB sao (-1, 2). Saben- 
do-se que as coordenadas do ponto A sao 
(2,5), entao as coordenadas de B sBo: 

a) (4,1) c) (4, -1) e) n.d.a. 

b) (-4,1) d) (-1, -4) 


1278 Determine as coordenadas do baricentro 
de um triSngulo, cujos vćrtices sao; 

a) A(2, 4),B(Ó, 3)eC(7, -13) 

b) A(1, -3), B(-4, 7)eCC-6, 8 ) 

c) A(3, -10), B(-1, 8)eC(7, -4) 


1279 




(CTA-SP) £ dado o triangulo ABC, no qual 
A(3,5), B(-1,3) eC(0, -4). Se Et o pon¬ 


to mćdio da mediana CD, entao as coor¬ 
denadas de £ sao: 



A 




Ponto 
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1280 

(UFES) As coordenadas dos pontos que di- 
videm em tr£s partes iguais o segmento de 

1281 


extremos (-2, -1) e (3,2) sao: 



a) (-1,0)e(-1,1) 



b )(l°)e(4l) 



c) (-1,0)e(1,1) 




1282 





(Cesgranrio-ŁI) Os pontos M, N, P e GJ 
do R® sao os vertices de um paralelo- 
gramo situado no primeiro quadrante. Se 
M = (3,5), N = (1,2)eP = (5, Dentaoo 
vertice G e: 

a) <7, 4) c) (9, 8) e) (6,3) 

b) (6, 5) d) (8,6) 

O ponto medio do segmento PQ Ł 
M(-2,4). Se P(2, -2) as coordenadas de 
QsaO: 

a) (0,1) c)(6,-6) e) (-6,10) 

b) (-6, 6) d) (-2, 6) 


Condiędo de alinhamento de tres pontos 

Tres pontos A(x a , y A ), B(x b , y B ) e C(x c , y c ) estarao alinhados, ou seja, perten- 
cerao a mesma reta r se, e somente se, o determinantę da matriz formada pelas 
coordenadas dos pontos for nulo. 



D = 


x a 

X B 

X C 


y A 

y B 

y c 


i 

i 

i 


= o 


- +- ordenadas dos pontos 

abscissas dos pontos 


f 


Desenvolvendo o determinantę, teremos a seguinte expressao: 



“ x c y B “ x B y A x A y B x c y A x B y c 


* 


x A y B + x c y A + x B y c - x c y B - x A y c - x H y, 


3 
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Exemplo: 

Dados os pontos A(3, 1), B(0, 3) e C(-3, 5), vamos verificar se pertencem 


a mesma reta, calculando o valor do determinantę D = 


3 1 1 

0 3 1 
-3 5 1 


D = 


3 \X 


0 


3 I 

P\ 


0 3 => D = 0 


7W<K\ 

9 -15 0 9 -3 0 

O determinantę e nulo, logo, os pontos A, B e C pertencem a mesma reta. 


Resolvidos 

1 Determinar a abscissa x B do ponto B, de tal forma que A(4, 2), B(x 6 , 4) e C(1, 5) pertencem a 
mesma reta. 

Para que os tres pontos estejam alinhados, basta impor a condięao: 



—4-20-2x a 16 2 5 x b 


2 Determinar o va!or de m, (m e R) de tal forma que A(-3,7), B(m, m) e C(3, -2), sejam vertices 
de um triangulo. 

Para que os pontos A, Be C sejam vertices de um triangulo, e necessario que nao estejam alinha¬ 
dos. Portanto, o determinantę deve ser diferente de zero. 

-3 7 1 

m m 1 * 0 

3-2 1 Desenvolvendo o determinantę: -15m + 15 *■ 0=^ m * 1 


3 O ponto A pertence a intersecęao do eixo das abscissas com a reta que contem os pontos B(1,3) 
e C(-3,5). Determinar as coordenadas do ponto A. 

Se o ponto A pertence ao eixo das abscissas, suas coordenadas sao A(x a , 0). Como esse ponto 
pertence a reta BC, devemos ter. 


D = 


x A 0 1 
13 1=0 

-3 5 1 Dat, vem= -2x A + 14 = 0 => x A = 7 A(7, 0) 



Ponto 
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Calcule a ordenada y c do ponto C, de tal 
forma que A(x a , y A ), B(-3, 2) e C(-1, y c ) 
pertenęam a mesma reta e o ponto A per- 
tenęa a origem comum dos eixos. 


a) A(3,-2X8(0,1)e C(-3, 4) 

b) A(-3, -1), B(0,5)eC(1-2) 

c) A(-2, 5),B(-5, 6)e C(—8, 7) 

d) A(1, -1), B(2,1) e C(3, 2) 

1284 Determine, em cada item, a abscissa x e do 
ponto B, de tal forma que A, Be C perten¬ 
ęam ó mesma reta. 

a) AC3,7XB(x B ,3)eC(5 1 -D 

b) A(3,5),B(x B ,1)eC(1,-3) 

1285 Sabendo -se que o ponto A pertence ao 
eixo das abscissas e a mesma reta que os 
pontos 9(6, -2) e C(-4, 3), detemnine a 
abscissa x A . 

1286 Determine a ordenada y B do ponto 8, sa¬ 
bendo que esse ponto tambćm pertence 
ao eixo das ordenadas e a reta que contśm 
os pontos A(3,2) e C(7, -2), 


Conhecendo-se os pontos A(2, 0) e 
B(0, -3), determine o ponto P em que a 
reta AB intercepta a bissetriz dos qua- 
drantes Empares. 

Determine o valor de k, (k e R), de tal forma 
que A{8, -2), B(2,0) e C(-4, k) sejam vćr- 
tices de urn triśngulo. 


(UFPb) Se os pontos (1, 0), (0, 1) e (m, n) 
do piano xOyestBosobre uma mesma reta, 
entao: 

a) E-1 

b) m + n = 1 

c) m - n = 1 

d) m = 2 + n 

e) m + n = 2 


Propostos 1287 

1283 Conhecendo os pontos A, BeC, verifique, 
em cada item, se pertencem h mesma reta. 


2. Reta 


Eąuaędo geral da reta 

Para chegarmos a eąuaęao geral da reta, vamos utilizar o conceito de alinhamen- 
to de tres pontos, ja desenvolvido anteriormente. Vejamos: 

A equaęao geral da reta r e obtida partindo-se de uma reta que contem dois 
pontos distintos, A(x a , y A ) e B(x b , y B ), com coordenadas conhecidas e urn terceiro 
ponto P(x, y) generico. 


Igualamos o determinantę da matriz 


formada pelas coordenadas dos pontos 
A,BeP. 


x 

X A 

X B 


y 

y A 

y B 


i 

i 

i 



Observe que se os pontos A,BeP per¬ 
tencem a reta r, entao o determinantę deve 
ser nulo. 



_ 
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Fazendo o calculo do determinantę, temos: 


/ ^ / \ \ \ 



-x B y A -x>' B -x A y xy A yx B x A y„ 


xy A + Y ** + x aVb - x bYa “ x A y - xy B = o 


(y A - y B > x + < X B - x A )y 4- (x A y B - x B y A ) = 0 

^ y ' % y * ^ 


V 


a 


b 


c 


ax + 


by + c = 0 


S 


Como A e B sao distintos, temos: 

y A * y B => y A - y B * 0 => a * 0 ou *» * x a => x » _ x a * 0 => b * 0 

Toda reta r do piano cartesiano pode ser representada por urna 
eąuaęao do tipo ax + by + c — 0, onde: 

x ey sao coordenadas de um ponto generico pertencente a rca,b 
e c sao numeros reais, sendo a e b nao-nulos ao mesmo tempo. 


Exemplo: 

A eąuaęao geral da reta que contem os pontos A(l, 2) e B(2, 0) e obtida 
igualando a zero o determinantę da matriz formada pelas coordenadas dos 
pontos/! eB. 


x y 1 

12 1=0 
2 0 1 


* 


2x + 2y 4- 0 - 4 — 0x — y = 0 
2x + y — 4 = 0 


Podemos verificar a eąuaęao obtida substituindo as coordenadas: 
deA->2- 14-2 — 4 = 0 (verdade); de 5—>2-24-0-4 = 0 (verdade). 
A eąuaęao da reta que passa por A eBe2x + y- 4 = 0. 


Reta 
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Resolviclos 


^ Encontrarovalor de m para que o ponto P(m, 4) pertenęa a reta r, cuja equaęao e 2x + y - 3 = 0 


Para que um ponto pertenęa a urna reta, as suas coordenadas devem satisfazer a equaęao dessa 

reta. 


Ponto P(m, 4) 

reta (r) 2x + y -*“3 = 0 


2-m + 4- 3 = 0=>2m=-1 


m 


1 

2 


2 Considerando um triangulo com vertices A(2,2), B(2,4) e C(4,1), determinar a equaęao geral da 
reta que contćm o ponto medio do lado AB e o vertice C. 


Inicialmente determinamos o ponto medio M do lado AB, 


y _ x a + _ 

2 + 2 

= 2 

2 

2 

_yA + y B _ 

2 + 4 

_ ^ 

Vm -§- 

2 

” o 


M<2, 3) 

Impondo a condięao de aiinhamento dos pontos, temos: 


x y 1 
2 3 1 
4 1 1 


= 0 



4 


2x + 2y - 10 = 0 

Portanto, a equaęao geral da reta que contem os pontos Me Ce2x + 2y - 10 = 0 ou 
x + y - 5 == o. 


3 As retas (r) x - 2y - 1 = 0 e (s) 2x + 2y - 8 = 0 se encontram no ponto P(x, y). Determinar as 
coordenadas de P. 

* 

O ponto P pertence as retas res, Logo, deve satisfazer as equaęóes de ambas as retas. Para 
determina-io, basta reso!ver o sistema formado por essas equaęóes. 

x - 2y - 1 = 0 [ x - 2y = 1 

< ou J 

2x + 2y - 8 - 0 [ 2x + 2y = 8 

3x =9 =j x = 3 

Portanto: x - 2y = 1 
3 - 2y = 1 

—2y = 1 —3 j=> y = 1 

As coordenadas do ponto comum a re ssao: P(3,1). 



Reta 
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Propostos 

1291 Determine a equaęao geraJ da reta que eon* 
tćm os pontos: 

a) A(1,1)e B(0,2) 

b) Ad, -2)eB(2, -5) 

c) A(2, 4)e B(0, 3) 

d) A(-2, 5)e B(4, -3) 

1292 Escreva a equaęóo da reta r, conhecendo a 
sua representaęao grśfica, nos seguintes 
casos: 



1293 Verifique se P(2,1) pertence ó reta r, cuja 
equaęao ć x + 3y - 5 = 0. 

1294 Verifique se o ponto P, localizado na origem 
dos eixos cartesianos, pertence ó reta s, re- 
presentada pela equaęóo 3x + 2y - 1 =0. 

1295 Qual o va!or de m para que o ponto 
P(m, 2) pertenęa a reta r de equaęao 
x + 2y - 5 = 0? 

1296 Qual o va lor de n para que o ponto Q(3, n) 
pertenęa ó reta s, cuja equaę3o ć 
5x - y - 7 = 0? 

1297 As retas r representadas pela equaęao 
j -2x+y+3=0, es, cuja equaęao e 

x — y - 1 = 0se encontram no ponto 
P(x, y), Determine as coordenadas de P 

1298 ldentifiqLie as coordenadas de P(x, y) que t 
um ponto comum ós retas (r) 3x + y - 10 = 0 
e(s)x +6y + 8 = 0. 


299; (Mack-SP) A equaęao da reta que passa pe- 
I los pontos A(3,1)e B(-2, 0)ć: 

a) -5y + x - 2 = 0 

b) 5y - x - 2 = 0 

c) -x - 5y + 2 = 0 
1 d) -5y - x - 2 = 0 

e) nao sei 

1300 (UCS-RS) A figura contem a representaęao 
I grófica da reta: 



r 


mU 


a) 2x - 3y + 6 = 0 

b) 2x + 3y - 6 = 0 

c) 3x - 2y + 6 = 0 

d) 2x - 3y - 2 = 0 

e) 2x + 3y + 2 = Q 



Reta 
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1301 


1302 


(UFES) O valor de k para que a equaęao kx-y-3k + ó = 0 represente a reta que passa pefo 
porto (5,0) ć: 

a) 3 b) -9 c) 9 d) -3 e) -ó 

CUFCE) Seja ra reta que passa petos pontos(1,1)e(2,3). Entao, rintercepta o eixo dos /no porto: 

a) ( 0, _ t) b) ( 0 ' ““I) c) (0 ' _1) d) {0 ' -2) e) n.d.a. 


Eąuaęfio segmentdria da reta 

A eąuaęao de uma reta r que intercepta os eixos nos pontos distintos da origem 
N(0, n) e P(p, 0), pode ser obtida da seguinte forma: 


x y 1 

0 n 1 

p 0 1 


= 0 



Fazendo o calculo do determinantę, tern os: 

X, jt % y 
0 n 
0 


1 0 n 

, X \ 

p o 1 p 0 

/ / / \ \ \ 

-np 0 0 nx py 0 


nx + py - np = 0 


Ou, ainda, dividindo todos os termos por np: 
np 


nx + py 
np np 


np 


= 0 



Sendo que pen sao as medidas algebricas dos segmentos OP e ON. 
Se compararmos a equaęao geral da reta e a equaęao scgmentaria: 
ax + by 4- c — 0 


x y 

- + - = 1 
P n 


concluimos 


P = 


c 

n = "b 



Reta 
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ExempIos: 

a) Para obter a eąuaęao segmentaria da reta r, representada graficamente, 
basta reconhecer p = 2 en = 3 e substituir na formula da equaęao 
segmentaria da reta. 





b) Para determinar a eąuaęao segmentaria da reta r que passa pelos pontos 
Q(0, 3) e P(5, 0), substituindo p-5en = 3na formula. 





Resolvidos 


1 Determinar a equaęao segmentória da reta r, conhecendo a sua equaę3o geral (r)3x - 4y + 12 = 0. 

A eguaęao segmentaria pode ser obtida da eguaęao gerai de uma reta, observando-se que.- 


'a - 3 

c c 

p= -_ e n=- s 

1 

11 

JD 

12 -12 
p = -4 e n = = 3 

.c = 12 


x y x y 

Substituindo pertna eguaęao — + = 1 r obtemos: — + = 1 


2 


Determinar a equaęao segmentória da reta que passa pelos pontos A(-4, -3) e B<2,6). 

Inicialmente obtemos a eguaęao geral da reta. 


-4 

2 


y 

-3 

6 



-9x + óy - 18 = 0 


A seguir, procedemos como no exercfcio 1 ou, entao, fazemos: 
-9x + óy - 18 = 0 =* -9x + 6y = 18 => ~ + ^ = -}f 

Logo, ^ + j -1. 


Reta 



GeometiuaanaiItica 




















Propostos 

1303 Obtenha a equaęao segmentória da reta r, 
representada graficamente em cada caso: 




Escreva a equaęao segmentśria da reta /"em 
cada item, conhecendo-se as respectivas 
equaęóes gerais: 

a) (r) x + y + 9 = 0 

b) (r) 3x + 2y ~ 5 = 0 

c) (r) 2x + 3y - 12 = 0 

Em cada caso, determine a equaęao seg- 
mentaria da reta r que passa pe!os pontos 
NeA 

a) N(0, 2) e P(9, 0) 

b) N(0, -5)e P(-3,0) 

c) N(3, 2) e P(-1, -6) 


(UFRGS) As retas re sda figura interceptam- 
se no ponto de ordenada: 



d) 

e) 


9. 

5 

11 

ć 



Coeficiente angular de urna reta 

Num sistema cartesiano ortogonal,a reta r, nao vertical, forma com Ox um angu- 
lo de medida a. Essa reta r tern como coeficiente angular (ou declive) um numero 
real m dado por tg a. 


m = tg a 

[ 
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Observe as figuras abaixo. O angulo referido.de medida ot,e convexo e forma-se 
no sentido anti-horario. No caso em que r e paralela a Ox, consideraremos a — 0°. 

a = 0° o° < a < 90° 90° < a < 180° 


y 



Ti r 


r * 

O 

O angulo ć nulo, 
entao m e ^ero + 



O angulo e agudo, 
encao rn e positivo. 



entao m e negativo. 


Se a = 90", entao r e uma reta vertical e, como nao 
existe tg 90", r nao tem coeficiente angular, isto e, m nao 
esta definido para esse caso. 


y 


r 


O 



x 


O angulo e reto, 

Existem tres casos que o coeficiente angular de uma reta r pode ser calculado. 


I 2 caso Quando conhecemos a direęao da reta r, dada por a. 
Basta calcular a tangente de a. 


Exemplo: 

O coeficiente angular de uma reta r, nos casos seguintes, e dado por: 


a) y 



*i r 


a= 0° 

j 

O 




m - tg a 

m = tg 0" => m = 0 


m = tg a 

m = tg 30° => m = y 


Reta 



Geometria anaiItica 

















2 a caso 


Quando conhecemos dois pontos distintos da reta r, A(x A ,y A ) e BCx B ,y B ). 

A reta r nao perpendicuiar a Ox, tem o mesmo coeficiente angular de qualquer 
um de seus segmentos. Portanto, vamos examinar o segmentoAB. 

No triangulo formado pelos pontos A, B e C, a tg a e determinada por: 


m = tg a 



(x B * x A ) 


ou 


m — tg a 


Ay 

Ax 
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ExempIo: 

O coeficiente angular da reta que contem os pontos A(l, 3) e B(5, 7) e: 
Ay y B - y A 7-3 4 


m = t— = 


Ax x« - x 


5-1 4 




m = 1 


3 fi caso Quando conhecemos a equaęao geral da reta ax + by + c = 0. 

Chegamos a essa equaęao utilizando a condięao de ałinhamento de tres pontos: 


y i 
y A i 


X 

X A 

x b y B 1 


= o 


(y A - y B > x + ( x b “ x A )y + ( x A y B _ x B y A ) = 0 

*■-v-' -y-' 1 -*-' 

c = 0 


ax 


+ by + 


Ay y A - y B 

portanto, se m = ^ = x _ x e a = y A - y B ; b 


X b" X A 


entao, m = -r— = 


= fr A ~ y B > = _ą 

Ax (x B - x A > b 


Concluindo, 


m = —— 
b 
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Exemplo: 

O coeficiente angular da reta 5 dc eąuaęao geral 4x — 6y — 5 = 0 e: 

a —4 2 . 2 

m = = —y = t-, isto e, m - — 

b -6 3 3 



Resolvidos 

1 Determinar o coeficiente angular da reta r, nos seguintes casos: 




O valor de m e determinado pela tg a, portanto; 
a) m = tg os b) m = tg a 

m = tg 150° m = tg 60° 

43 


m = — 


m = 41 


2 Identificar o coeficiente angular de uma reta que contśm os pontos A(1, -2) e B( - 4,1), 


m 


= Ay = y a ~ y A = 1 -(-2) J_ _ J 


Ax 


x» - x 


-4 - 1 


-5 


—ł 


3 Calcuiar o coeficiente angular da reta r que tern a equaęao geral Cr) 3x - 4y + 3 = 0. 

Comparando a equaęao 


alxl+ biy + c - 0 


* * 


, temos: 


3jxi- 4ly + 3 = 0 


a = 3 
b = -4 


Portanto: 
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4 A representaęao grafica da reta re dada abaixo, Identificar seu coeficiente angular. 



Sendo A(3, 1) e BO, 0) 

Va“ Ve _ 0 - 1 _ -1 _ 1 
m - x 0 -|-3 —2 2 



Propostos 

1307 Determine o coeficiente angular da reta r 
nos casos a seguir: 




1308 Determine o coeficiente angular da reta r, 
que contćm os pontos A e 8, nos casos: 

a) A(2,2)eB<4, 3) 

b) A(-1, -2) e B(2, 4) 

c) A(-5, 4)e B(0, 9) 

d) A(3, 2)e B(1, 4) 

1309 Considerando a equaęao geral da reta, em 
cada caso, calcule o coeficiente angular da 
reta r. 

a) (r)2x + 3y - 6 = 0 

b) (r)5x-7y= 0 

c) Cr) x - y + 1 =0 

d) (r)2x — 3y — 13 = 0 

1310 ldentifique o coeficiente angular da reta r. 
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a) 4x + 5y + 12 = O 

b) 4x + 5y + 14 = O 

c) 4x + 5y+ 17 = 0 

d) 4x + 5y + 16 = 0 

e) 4x + 5y + 15 = 0 


Eąuaęao reduzida da reta 

Sendo r uma reta cuja eąuaęao geral e dada por ax + by + c = 0 e supondo 
b * 0, podemos determinar a eąuaęao reduzida de r isolando o yalor dej em fimęao 
de jc, ou seja: 


ax + by + e = 0 
by = -ax - c 




sendo n a ordenada do ponto N, intersecęao entre reo eŁxo Oy, e escrever: 


y = mx + n 
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Notę que as retas paralelas a Oy nao possuem eąuaęao reduzida. Nesse caso, 
como b = 0, a eąuaęao geral reduzida a forma ax + c = 0, impossibilita o isolamento 
dej no primeiro membro. 


Exemplo: 

A reta r de eąuaęao geral 3x — 2y — 1 = 0 tern como: 

a) coeficiente angular 

a 3 3 ’ 

m = -- => m = = - 

b) coeficiente linear 


= — => m = — 


n = —— => n = 
b 


-1 

-2 




ResoIvidos 


1 Conhecendo-se a equaęao geral da reta (r) 3x + 2y - 16 = 0, obter: 


a) a eąuaęao reduzida 

a) 3x + 2y - 16 = 0 
2 y = -3x + 16 
-3 


b) o coeficiente angular 


b) m = 


-3 


Y = 


o x + ? 

I—► coeficiente linear (n) 
coeficiente angular (m) 


c) o coeficiente linear 


c) n = 8 


2 Dada a representaęao grafica da reta r, determinar: 

a) o coeficiente angular de r 

b) o coeficiente linear de r 

c) a eąuaęao reduzida de r 



a) m = tg a => m = tg 45° => m = 1 

b) O coeficiente linear e a ordenada do ponto de intersecęao entre re Oy, entso, n = 7. 

c) Substituindom = 1 en = 7naeąuaęaoy — mx + n,temos:y = mx + n=^y = x + 7 
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Propostos 

1312 Considerando a equaęao geral da reta (r), 
determine o coeficiente angular e lincar: 

a) 2x + 3y — 1 = 0 

b) x - y + 4 = 0 

c) 2x + 5y - 3 = 0 

d) 2x + y - 5 = 0 

1313 Conhecendo a equaęao geral da reta r, ob- 
tenha a equaęao reduzida, o coeficiente 
angular e o coeficiente linear de r, 

a) 2x - 3y + 1 =0 

b) x + 3y — 6 = 0 

c) 4x - y + 2 = 0 

d) 2x - 3y + 6 = 0 

e) 3x - 4y + 3 = 0 

f) x - y + 2 = 0 

g) x + y = 0 

h) 5x + 7y = 0 

1314 Para cada representaęao grśfica da reta r, de¬ 
termine o coeficiente angular, ocoeficiente 

• linear e a eguaęao reduzida de r. 






1315 


1316 


1317 


Determine, em cada caso, ocoeficiente an¬ 
gular meoponto Pde intersecęaocom o 
eixo Oy. 

a) y = 4x - 3 

b) 4x + 5y + 15 = 0 
c5 2x - y + 10 = 0 
d) -3x + 2y 4- 6 = 0 


(UFAC)Aequaęaoda reta, cujo coeficiente 
angular e igual d metade do valor absoluto 
da raiz quadrada do logaritmo de 1ó na 
base dois e que passa pela origem Ł 

a) y = 4x d) y = 2x 

i 

b) y = x e) y = ępx 

c) y= — 2x 


(PUC-SP) A equaęao geral da reta pelo pon¬ 
to PC—3,2) e coeficiente angular m Ł-. 


a) 

mx 

+ y 

+ 

3m 

= 0 

b) 

mx 

-y 

+ 

2 + 

3m 

c) 

X + 

my 

Hh 

2 = 

0 

d) 

x - 

my 

+ 

3m 

= 0 

e) 

X + 

y + 

2 

= 0 
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Eąuaędo da reta, conhecidos um ponto e a direęao 

Se urna reta nao paralela a Oy passa por um porno A(x a , y A ) conhecido e tem 
coeficiente angular m, podemos determinar a equaęao dessa reta da seguinte forma: 
• considerando P(x, y) um ponto qualquer da reta, sendo P *= A. 



Exemplo: 

A equaęao geral da reta que passa por A(3,2) e apresenta coeficiente angular 
m = -2 e obtida substituindo-se os vaIores de m = —2 eA(3,2) na equaęao 
y — y = m(x — x.). Entao: 

y “ 2 = -2(x - 3) 
y — 2 = —2x + 6 
2x + y - 8 = 0 



Resolvido 


Determinar a equaęao geral da reta r representada abaixo; 



y - y E = m(x - x E ) 


y - 2 = 1(x - 5) 

-x + y + 3 = 0 ou x-y-3 = 0 
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Propostos 

1318 Obtenha, cm cada caso, a equaęao seral 
da reta que passa por Ae epresenta coefi- 
cienteangular m- 

a) A(1,2) e m = 2 

b) A(4, 3) e m = -3 

c) A(-6,4) e m = -1 

d) A(2, 6) e m = ~ 



1319 Determine a equaęao gcral das rctas rre- 
presentadas abaixo: 



b) 




c) 



1320 (UFES) A equaęao da reta que passa pelo 
ponto (3, -2) com inclinaęao de 60° t- 

a) 73x - y - 2 - 373 = 0 

b) 73x - 3y - 6 ~ 373 = 0 

c) 73 x + y + 3 - 273 = 0 

d) 73x - y - 2 + 273 = 0 

e) 73 x - y - 573 - 0 

1321 (Cescem-SP) A equaęao da reta que passa 
pelo ponto (—1,2) e forma com o eixo Ox 
um Sngulo de 45° ć: 

a) y-x-3 = 0 

b) y + x - t = 0 

c) 2y - 72x - (4 + 72) = 0 t 

d) 2y + >/2x + 2 (cos 45° - 2) = 0 

e) 2y - x - 5 = 0 

1322 A reta r que corta o eixo Ox no ponto de 
abscissa -72 e cuja inclinaęao ć 135° tem 
equaęao: 

a) 72x-2y + 72=0 

b) 2x - 72y + 2 = 0 

c) 2x + 72y + 2 = 0 

d) 72x + 2y + 2 = 0 

e) x + y + 1 = 0 
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Eąuaęóes parametricas da reta 

Enąuanto a eąuaęao geral ax + by 4- c = O relaciona as coordenadas x ey de um 
ponto qualquer da reta, as equaęóes parametricas x = f, (t) e y = f 2 (t) relacionam 
essas coordenadas com uma variavel f, chamada parametro. 

Exemplo: 

Vamos considerar a reta de equaęÓes parametricas: 

[ x = 4t 
[y = 3t +1 

Se ąuisermos obter a eąuaęao geral dessa reta, basta isolar o parametro t 
numa das equaęóes e substitm-lo na outra eąuaęao. 

Assim, de x = 4t, tem-se t = — • 

4 3x 

Substituindo em y = 3t + 1, vem a eąuaęao geral da reta y = — + 1, ou, 
ainda, 3x — 4y + 4 = 0. 



Resolvido 

Deternninar 3 eąuaęao seral da reta, sendo que as equaę6es parametricas dessa reta sao: 

Jx = 2 - t 
[y = 1 + t 

Isoiando o parametro f na I 4 eąuaęao: 
t = 2 - x 

Substituindo t = 2 - x na 2 a eąuaęao; 
y = 1 + t => y = 1 + (2 - x) 
x + y - 3 = 0 


Propostos 


1323 Determine a eąuaęao geral da reta em cada caso; 


x = -2 + t 


b) 1 


x = 3 - t 
3t — 3 

y = —5— 


1324 Conhecendo as eąuaęóes parametricas da reta (r) x = t + 2 e y 
a) a eąuaęao geral der b) a eąuaęao reduzida de r 

1325 (UFPA) O coefidente angular da reta de eąuaęóes parametricas 




b) ? 


c) 1 


= -3t - 1, determine: 
c) o coefidente angular de r 

f x = 2t + 2 , 

\y = t — 1 fc 

d) 2 e) 3 
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Retas paralełas 

Duas retas, r es, do piano cartesiano sao paralełas (r // s) se t e somente se, ambas 
forem verticais, on se os seus coeficientes angulares forem iguais. Na figura, as retas 
res sao paralełas e nao verticais.Temos,entao: 


a r = a, 

tg a r = tg ot s 


logo, 


r // s <=$■ m = m 

r $ 

i 



Caso as retas res tenham coeficientes angulares iguais (m - ni ) e coeficientes 

. „ r s 

lineares iguais (n r = n s ), entao elas serao consideradas coincidentes, ou seja: 


r = s <=> m r = m s e n r = n s 

I .Ml 


Exemplos: 

a) As retas (r) x 4- 2y — 6 = 


a 



reta r -> m= “ 
r 2 

„ 2 1 

reta s m = —- = — 

s 4 2 


0 e (s) 2x + 4y - 3 = 0 sao paralełas, pois: 


c 

n = "b 


n r = 


n s = 


-6 


2 

-3 


= 3 

3 

4 


de onde se observa que m f — m s e n r * n s , sendo.por isso, consideradas 
paralełas distintas. 


b)As retas (r) 4x - 3y + 7 = 0 e (s) 2x - 3y + 7 = 0 nao sao paralełas, pois: 


m = 



c 



reta r —» m r = 
reta s -> m s = 


_4_ _ 4 
-3 3 

2 _ 2 
-3 3 



de onde se observa que m r * m s e n r = n s . 

Neste caso res tambem nao sao retas coincidentes e para se chegar a 
essas conclusóes bastaria ter verificado que m * m . 

r s 
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Resolvicios 


1 Sabe-se que o ponto A{1, 3) pertence d reta 5, paralela a (r) 5x + 2y + 1 =0. Determinar a 
equaęao geral da reta s. 

Se se paralela a r, entao m 5 - m r . 

_ _ _ a_ __5 

. m > b 2 

c 

Conhecendo m s = e A(1, 3), basta substituir na formula 

/ - Ya = m s < x " *a> =* Y - 3 = “ U 

y - 3 = x + -|-=»-^-x+y - ~ = 0=>5x + 2y—11=0 

2 Determinar o va!or de k e w para que as retas (r) 2x - 3y + 1 = 0 e (s) = (k - 1 )x - 3y + w = 
0 sejam coincidentes. 

Inicialmente vamos determinar men de cada reta. 


reta n m ( = 



e n, 



reta s-. m s - 


k - 1 

-=T e n * 


Para que as retas sejam coincidentes devemos ten 
m f = m, => -| = —-- => k = 3 n t - 


1_ _ w 
3 3 


w = 1 


w 


-3 



ropostos 

Ciassifique as retas re s conforme suas po- 

sięóes relativas; 

a) (r) 2x - y + 20 = 0 
(s) 2x - y + 1 =0 

b) (r) x - y - 3 = 0 
(s) 2x - 2y + 3 = 0 

c) (r) x + 2y - 5 = 0 
(s) x + 2y - 5 = 0 

d) (r) -3x + 3y - 3 = 0 
(s) 3x - 3y + 1 =0 

Sabe-se que o ponto A pertence ś reta s e 

esta ź paralela a r. Determine a equaęao 

geral da reta s, em cada caso: 

a) A(1, -3) e(r)2x-y + 5 = 0 

b) A(—2, -3) e (r) 5x + 4y + 2 = 0 

c) A(2, -2) e (r) 2x - y + 3 = 0 

d) AC1, -3) e(r)x - 3y + 4 = 0 



Determine o valor de k para que as retas 
(r)x + y- 3 = 0e(s)kx-3y + 9 = 0 
sejam paraletas. 


(UFRGS) Dada a reta (r) = 2x - y + 1 = 0, 
a equaęao da reta paralela a r pelo ponto 
PCI, 1) sera: 

a) 2x - y = 0 

b) 2x-y + 2 = 0 * 

c) 2x + y + 1 =0 

d) 2x + y - 1 = 0 

e) 2x - y - 1 =0 



(Cesgranrio-RJ) Se as retas do R 2 de equa- 
ęóes y = 3x — 1ey = mx + n sao parale- 
las, entao: 

i 

a) m = -3n d) m = —j 

b) n = 3m e) m = 3 

c) n = -1 
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1331 


1332 


(UEPG-PR) Beja a reta s bissetriz do 2 S e 4 a 
quadrantes. Sabendo-sc que P(-5,2) per- 
tence a reta r // s, a equaęao da reta r t. 

a) x + y- 3 = 0 

b) x-y + 3 = 0 

c) x-y-7-0 

d) x + y + 7 = 0 

e) n.d.a. 

(UFES) A equaęao da reta que passa pelo 
ponto P,(2, -3) e e paralela a reta que 
passa pelos pontos A(4, 1 ) e B(-2,2) t. 



a) x - 6y + 16 = 0 

b) x + 6y - 16 = 0 

c) x - óy - 1ó = 0 

d) 2x + óy + 16 = 0 

e) x + óy + 16 = 0 

(Fuvest-SP) 5ao dadas as retas de equaę5es: 
x + y=1,mx + y = 2ex + my = 3. 

a) Qual a posięao relativa dessas retas 
quando m = 1? 

b) Determine m para que elas passem 
pelo mesmo ponto. 


Retas concorrentes 


Duas retas, r e s, do piano cartesiano sao concorrentes quando apenas uma delas 
tem coeficiente angularou,entao,quando apresentam coeficientes angulares diferentes. 


Na figura, as retas rej? sao concorrentes 
e nao verticais. Temos, entao: 

a r * cc s 
tga r * tga 5 
m m 

r s 


logo, 


'- - —“ - > 

r x s o m„ £ m. 

r $ 



Caso as retas r es nao verticais apresentem o produto de seus coeficientes angu¬ 
lares iguala-l, seraoconsideradasperpendiculares. Reciprocamente, seduasretas 
nao verticais sao perpendiculares entre si, entao o produto de seus coeficientes an¬ 
gulares e igual a -1. 

No trianguloABC retangulo em B, temos: 
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Partindo da hipótese de que m r • m s = -1, chamando med B = 0 e seguindo os 
passos acimaem ordem inversa, chegaremos a 0 = 90°, ou seja, rls. Entao: 


r -L s « m r ■ m= — 1 

Um caso particular de perpendicularismo ocorre ąuando uma das retas tem coe* 
ficiente angular zero (reta horizontal) e a outra nao tein coeficiente angular (reta 
yertical). 

ExempIo; 

As retas (r) - 5x + 3y + 13 — 0 e (s) 3x + 5y - 1=0 sao perpendiculares, 
pois: 



portanto: m • m, = -1 

r 5 


x^: r c _. i cz: i c: z> s 

Resolvidos 

1 Determinar o valor de k para que as retas (r) 5x + 2y + 1 = 0 e (s) (k - 1) x - 5y + 4 = 0 sejam 
perpendiculares. 

Inicialmente, vamos determinar o m r e m s : 


Para que re s sejam perpendiculares e necessario que: 
m f • m 5 = -1 

_5 k- 1 . . 

2 5 ~ 

-k + 1 * ~2 

k = 3 
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2 Sabe-se que o ponto A(2, -1) pertence d reta s e essa ć perpendicular a (r) 2x + 3y + 9 - 0. 
Determinar a equaęao geral da reta s. 

Se a reta rż perpendicular a s, entao m r ■ m 5 = — 1 



► Na prśtica, calculamos m s trocando o sinal de m, e «nvertendo o numero obtido: 

_I . 1 _ 2 

3 3 2- 

3 

Conhecendo m 5 = -^ e A(2, — 1) basta substituir na fórmula 
(y - y A > = m s (x - x A ) 
y-(-i) = -|ot-© 

y+1 =|x-3 

—|x+y+1+3=0 
-3x + 2y + 8 = 0 

Propostos 

1334 Classifique as retas rz s conforme as suas 
posięóes relativas: 

a) (r) x - 5y + 3 = 0 
(s) 5x + y - 1 =0 

j b) (r) 4x - 2 = 0 
(s) -4y + 1=0 

c) Cr) 5x + 2y + 1 = 0 
(s) 2x + 5y + 4 = 0 

, d)<Oj + -f-1 

I (s) f = f 

1335 Sabe-se que o ponto A pertence d reta se 
essa £ perpendicular h reta r. Determine a 
eguaęao geral de s, em cada caso: 



a) A(1,2)e(r)x - y + 4 = 0 

b) A(2, -2) e (r) 4x - 3y + 1 = 0 

c) A(2, -3) e (r) 7x - y + 4 = 0 

d) A(1, -2) e (r) 3x - 4y + 3 = 0 


1336 Determine o vator de k para que as retas 
[ (r) 2x + 3y - 5 = 0 e (s) kx - 2y*+ 4 = 0 
sejam perpendiculares. 


1337 


(UFMT) Sao dadas as retas: (r) x + 3y = 5, 
(s) -x + 3y = 5; (t) -x -3y = 6; 
(u) 3x + y = 6, As retas perpendiculares 
entre si sao: 

a) (r) e (s) 

b) (r) e Cu) 

c) (s) e (t) 

d) (s) e (u) 

e) CO e Cu) 
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1338 (FEI-SP) A equaęao da reta que passa pelo 
ponto (1, 2) e t pependicular ś reta 


3x 

- 2y 

+ 2 = 

Oe 

„ 

a) 

2x - 

3y + 

5 = 

0 

b) 

2x - 

3y - 

5 = 

0 

c) 

2x - 

Sy¬ 

4 = 

0 

d) 

2x - 

sy + 

4 = 

0 

e) 

2x + 

3y- 

8 = 

0 


1339 (Cesgranrio~RJ) O valor de cc para o qual as 
retas 2y-x-3 = 0e3y+ax-2 = 0sao 
perpendiculares t¬ 


1341 


a) ó 

b >J 

0 5 


d) 

e) 


(UFRGS) Uma das diagonais de um losango 
t o segmento de extremos (1, 4) e (3, 2). 
A outra diagonal estś contida na reta de 
equaęao: 

= O 

O 
O 
O 
O 


a) x + y 

b) x + y + 1 

c) x + y - 1 

d) x - y - 1 


e) x - y + t = 


(Fuvest-SP) No piano cartesiano sao dados 
os pontos A = (-1, 2), B = (1, 3) e 
C = (2, -1). Determine uma equaęao= 

a) da reta AB 

b) da reta que passa por Ce e perpendi- 
cular a AB 


(UFRGS) Os vertices de um triangulo sao os 
pontos A = (-1,2), B = (5,1 )e C = (3,6). 
O coeficiente linear da reta que passa por C 
e peio ortocentro do triangulo ź- 

a) -24 

b) -12 
O -10 

d) -6 

e) 6 
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1345 


(Vunesp) Ache os coeficientes angulares 
das retas re s da figura e verifique se eias 
sao ortogonais. 



1346 


1347 


A equaęao da reta que contem o ponto 
(3,5) e e perpendicular a reta 3x + y = 6 ź. 

a) 3y + x = 6 

b) 3y - x = 12 

c) 3y + x = 18 

d) 3y + x = -6 

e) 3y - x = 18 

Urna reta r determina, no primeiro quadrante 
do piano cartesiano, urn triśngulo isósceles, 
cujos yćrtices sao a origem e os pontos onde 
a reta intercepta os eixos Ox e Oy. Se a area 
desse triSngulo e 18, a equaęao de rt 

a) x - y = 4 

b) x - y = 16 

c) x + y = 2 

d) x + y = 4 

e) x + y = ó 


Angulo entre duas retas 

Entre duas retas, r e s, concorrentes e nao-perpendiculares, formam-se angulos, 
dentre os quais determinaremos a medida 0. 


y 


* 



Observando a figura, notamos que podemos aplicar o teorema do angulo exter- 
no ao trianguloABC. 


P r = 0 + P s 


0 = Pr - P S 

tg e = tg 0 T - p s ) ou tg b = 


tg p f - tg p . 
1 + tg |3 r * tg 


Reta 


Geometria anaUtica 















Supondo r c s nao verticais, fazemos tg (3 r - m r e tg = m s , respectivamente 
coeficientes angulares das retas r es. Entao: 


„ rn — rn 
t g 0=- £ 


1 + m r * m s 


t g 6 >0 => 0 e a medida de um angulo agudo 
tg0<0 => 0 e a medida de um angulo obtuso 

Para obter a tangente do angulo agudo, calculamos o módulo do 2“ membro. 
Notę que se entre reise formar um angulo 0 = 90° (retas perpendiculares), o 
denominador se anula e esta formula perdera o sentido. 

Um caso particular onde aplicaremos o teorema do angulo externo, no triangulo 
ABC, o qual ocorre quando urna das retas r ou s e vertical. 




0 e p s sao medidas de angulos 
complementares. 


0 e (180° - (5 s ) sao medidas de 
angulos complementares. 


tg 0 


1 

tg 


t g 0 


ni 

N 


como ni > 0, entao tg 8 > 0 

5 * 


tg e = 
tg 0 = 
tg 9 — 


1 


tg (180° - p s ) 
1 


tg Ps 
1 


m 


como m. < 0, entao tg 9 > 0 


Podemos resumir as duas situaęoes escrevendo: 
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ExempIo: 

O angulo formado entre as retas (r) 2x - y — 2 = 0 e (s) x - 3y + 6 = 0 
mede 45°. Veja: 


m '=-b = 


m * = "b = 


Calculo de 0. 


-1 

1 

-3 


= 2 

1_ 

3 


tg0 = 


m r~ m s 

1 + m r * m s 


,+2 -? 


O angulo 0 = 45°. 


I 


ResoIvidos 

1 Determinar a equaęao de uma reta rque forma um Sngulo de 45° com a reta (s) 2x + y + 4 = 0 
e passa pelo ponto Q(-1, -2). 

O problema admite duas soluęóes: 


Reta 



m. = 


--=■ ou m, = 3 
3 r * 
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■ equaęao da reta r, 
y - y Q = m f) (x - *0) 
y - (-2) = -~(x - <-D) 

3y + ó = -x — 1 
x + 3y + 7 = O 

2 Determinar o angulo agudo 6 formado 

A reta r nao tern coeficiente angular. 


* equaęao da reta r ę 

y - y Q - ~ x Q ) 

y - (-2) = 3(x - (-1)) 
y + 2 = 3x + 3 
3x - y + 1 =0 

retas (r) 2x - 9 = 0 e (s) -t/ 3 x + y - 2 = 0. 


Calculo do coeficiente angular m s da reta s-. m s 


tg 0 = 


1 _ 1 
|m s | t/3 


= ^ => 0 = 30° 


_ 0 _ t/ 3 _ /o 
b 1 V3 


Propostos 

1348 Determine a medida 9 do angulo agudo 
formado entre as retas (r) x — 5 = 0 e 

j*l (s)y = + - ■ 

1349 Considere as retas (r) 4x + 3y - 8 - 0 e 
jj ( 5 ) x + 7y - 27 = 0 e determine a medi¬ 
da do angulo agudo formado entre elas. 

1350 Determine a equaęao da reta r que passa 
pelo ponto Q(6, 3) e forma urn angulo 
9 = 45° com a reta (s) -3x + 4y + 6 = 0. 


1351 (Mack-SP) O Sngulo agudo que as retas 
y = x-1ey = 3 determinam, possui 
uma tangente igual a: 



b) t/ 3 d) t/2 


1352 (CTA-SP) Os Sngulos formados pelas retas 
3x-y-10 = 0e2x + y- 6 = 0 medem: 

a) 60° e 120° 

b) 30° e 150° 

c) 0° e 180° 

d) 135° e 45° 

e) 90° e 90° 


Distdncia entre ponto e reta 

A distancia entre o ponto P(x i „y p ) e a reta (r) ax + by + c = 0, 
pode ser calculada com a utilizaęao da formula: 




i* + by, + c| 
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Exemplo: 

A distancia entre o ponto P(2, 1) e a reta (r) 3x + 4y + 7 = 0 e calculada 
considerando a = 3,b = 4,c = 7,x 0 = 2,y 0 = 1 e substituindo na formula 
da distancia do ponto P a reta r. 


|ax p + by p + cj 
P ' r " Ja 2 + b 2 

_ j3 - 2 + 4 • 1 + 7| 

P ' r 

|6 + 4 + 7[ = 17 
pr >/25 5 





1 CU 



Resolvidos 

1 Calcular a altura do triangulo ABC, re!ativa ao vćrtice A, Sao dados A(6, 5), B(0, 3) e C(4, 0). 

Inicialmente vamos determinar a eguaęao da reta r, suporte do lado BC do triangulo. 


D = 

A distancia d, entre o vertice A(6, 5) e a reta r, e dada por: 

_ |ax A + by A + c) 
x/a 2 + b e 

13 • 6 + 4 • 5 - 12) 

d = ' -. - - 

V3 e + 4 e 

J |18 + 20 - 12| 26 
V§5 "5 



x y 1 
0 3 1 
4 0 1 


= 3x + 4y — 12 


(r) 3x + 4y ~ 12 = 0 
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2 Obter a distśncia entre duas retas paralelas (r) 2x + 3y - 6 = 0 e Cs) 4x + óy + 7 = 0. 


Para obter a distancia entre duas retas paralelas, basta determinar um ponto qualquer de urna 
deJas e, posteriormente, calcular a distancia desse ponto a outra reta. 

Calculo de um ponto qualquer P, da reta r 

para x = 0- *■ 2-0 +3y- 6 = 0 

3y = 6 => y = 2 

portanto P(0, 2). 

Cótculo da distancia de P{0,2) a Cs) 4x + óy + 7 = 0 
_ |4 • 0 + ó • 2 + 7| _ 19 
d fFTó? 752 

. = J9_ _ J9_ . 752 _ 19752 = 19 - 2713 __ 19 • 713 

752 752 752 52 52 " 26 


Propostos 

1353 Determine a distóncia entre o ponto P e a 
reta r t nos casos abaixo: 

a) P(3,1), (r) 3x - 4y + 5 = 0 

b) PC2, -2), (r) 3x - 2y + 1 = 0 

c) PCO, 0), (r) 5x + 2y - 7 = 0 

d) PC2,3), (r) 2x + y - 7 = 0 

1354 Calcule a altura, re!ativa ao vertice A, do 
triSngulo ABC, cuja base e formada pelos 
vćrtices BtC, nos seguintes casos: 

a) A(-5, -5), BCO, -3)eCC-4, 0) 

b) AC1,2), B(ó, 2) e C(5, 5) 

1355 Obtenha a distancia entre as retas parale¬ 
las r e S: 

a) Cr)óx + 4y- 11 = 0e(s)3x + 2y + 4 = 0 

b) CO -x + y + 1 = 0 e Cs) x - y + 4 = 0 


1357 


CPUC-SP) Qual a distóncia da origem a reta 
de equaęao 3x - 4y = 10? 

a) 72 c) Tio e) 2 


w T 


d) 1 


(PUC-SP) A distancia do ponto PCI, 1) ż reta 

= 2- t 
+ t 


de equaęóes parametricas 


a) A 

a) 2 

b) 2 


c) 


72 


■ —^ ^ • f 

fx = 2 

\y = i 


Ć: 




_i\ 72 
d) “ 



(UFPR) A distSncia entre as retas paralelas 
4x-3y-4=0e4x-3y-14 = 0 e 
igual a: 

a) 2 c) 5 e) 18 

b) 4 d) 10 

(UFPA) Os pontos pertencentes a reta 
x - 1 = 0, e que distam 3 unidades da 
reta 3x - 4y + 1 =0 sao: 

a) Cl, 2) eCl, -3) 

C) ci, -3) e Cl, -2) 

e) Cl, 2) e (1, 3) 


(EFEl-MG) Ache a distancia entre as retas 


fx= -2 +1 


Cr) x + 2y + 3 = 0 e Cs) 



a) 75 d) 572 

b) 5 e) n.d.a. 

c) 275 


CUnesp) Sejam Az B pontos distintos da 
reta de equaęao x = —3, que distam 
duas unidades da reta de equaęao 
x-2y+3 = 0.0 produto das ordenadas 
de A z B z-. 


a) -5 

b) -75 


e) 5 


Reta 
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Area de um triangulo 

A area de um triangulo ABC, cujos vertices sao os pontos A(x a , y A ), B(x ]4 , y„) e 
C(x c ,y c ), pode ser calculada da seguinte forma: 


Area = i 


D 


onde D = 


x A y A 1 
x B y« 1 
x c y c 1 



ExempIo: 

A area do triangulo ABC, dados A(2, 1), B(3, 2) e C(4, 0), e determinada 
substituindo as coordenadas dos vertices A, B e C no determinantę. 



X A YA 1 


2 1 1 

Area = i 

x » y B 1 

X c Yc 1 

1 

2 

3 2 1 

4 0 1 


Calculando o determinantę: 



D 




3 

2 


1,5 (unidades de area) 


Area =1,5 (unidades de area) 


Reta 



Geometria analItica 



























Resolvidos 


i Dados os vćrtices A(1, y A ), B(2, -1) e C(4,1), determinar a ordenada y A do vćrtice A de um 
triSngulo, cuja śrea vale 4 unidades de órea. 

Substituindo as coordenadas dos vertices, temos: 


Area = j 


X A 

Ya 1 

1 

2 

1 

Ya 

1 

x 8 

Yb 1 

2 

-1 

1 

x c 

Yc 1 


4 

1 

1 


Resolvendo o determinantę: 



D - 2y + 4 


Considerando o vaior da śrea igual a 4, temos: 


1 

Area = -z- 
£ 


2y A + 4 


*,4 = 1 

4 2 


2y. + 4 


=> 4 = |y A + 2 


Na expre$sao (y + 2), devemos considerar os vaiores positivo e negativo. Entao: 


4 = ± (y A + 2) 


4 = y A + 2 
^ 4 ^ -v - 


y*-s 


Va = 2 


y A =-6 


A(1, 2) 
ou 

AC1, -6) 


Observando a representaęao grśfica, perce- 
bemos que o vertice A pode pertencer ao 
1 B o u 4° quadrantes e a area permanecer com 
4 unidades de area. 
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2 (Mack-SP) A śrea do triSngulo determinada pela reta y = x, x = 4 e x + y - 2 = 0 t. 
a) 4 b) 6 Xc) 9 d) 12 e) 16 


Os vertices dos trianguios sśo obtldos pela intersecęao das retas. 

• Chamamos de vertice A a intersecęao entre: 
x = 4 
y = x 

Resolvendo o sistema, temos A(4, 4). 

• Chamamos de vćrtice B a intersecęao entre: 
x = 4 

x + y - 2 = 0- - y — -2 

Resolvendo o sistema, temos 8(4, -2). 

• Chamamos de vćrtice C a intersecęao entre: 
y = x 

x + y — 2 = 0 - -*■ x = 1 e y - 1 

Resoivendo o sistema, temos C(1,1). 

Portanto, a area do triśngulo e dada por : 



4 

4 

1 1 

4 

- 2 

1 

1 

1 

1 



Area = 9 (unidades de śrea) 


Propostos 

1362 Determine a area dos trianguios cujos vźr- 
tices t£m as seguintes coordenadas; 

a) A(1, 2), B(0, 1) e C(4, 5) 

b) D(4, 3), E(0, 7) e F(2, 1) 

C) G(3, ~3), H(2, -1)e 1(2, 2) 
d) J(2, -3), L(1, 2) e M(4, 2) 

1363 Determine a ordenada y A de urn dos vćrti- 
ces do triśnguto ABC cuja śrea vale 8 uni¬ 
dades de śrea e os vćrtices sao A(1, y A ), 
8(2,0) e C(3, 4). 

1364 Dados os vźrtices A(8, 3), B(x b , 7) e 
C(2,1), determine a abscissa x B de urn dos 
vśrtices desse triSngulo cuja śrea vale 
32 unidades de area. 

1365 (UFPA) A śrea de urn triSngulo ź 12. Dois de 
seus v£rtices sao (—1, -2) e (2, 3). Saben- 
do-se que o terceiro vśrtice estó sobre reta 
2x + y = 2, suas coordenadas podem sen 

Reta 



1366 (UFRGS) O ponto A de intersecęao das re¬ 
tas x-y-4 = 0ex+y + 2 = 0e os 
pontos B e C de intersecęao das mesmas 
retas com o eixo dos x sSo vźrłices do 
triśngulo ABC de śrea; 

a) 1 b) 6 c) 9 d) 12 e) 18 

1367 (FGV-SP) A śrea do paralelogramo defini- 
do pelas retas y-2x = 0,y-2x-2 = 0, 
x = 0ex = 2ó: 

a) 2 b) 4 c) 16 d) 1 e) 8 

1368 (UFMT) As retas de equaęóes y = 2x, 

y = 4 e x *■ 4 determinam urn triSngulo 
cuja śrea Ł 

a) 8 b) 10 c) 12 d) 16 e) 18 
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e) 18 


{UFU-MG) Considerando o gra fi co abaixo, 
podemos afirmar quc a ćrea do A ABC (tri- 
Sngulo ABC)ć: 


c) 12 


d) 13 




1370 


1371 


(UFMG) A śrea de um quadrado que tern 
A = (4, 8) e B = (-2, 2) como vćrtices 
opostos Ć: 

a) 36 d) 16 

b) 20 e) 12 

c) 18 


(Fuvest-SP) Uma reta de coeficiente angular 
m < 0 passa pelo ponto P = (1,2), 

a) Escreva a equaę8o da reta para m = -1. 

b) Caicule m de modo que a reta formę 
com os eixos um triangulo de 6rea 4. 


3. Circunferencia 

Eąuaęao reduzida da circunferencia 

Considerando uma circunferencia X, de raio r e centro C(x c ,y c ) num piano a, 
podemos obter a sua eąuaęao reduzida. 



Se um ponto ąualąuer P(x,y) pertencer a circunferencia, entao: 

^pc — r 

i/(* - x c) 2 + (y “ y c) 2 = r 


(x — x c ) 2 + (y — y c ) 2 = r 2 , onde x c e y c sao as coordenadas 
do centro e r G R* e a medida do raio. 


► Com “circunferencia de raio r” ąueremos dizer "circunferencia com raios de 
medida r”. 
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Exempio: 

f 

A equaęao reduzida da circunferencia que tem raio r = 2 e centro C ^-1, —J 

e obtida substituindo o valor de r e as coordenadas de centro C na equaęao 
reduzida: 

(x - x c ) 2 + (y - y c ) 2 = r 2 


(x + l) 2 + 
(x + l) 2 + 



E 


Resolvidos 

1 Calcular o raio e o centro da circunferencia, cuja equaęao reduzida t. 
CW(x-3) fi +(y+1) ! = 4 

Comparando as equaęoes (x,'- x2> 2 + (yj— y^) s 

(xi r _3.) ! + (y[+J) s =(4*j 
temos: X,. = 3,- y c = — 1 e r s = 4 => r = 2 
portanto, r - 2 e C(3, -1) 


2 Determinar a equaęao reduzida da circunferencia 
que tem o centro sobre a origem e raio igual a: 

a) r 

b) 6 

a) O centro esta sobre a origem C(0,0) e o raio e r, entao: 
(x - x c ) 9 + (y - y c ) s = r 5 

(x - 0) s + Cy - 0) E = r 9 
x s + y® = r 2 

b) O centro 1 0(0,0) e o raio r = 6, portanto: 

(x - x<0 e + (y - y c f = r E 

(x - O) 2 + (y - O) 9 = 6 2 
x 2 + y 2 = 36 
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3 (Mack-SP) Sabendo que o segmento de extrerrndades P(2,8) e Q(4,0) ćdiametro de uma circun- 
ferćncia, determinar a equaęao dessa circunferencia. 

Se um diametro da circunferencia tem extremidades em Pe Q, o ponto medio de PQ representa 
o centro C(x c , y c ) da circunferencia. 

_ + x q _ 2 + 4 _ _ 

x c o o J 

[ C(3, 4) 

y P + y 0 8 + o 

y c - 2 9 - 4 

O raio t obtido peio cślculo da distSncia entre o centro C(3, 4) e um dos extremos 

P(2,8). 

r = V(*p " x c) 9 + (Yp ~-yc) 2 => r = ^(2 - 3) s + (8 - 4) 8 => r = 717 
Substituindo os valores de C(3,4) e o raio r = n/ 17 na equaęao reduzida da circunferencia, temos: 
(x - x c f + (y - y c )® = r® =* <x - 3)® + (y - 4)® = (St7f=> (x - 3)® + (y - 4)® = 17 


Propostos 

1378 Determine a equeęlo reduzida da circun¬ 
ferencia que tem raio re centro C, em cada 

C3SO; 

a) r = 3 e C(3, 3) 

b) r-1 eC(1, 1} 

c) r-1 eCC-3, -2) 

d) r= 3 e C(1, 2) 

e) r = 3 e C(0, 0) 

0 r_ 1 « c (ł-l) 

1373 Calcule o raio e o centro das circunfergncias 
com as seguintes equaędes reduzidas: 

a) (x + 2) s + (y + 2)® = 25 

b) (x - 3)* + (y + 1)® = 9 

c) (x - 1)® + Cy + 2) e = 9 

d) (x + 3)® + (y + 2) fi - 1 

e) (x - 2) a + (y + 2) e = 75 

f) (x+1) i + (y-2)® = 4 

g) x® + y® = 16 

h) x® + y* = 25 

1374 Determine o ponto em que a drcunferźn- 
cia (X) (x + 2)® + Cy - 2)® = 4 intercepta o 
eixo Oy. 


1375 Determine o ponto em que a circunferźn- 
cia (X) (x + 2)® + (y - 4)® = 25 intercepta 
o eixo Ox. 

1376 (Unifor-CE) O centro e o raio de uma 
circunferencia de equaęSo 

(x - 2)® + (y - 3)® = 4 sśo, respectiva- 
mente: 

a) (4,9) e 2 

b) (-2, -3)e2 

c) (2, 3) e 4 

d) (-2, -3)e 4 

e) (2, 3} e 2 

1377 (PUC-RS) O ponto P(-3, b) peitence ś cir- 
cunferźncia de centro C(0, 3) e rato r = 5. 
Quais os valores de b? 

a) -14e 20 d)-7el 

b) -20 e 14 e)7«-1 

c) 8e2 

(Mack-SP) A equaęao da circunferencia de 
centro no ponto mćdio do segmento de 
extremosA(-1,8)eB(7, -2) e raio 5 6; 

a) (x - 3) s + (y - 3) s = 25 

b) (x - 4)® + <y - 5)® = 25 

c) (x - 3)® + (y - 3)® = 5 

d) (x - 4)® + Cy - 5? = 5 

e) (x + 3)® + (y + 3) = 25 
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(UFBA) Sendo M(-5,0) e N(1,0), a eąua¬ 
ęao da circunferencia abaixo t-. 



a) (x + 2) s + y* = 9 

b) £x - 2? + y® = 9 

c) x + Cy - 2) ! = 9 

d) <x - 2) s + / = 4 

e) x ! + y® = 4 


1380 


1381 


(FEI-SP) Encontre a eąuaęao da circunfęrgn- 
ci a que passa pelo ponto A(1,1) com cen¬ 
tro C(2,1). 

CUFES) A circunferźncia que passa pelos 
pontos (5, 3), (6, 2) e (3, ~1) tem centro e 
raio, respectivamente: 

a) (1, 4) e 5 

b) (4, -1)e ^5 

c) (1, 4) eV5 

d) (4,1) e 5 

e) (4,1)6^ 

(UFMG) Determine a eąuaęao da circunfe- 
rźncia na qual os pontos A = ( 2 , --/S) e 
B = (o, -J3) saodiametralmenteopostos. 


Eąuaęao geral da circunferencia 

A partir da eąuaęao reduzida de uma circunferencia X, de raio r e centro C(x c ,y c ), 
podemos chegar a eąuaęao geral da circunferencia. Veja: 

(x - x c ) 2 + (y - y c ) 2 = r 2 

x 2 — 2xx c + x 2 + y 2 — 2yy c + y 2 - r 2 — 0 

x 2 + y 2 - 2x t Jt - 2y c y + (x 2 + y 2 - r 2 ) = 0 

'-^- • 

F 

Na eąuaęao geral da circunferencia: 

• o termo independente e F = x 2 4- y 2 — r 2 

• o raio er = 7 x c + Yc ~~ F*s en dor > 0 

• a eąuaęao geral da circunferencia e do 2 a grau em^eemy 

• os coeficientes de x 2 e y 2 sao iguais e diferentes de zero 

• nao apresenta o termo xy, isto e, podemos considerar que o seu coeficiente e zero 

Exemplos: 

a) x 2 + y 2 + 4x — 2-J2 y — 19 = 0 representa a circunferencia de centro 
C(-2, a/ 2) e raio 5 

b) x 2 + y 2 - 10x - 96 = 0 representa a circunferencia de centro C(5 t 0) e 
raio 11 
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Resolvido 

1 Calcular o raio re o centro da circunfergncia, cuja equeęao geral ć: 

a) x 2 + /- 2x - 2y + 1 = 0 b) 2x 3 + 2y® - 4x + 12y - 24 = 0 


a) Comparando as eguaęóes, temos: 


x 3 + y 3 ;- 2x c :x;- 2y,:yi+ F;= 0 
x 2 + y 2 ;- 2jx f- 2y {+ 1f= 0 

-2x c = -2 => Xj = 1 
logo: ] ~£y c - -2 => y c - 1 
F — 1 


r = 44 + n - f 


b) Di^idindo a eąuaęao por dois, temos: 
x 2 + y 2 - 2x + 6y - 12 = 0. 

Comparando as equaęóes: 


x ! + y 2 ;- 2x^xj- Śy£syj+ F:= 0 

X 2 + y®i- 2p<!+ ójy r 121 = 0 
* >***,' * 


logo: 


-2x c - -2 => Xc = 1 
-2y c = 6=>y c = -3 
F = -12 


r = Vl* + I 2 - 1 

r = 1 

concluindo: r = 1 eC(1,1) 


r = 44 + V? ~ F 
r - Vl 2 + (~3) 2 - (-12) 

r = VI + 9 + 12 => r = ^22 

portanto, r = >/22 e C = (1, -3) 


p 

'ropostos 

1386 

1383 

Determine, se existir, o raio e o centro da 
circunferSncia, em cada caso; 

a) x 2 + y®-x-y+1=0 

b) x 2 + y 3 + 2x-y-~ = 0 

c) 3x 2 + 3y® — 9 = 0 

d) 2x 2 + 2y® + 8y = 0 

e) 2x 2 + 2y® + 8x + 8y + 16 = 0 



f) 3x B + 3/ - 18x - 18y + 27 = 0 

1387 

1384 

ldentifique se as equaębes a seguir repre- 



sentam urna circunfergnda. Em caso positi- 



vo, d£ o raio e o centro de cada uma. 



a) x® + y® - 2x - 2y = 0 



b) x 2 + y® - 8x - 8y + 24 = 0 

’ 


c) 3x 2 + 3y® - xy + 1 =0 



d) x 2 + y® - 8x - 6y + 15 = 0 


1385 

(PUC-RJ) O centro da circunferfincia de 



equaę3o x 2 + y® + 16x - 4y + 12 = 0 ć o 



ponto de coordenadas: 



a) (-8, 2) c) (8, —2) e) (4, -1) 



b) (-16, 4) d) (16, -4) 



Se o ponto (a, b) t o centro da circunferźn- 
cia de equaę3o x 2 + y® + 3x - 4y + 2 = 0, 
o ponto (a, -b) pertence ao: 

a) primeiro quadrante 

b) segundo quadrante 

c) terceiro quadrante 

d) eixodasabscissas 

e) eixo das ordenadas 


(UFPR) Em coordenadas cartesianas ortogo- 
nais, a equaęSo: 2x® + 2y® - 4x + 2y = 0 
representa, no piano, urna circunferćncia 
de: 


a) centro no ponto (-2,1) e raio = *^5 

b) centro no ponto ^-1, gj e raio = V5 

c) centro no ponto (2,1)e raio = 5 

d) centro no ponto (2, -1) e raio = —p 

e) centro no ponto fi, — gj e raio = ~ 


f 1 ^ 


j 
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(ITA-SP) No sistema de coordenadas cartesi- 
anas ortogonais, a equaęao 
x ! + y 5 = ax + by, onde a e bslo numeros 
reais nSo-nulos, representa a seguinte 
curva: 


a) 


circunferencia de raio 


fi 2 


b) circunferencia de raio Va s + b s 

c) circunferencia de raio - a ^ - 

d) parabola de vźrtice no ponto (a, b) 

e) elipse com semi-eixos de comprimen- 


(FGV-SP) A equaę5o da circunferencia que 
passa pelos pontos (3,3) e (-1, 3) e cujo 
centro estó no eixo das abscissas ź. 

a) x e + y® = 1 

b) x® + y® + 4x = 46 

c) (x - 1)® + y® = 25 

d) x s + y® - 2y = 10 

e) x s + y® - 2x = 12 



(Cescem-5P) O raio da circunferencia 
x s + y®-4x + óy-3 = 0ć igual a: 

a) 2 

b) V3 
0 3 

d) 4 

e) 16 


(UFPA) O maior valor inteiro de p para que 
a equaęao x® + y® - 6x + 4y + p = 0 re- 
presente uma circunferencia ź: 

a) 8 

b) 10 

c) 11 

d) 12 

e) 15 

(UA) A circunferencia 
x* + y® + 5x + 4y + a = 0 determina no 
eixo Ox uma corda de comprimento 3. Cal- 
cule 6: 

a) 4 0 2 


PosięÓes do ponto ent relaędo d circunferencia 

Em relaęao a uma circunferencia X de centro C(x c ,y c ) e raio r, um ponto F(x,y) 
pode ser externo, interno ou pertencer a circunferencia. 

Para identificar cada uma dessas posięoes, basta substituir as coordenadas do 
ponto P no 1“ membro da eąuaęao geral da circunferencia, que corresponde a ex- 
pressao (d 2 — r 2 ), onde de a distancia de P ao centro. Obtem-se, assim, um vaior 
numerico n, onde verifica-se uma das seguintes situaęoes: 

* 

1* situaęao Se n > 0, entao o ponto P e externo a circunferencia, pois n > 0 
equivale a d 2 — r 2 > 0 ou d 2 > r 2 ou, ainda, a d > r. 
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2 a situaęao 


Se n = 0, entao o ponto P pertence a circunferencia, pois n = 0 
equivale a d 2 - r 2 = 0 ou a d 2 = r 2 ou, ainda, a ci — r. 



3 a situaęao 


Se n < 0, entao o ponto P e interno a circunferencia, pois n < 0 
equivale a d 2 - r < 0 ou a d 2 < r 2 ou, ainda, a d < r. 



Exemplos: 

Identificamos a posięao do ponto P em relaęao a circunferencia X nos ca- 
sos: 

a) P(2, 0) e ( X ) (x + 2) 2 + (y - 5) 2 = 25 

(x + 2) 2 + (y - 5) 2 = 25 
(x + 2) 2 + (y - 5) 2 - 25 = 0 

* -■ a i ^ -- ł 

d 2 -^ 

n = (2 + 2) 2 + (0 “ 5) 2 - 25 

n = 4 2 + (—5) 2 - 25 
n = 16+ 25 - 25 
n = 16 

Como n > 0, concluimos que P e externo a circunferencia X. 
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b) P(3, 5) c (X) (x - 2? + (y - 7) 2 = 36 

(x - 2? + (y - 7) 2 = 3 6 
(x - 2) 2 + (y - 7) 2 - 36 = O 

'-V-' 

d 2 -^ 

n = (3 - 2) 2 + (5 - 7) 2 - 36 
n = (l) 2 + (2) 2 - 36 
n = 1 + 4 - 36 
n = -31 

Como n < 0, concluimos que P e interno a circunferencia X. 

c) P<1, -1) e(X) (x - l) 2 + (y - 2) 2 = 9 

(x - l) 2 + (y - 2) 2 - 9 
(x - l) 2 + (y - 2) 2 - 9 = 0 

'-v- * 

d 2 -^ 

n = (1 - l) 2 + (-1 - 2) 2 - 9 
n = (O) 2 + (-3) 2 - 9 
n = 0 + 9 - 9 
n — 0 

Concluimos que P pertence a circunferencia X. 





<z 


Resolvido 


Representer graficamente no piano as seguintes desigualdades: 

a) (x - 4) s + (y - 4) s > 9 c) x® + y® < 49 

b) x* + y® + 2x + 4y 2 * -1 d) x* + y* + 4y 0 


a) (x - 4) ! + (y - 4)® > 9 => (x - 4)® + (y - 4)® - 9 > 0 

- —V - J 

d s ~ r® > 0 

(condięao de ponto externo a 
uma circunferencia) 

Consideramos a igualdade (x - 4)® + (y - 4)® = 3® na 
qual identificamos a circunferencia X de raio r - 3 e o 
centro C(4, 4). Em seguida, após construir o grśfico, im- 
pornos a condięao da desigualdade, pintando apenas a 
regiao extema a X, 
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b) x® + y® + 2x + 4y > - 1 x 9 + y 9 + 2x + 4y + 1 ^ O 

Consideramos a igualdade x 9 + y 2 + 2x + 4y + 1 - 0 na 
qual identificamos a circunferencia X de raio r = 2 e o 
centro C(-1, -2), 

Entao, x® + y® + 2x + 4y + 1 0 nos da a condięao 

(d® - r® > 0) de pontos externos ou pertencentes a X. 

Em seguida, construlmos o grśfico e impomos a condięao 
da desiguaidade, pintando X e a regiao extema a ela. 



c) x® + y® < 49 => x 9 + y 9 - 49 < 0 

Consideramos a igualdade x 9 + y 9 = 7 2 na qual identifi¬ 
camos a circunferencia X de raio r = 7 e o centro C(0, 0). 

Entao, x ! + y 9 - 49 < 0 nos da a condięao (d 9 - r® < 0) 
de pontos intemos a X. Após constiuir o grśfico, impomos 
a condięao de desiguaidade, pintando apenas a regiao 
interna a X. 



d) x® + y® + 4y *£ 0 

Consideramos a igualdade x e + y® + 4y = 0 na qual identi¬ 
ficamos a circunferencia X de raio r = 2 e o centro CCC, -2). 

Entao, x ! + y® 4- 4y 0 nos da a condięao (d e - r® 0) 
de pontos internos ou pertencentes a X. Em seguida, cons- 
trufmos o grśfico e impomos a condięao da desigualda- 
de, pintando X e a regiao interna a ela. 
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1393 ldentifique, se poss(vel, a posięSo do ponto Pem relaęSo & circunferencia, nos seguintes casos: 

a) P(1,5) e (X) (x + 3) 9 + (y - 2)® = 25 

b) P(-2,1) e (X) (x - 3) a + (y - 4) s = 25 

c) PC—1,2)e(X)(x + 3) a + Cy + 6) a = 100 

d) P(3, —5) e (X)(x + 1J 8 + (y + 1) a = 49 

e) PC—3, -4)e (X) (x + 3) s + (y + 2) a = 1 

f) PC “2, -2) e (X) (x - 1)® + (y + 2) a = 9 

1394 Represente graficamente no piano as seguintes desigualdades: 

a) (x - 2) e + (y - 7) 9 >36 d) x 9 + y 9 16 


b) (x - 2) a + y 8 & 2 

c) (x + 1) s + (y - 1) a < 1 


e) 


'x s + (y + I) 8 < 1 
x® + y 8 s 1 
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A equaę3o de urna circunferźncia X £ x® + y® - 4x - 4y + 4 = 0. EntSo, o ponto A(1,2): 

a) ć o centro de X c) pertence b X 

b) ć interno b X e distinto do centro d) i externo A X 

(FEI-SP) O ponto (i, -/2) em relaęSo b circunferźncia x® + y® - 4x - 4y + 4 = 0: 

a) estó situado no centro 

b) ź interno b circunferencia e fora do centro 

c) esta situado na curva 

d) <t externo b circunferencia, mas esta na reta y - -»/2x 

e) n.d.a. 

(UGF-RJ) Qual deve ser o valor de Kde modo que o ponto P(1,0) pertenęa ao interior da circun¬ 
ferencia cuja equaęao źx e + y 8 -2x-2y-K = 0? 
a) K = -2 b) K> -1 c) K < 1 

(Mack-SP) A equaę3o do clrculo de centro C ź- 

a) x® + y® + 4y 0 

b) x® + 4x + y® 0 

c) x® - 4x + y® « 0 

d) x® + y® - 4y « 0 

e) n.d.a. 


d) K > 3 e) K = 5 



PosięÓes da reta em relaędo d circunferencia 

Em relaęao a uma circunferencia X de centro C(x c , y c ) e raio r, a reta (s) 
ax + by + c = 0 pode ser externa, tangente ou secante a circunferencia. 

Se um ponto P pertence a circunferencia X e a reta s, as suas coordenadas satis- 
fezem, ao mesmo tempo, as eąuaędes de X e s. Por isso, para identificar essas posięÓes, 
basta resolver o sistema formado pelas eąuaędes da circunferencia A, e da reta s. 
Isolamos o valor de x (ou dej) na eąuaęao da reta e o substituimos na eąuaęao da 
circunferencia. Obtemos uma eąuaęao do 2° gra u em y (ou em ar) e,a seguir, analisa- 
mos o sinal do seu discriminante A. 


Yejamos: 


ax + by + c = 0 

- x c ) 2 + (y - y c ) 2 = r 2 


• Se A < 0,entao o sistema nao tern soluęao real 
Temos que d^ > r, logo a reta e externa a circun¬ 
ferencia. 


A<0=>snA = 0 


• s 
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Se A — O, entao o sistema tem uma unica soluęao. 

Temos que d Cs = r, logo a reta e tangente a circunferencia. 


* 

A = o=>snX = {P} 



p 


s 


• Se A > 0, entao o sistema tem duas soluęÓes. 

Temos que d Cs < r,logo a reta e secante a circunferencia. 


* 

A>0=>sflX = {P p P 2 } 





Exemplos: 

Observe alguns casos em que identificamos a posięao da reta s em relaęao a 
circunferencia X. 

a) (s) x + y + 6 = 0 e (X) x 2 + y 2 + 2x — 6y — 22 = 0 
Desenvolvendo o sistema formado pelas equaęoes: 

|x + y + 6=0=>x=-6-y 
lx 2 + y 2 + 2x — 6y — 22 = 0 

Substituindo x = -6 - y na equaęao da circunferencia: 

(—6 — y) 2 + y 2 + 2(—6 - y) — 6y — 22 = 0 
36 + 12y + y 2 + y 2 - 12 - 2y - 6y - 22 = 0 
2f + 4y + 2 = 0 

A = b 2 - 4ac = 4 2 “ 4 ■ 2 • 2 = 0 



~ b± ^ - => y 
2a 1 


—4 ± Vo 

2 • 2 




Concluindo, como A = 0, o sistema tem uma unica soluęao, portanto a 
reta s e tangente a circunferencia no ponto P(—5, — 1). 
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b) (s) 2x - y — 2 - O e (X) x 2 + y 2 + 2x - 4y - O 
DesenvoIvcndo o sistema formado pelas eąuaęoes: 

|2x — y—2 = 0=*y = 2x — 2 
|x 2 + y 2 + 2x - 4y = 0 

Substltuindo y = 2x - 2 na eąuaęao da circunferencia: 

x 2 + (2x - 2) 2 + 2x - 4(2x - 2) = 0 
x 2 4* 4x 2 - 8x + 4 + 2x - 8x + 8 = 0 
5x 2 - I4x +12 = 0 
A = (-14) 2 “4-5-12 
A = 196 - 240 
A = “44 
A < 0 

Concluindo, como A < 0, o sistema nao tem soluęao real, a reta 5 e exter- 
na a circunferencia. 


c) (s) x + y + 1 = 0 e (X) x 2 + y 2 + 2x + 2y + 1 = 0 
Resolvendo o sistema formado pelas equaęóes: 

Jx + y+ l= 0=»x=-y-l 
|x 2 + y 2 + 2x + 2y+l=0 

Substituindo x = —y — 1 na eąuaęao da circunferencia: 
(_ y - i)2 + f + 2(-y - 1) + 2y + 1 = 0 
y 2 + 2y+l+y 2 — 2y“2 + 2y+l = 0 
2f + 2y = 0 

A = b 2 - 4ac = 2 2 “ 4 • 2 • 0 = 4 



-b ± >/A 

2a 


_ -2 ± V4 
2-2 



Concluindo, como A > 0, o sistema tem duas soluęoes.portanto a retas e 
secante a circunferencia nos pontos Pj(-1,0) e P 2 (0, -1). 
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Resolvidos 

1 (Cesgranrio) A reta do piano XOX que passa peta origem O e ź tangente ś drcunferfinda 

(x - 2) 5 + Cy - 2)* = 8, 6 

a) y = x d) y = 0 

xb) y = -x e) y = -2x 

c) x = 0 

Inicialmente, verificamos se o ponto 0(0,0) pertence a cir- 
cunferćncia: 

(x - 2 f + (y - 2) ! = 8 
(O - 2) ! + (O - 2) a - 8 = O 

Como o resultado e igual a zero, o ponto O pertence b cir- 
cunferenaa, portanto, existe uma unica reta tangente a essa 
circunferencia, passando por O. 

Calculamos o coefidente angular m co da reta ĆÓ: 

m 2-0 „ 

m eo 2_o 1 

Depois, calculamos o coefidente angular m r da reta rCperpendicular a reta CO); 


Aequaęao da reta r, passando pelo ponto 0(0, 0) e com coefidente angular m, = -1, <t dada 
por: 

CO: (y - y 0 ) = m f (x - Xq) 

CD: (y - 0) = -1(x - 0) 

y = -x 

2 Determinar a equaę3o da reta ou retas que passam pelo ponto P(6,0) e s3o tangentes h circunfe- 
rgncia (X): (x - I) 8 + y 8 = 5. 

Primeiro precisamos verificar se o ponto P(6, 0) pertence b circunferencia (A.): 

(x - I) 8 + y 8 “ 5 
(6 - 1 ) ! + 0 ! - 5 « 0 
20 >0 

Como o resultado e maior do que zero, o 
ponto Pt externo & circunferSncia, portanto, 
existem duas retas s, e s 2 tangentes a circun- 
ferencia passando por A 

Se considerarmos que as retas s, e s 2 passam 
pelo ponto P(6,0) e tźm m como coefiden¬ 
te angular, obtemos a seguinte equaę§0: 

(y “ y P ) = m(x - Xp) 

(y - 0) = m(x - ó) 
y = mx - óm ou mx - y - 6m «= 0 
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Como as retas s, e s 2 s3o tangentes a circunferencia, podemos deduzir que a distancia entre eias 
e o centro d Cs e igual ao raio, logo: 

_ faxę + by c + c] 

Va 8 + b® 


r = d Ci = 


rz [m ■ 1 - 0 - 6m| 

T^ThT 

(V5m 2 + 5 f = (—Sm) 
5m® + 5 « 25m® 

20m® - 5 

20 4 


1 

m = 2 


m 


m = ~g 


1 


Considerando m = , teremos a reta s,: 
mx - y - 6m = 0 

l x _ y _ 6-1 = 0 

x - 2/ - 6 = 0 

i 

Considerando m = -g, teremos a reta s 8 : 
mx - y - 6m = 0 
-lx-y-6-(-l) = 0 
x + 2y + 6 = 0 


Propostos 

1399 ldentifique a posięao da reta sem relaęao a 
circunferencia X, em cada caso: 

a) (s) x - y + 3 = 0 

<A.)x® + y 2 + 4x-6y + 11 =0 

b) (s) x - y - 2 = 0 

(A.)x® + y £ -8x + 4y+ 18 = 0 

c) (S)x — y - 2 = 0 

(A.) x® + y® - 10x + 2y + 18 = 0 

d) (s) 2x - y - 3 = 0 

(A.) x® + y® - 3x + 2y - 3 = 0 

e) (s) x — y + 1 = 0 

(A.)x® + y® - lOy + 15 = 0 

f) (s) 4x - 7y - 28 = 0 
(A,) x® + y® - 2x - 4 = 0 


1400 (Mack-SP) Uma reta que passa pelo ponto 
P(2,3) e e tangente t circunferencia de cen¬ 
tro C(0,0) e raio 2, pode ser: 

a) y = 3 d) y = -2x 

b) x = 2 e) x = 3 

c) y = 2x 

* 

1401 (AMAN-RJ) A equaęao da reta tangente a 
circunferencia de centro (-2,1) no ponto 
(-3, 3)4* 

a) x - 2y + 9 = 0 d)2x + y-1=0 

b) x + 2y-9 = 0 e)2x + y- 9 = 0 

c) 2x + y + 1 = 0 

1402 (F. Oswaldo Cruz-SP) Determine b de for¬ 
ma que a reta de equaęao y - 2x - b = 0 
seja tangente a circunferencia de equaęao 
x® + y® — 1 =0. 



Gkcumferćnga 


Geometria anaUtiCa 







1403 (UFCE) Dacia a circunferencia x 9 + y 9 = 8, e 
sendo a reta y = ax + b tangente a essa 
circunferencia no ponto (2,2), cólcule o va- 
lor de a + b. 


1404 


1405 


(UFES) Dado o ponto/>(2, -1), o compri- 
mento da corda AS da circunferencia 
x « + y* - 8* + 2y + 13 = 0, paralela a reta 
x + y - 10 = 0, Ć: 

a) V2 d) 2 + 

b) 2 e) 2 - >/2 

c) 2^2 

(UFBA) A intersecęao da reta 
y + x - 1 =0 com a circunferencia 
x 9 + y 9 + 2x + 2y - 3 = 0, determina urna 
corda cujo comprimento Ł-. 

a) 3>/2 c) 2>/2 e) 0 

b) 2V3 d) </8 

(UFJF-MG) A corda determinada pelo eixo 
das abscissas sobre a circunferencia de 
equaęao x ! +y a_ 5x — 7y + 6 = 0 tem 
como medida; 

a) 1 u.c. d) 9 u.c. 

b) 3 u.c. e) 18 u.c. 

c) 5 u.c. 


1407 (PUC-SP) A circunferencia com centro na ori- 
gem e tangente a reta 3x + 4y = 10 tem 
equaęao; 

a) x 9 + y 9 = 1 d) x 9 + / = 4 

b) x ! + y 9 = 2 e) x 9 + y 9 = 5 

c) x ! + y 9 = 3 


1408 (PUC-RS) A equaęao da circunferencia de 
centro em C(-2, k) e tangente ao eixo das 
ordenadas £■ 

a) x ! + y 9 - 4x + 2ky + k e = 0 

b) x 9 + y 9 + 4x - 2ky + k 9 = 0 

c) x ! + y 9 - 2ky + k 9 = 0 

d) x 9 + y 9 - 2ky - k 9 = 0 

e) x 9 + y 9 - k 9 = 0 

1409 (Osec-SP) A equaęao da circunferencia que 
passa por A(ó, 0) e ć tangente h reta 
x + y = 0 na origem Ł 

a) (x - 3) 9 + (y + 3) 9 = 18 

b) (x + 3) 9 + (y - 3) 9 = 18 

c) (x-3) 9 + (y-3) 9 = 18 

d) (x + 3) 9 + (y + 3) 9 = 18 

e) nenhuma das anteriores £ correta 

1410 (Fuvest-SP) Seja M^(8,1) o ponto medio 
de urna corda AB da circunferencia 
X ! + y2 _ 4 X + 2y - 45 = 0. Determine os 
pontos da circunferencia onde as retas tan- 
gentes sao paralelas t reta AB. 


1411 


(Fuvest-$P) Uma reta passa pelo ponto 
P = (3,1) e £ tangente a circunferśncia de 
centro C = (1,1) e raio 1 num ponto T. En- 
tao a medida do segmento PT £■. 

a ) c) VS e) V7 

b) 2 d) V6 
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Ficha-Resumo 

r Ponto - 


\ 


Piano cartesiano 


Distancia entre dois pontos 


i 

p(x, y) 

iY 

*< X 

V A 
o o 

P(x, y) 

-- 

x > 0 

y >0 i : 

i —- 

i O 

t 

x < 0 

i 

! y < o 

x > o ! 


y < 0 * 

_ _ _ _ 

p(x t y) 

/ t 

i 

P(x, y)* 


Ponto medio 



Alinhamento de tr£$ pontos 



A(x a , y A ) 

b < x b> y B ) D = 
C(x c , y c ) 


x a 1 
*B >B 1 


x c y c 1 


• Se D = 0 

A, B e C sao colineares. 


* Se D * 0 

A,BeC formam urn triangulo. 




J 
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Equaęao geral 


Eąuaęao segmentaria 



Coeficiente angular 


Equaęao reduzida 



■- 

y = mx + n 


coeficiente angular m = — ^ 

c 

coeficiente linear n = — — * 

b 


m = tga = 


Ax x B 
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Equaęao da rcta, conhecidos 
um ponto e a direęSo 

a reta nao ć vertical 


Eąuaęoes parametricas 


y - y A = m<x - x A ) 


a reta e vertical 



[x = f(t) 

jy = g(0 

sao eąuaęoes parametricas de uma reta 
s onde f(t) e g(t> expressam leis de fun- 
ęóes do primeiro grau 


Posięao relativa de duas retas 
no piano 

r: y = m r x + n r 
s: y = m,x + n 

•res p arak las 




'rej perpendiculares 



Angulos entre duas retas 

Considerando rej, retas nao verticais, 
concorrentes mas nao-perpendlculares 
entre si 



tg9 > 0 => 0 e amedida do 
angulo agudo 

tg9<0 => 0 e a medida do 
angulo obtuso 

Caso r seja vertical, entao tg 0 = -r^r- 

|m } | 

* 


Distancia do ponto a reta 

j r: ax + by + c = 0 

lP(Wó> 



Area do trfóngulo 


'- 

Area = y | D | 

f 


J 
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f Circunferencia • 

Eąuaęao reduzida 

J raio r 

|centro(x c ,y c ) 


Eąuaęao geral 


(x - xf + (y - y^ 2 = r 2 




x 2 + y 2 - 2x c x ~ 2y r y + (x 2 + y 2 - r 2 ) = 0 


Posięoes do ponto P em relaęSo 
a circunferencia X 


n > 0 => P e externo a X 


n = 0 => P pertence a X 


n <0 


P e interno a X 


onde n = Xp + yp - 2x c x p - 2y c y p + 
+ (x^ + y 2 - r 2 ) 


Posięoes da reta s em relaęSo 
a circunferencia X 

• reta externa a circunferencia 

'- 

A < 0 => s n X = 0 
-■ 

• reta tangente a circunferencia 

■- 

A = 0 => s n X = {P} 

J 

• reta secante a circunferencia 
A > 0 => snX={P 1 ,P J } 






Complementares 

1412 Determine a distSncia erttre os pontos 
A(3, 0) e B(-3, 8). 


1415 ldentifique se os pontos A(8, i), B(2, 2) e 
C fi, |j saovćrtices de um triSngulo. 


1413 Calcule o perfmetro de um triśngulo for- 
mado pelos vźrtices A(1, 1), B(3, -2) e 
CCS, 0). 

1414 Os pontos A(-3, 3), B(5,2) e C(7,10) sao 
vćrtices de um triśngulo. Determine o pon¬ 
to mćdio M do lado BC e o comprimento 
da mediana AM. 


1416 Os pontos A, 8(1,2) e C(2,3) pertencem a 
uma mesma reta. Determine a ordenada de 
A, sabendo que esse ponto estó sobre o 
eixo Oy. 

1417 Determine o valor de m para que o ponto 
KI, m +3) pertenęa a reta (r) 

3x + 4y - 12 * 0. 
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1418 Determine a equaęSo da reta que contćm 
os pontos A(2, -3) e B(5, -1). 


1427 (USJT-SP) Qual ć a area do triSngulo de v£r- 
tices A(1; -2), B(2; 1) e C(3 ; 0)? 


1419 Determine a equaęao reduzida da reta rcuja 
equaęao geral ć4x + 3y - 12 = 0. 

1420 Determine a posięao relativa entre as retas 
x + 2y + 4 = 0e2x-y-1 =0. 

1421 (FAAP-SP) Ache a equaęao da reta rq ue t 
paralela a reta (s) 3x - 2y + 1 = 0 e que 
passa pelo ponto A(-2, 5). 

1422 (Mapofei-SP) Determine a intersecęao das 
retas x + 2y = 3e2x + 3y = 5 

1423 (Unicamp) Os ciclistas Az B partem do 
ponto P(-1, 1) no mesmo instante e com 
velocidades de módulos constantes. O ci¬ 
elista A segue a trajetória descrita pela 
equaęao 4y~3x-7 = 0eo cielista 8, a 
trajetória descrita pela equaęao 

x s + y s_ 6x-8y = 0.As trajetórias estao 
no mesmo piano e a unidade de medida 
de comprimento ć o km. Pergunta-se: 

a) Quais as coordenadas do ponto Q, dis- 
tinto de P, onde haveró cruzamento das 
duas trajetórias? 

b) Se a velocidade do cielista A for de 20 
km/h, qual deveró ser a velocidade do 
cielista B para que cheguem no mesmo 
instante ao ponto CR 

1424 (Mapofei-SP) Para que valores de k as 
retas (k - 1)x + 6y + 1= Oe 

4x + (k+1)y-l = 0 sao paralelas? 


1428 (PUC-SP) O triangulo de vćrtices A = (4,3), 
S = (ó, ~2),C = (-11, -3)ć: 

a) equilśtero 

b) isósceles 

c) acutśngulo 

d) obtusSngulo 

e) retSngulo 


1429 (Mack-SP) A equaęao 
da reta rź- 


a) y + 2x-2 = 0 

b) y - x - 2 = 0 

c) y + 2x + 2- 0 

d) y-2x-2 = 0 

e) y-2x + 2 = 0 



1430 (Mack-SP) Uma reta paralela b reta 
4x - 3y - 8 = 0 ć: 

a) 3x - 4y + 8 = 0 

b) 8x - 6y + 9 = 0 

c) 4x + 3y + 8 = 0 
• d) 8x + 6y - 6 = 0 

e) 3x + 4y - 8 = 0 


1431 (Vunesp) Os pontos O, Az B, do piano 
cartesiano da figura, sao os vźrtices de um 
triangulo equilśtero, cuja medida dos la* 

dos e dada por >/3. As equaęoes das re¬ 
tas AB e OB sao, respectivamente= 


1425 (UFPA) Sendo P(1, 2) e_Q(-3, 4), a reta 
mediatriz do segmento PQ tern por equa- 
ęio: 

a) y = x - 1 d) y = 2x 

b) y = -x + 5 e) y = 2x + 5 

c) y = x - 3 



1426 (PUC-SP) A = (3, 5), B = (1, -1) e C - (x, 
-16) pertencem a uma mesma reta, se x 
for igual a; 

a) -5 d) -4 

b) -1 e) -2 

c) -3 


a) y = V2-x-3ey = - V2 • x 

b) y = V3-x-2ey = -V3 • x 

c) y = V3-x-3ey = -V3 ■ x 

d) y = x + >/3ey = -x 

e) y = 3x + V3ey = -3x 
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Geometria Analitica 


1432 (ITA-SP) Seja o triangulo devertices A(1,2); 
B (2, 4) e C (4,1) no sistema de coordena- 
das cartesianas ortogonais. 

A distancia do ponto de encontro das altu- 
ras desse triSngulo ao lado AC Ł 


a) 


9/fÓ 

70 




d) 3-73 

e) n.d.s. 


c) 8>/iÓ 


1433 (Unesp) A equaęao da reta que t per- 
pendicular b reta 3y + 4x - 3 = 0 e que 
passa pelo ponto de intersecęao das re- 

tas y + 4x - 13 = 0 e y - 2x - 1 = Q ć: 

a) 4y - 3x + 15 = 0 

b) 4y + 3x - 14 = 0 

c) 4y + 3x + 15 = 0 

d) 4y + 3x - 13 = 0 

e) 4y - 3x — 14 = 0 


1434 (Unesp) A distancia entre as retas 
y = ax + bey = ax + cć: 


a) I b - c | 

bjl^i 


d) 

e) 


Ib - c| 

Ib - cl 

a + 1 


1435 (Santa Casa-SP) Sejam A( -2; 4), B(1 ; -2) e 
C{3; 1) tr£s dos vćrtice$ de um parale- 
logramo ABCD. Se AC ź uma diagonal, a 
soma das coordenadas do vćrtice D i-. 

a) -5 d) 7 

b) -1 e) 10 

c) 3 


1436 (Unesp) Em um sistema de eixos cartesianos 
ortogonais, as coordenadas de dois vćrti- 
ces opostos de um quadrado s3o (-3; 5) 

e (5; 3). 

As coordenadas de um dos outros vćrti- 
ces do quadrado s3o: 

a) (-2; 8) d) (2 ; 8) 

b) (-2; 0) e) (0; 8) 

0 (2; 0) 


1437 Determine o centro e o raio da circunfe- 
rźncia (W (x - 4)® + (y - 5)' = 25. 

1438 Determine o ponto em que a circunferćn- 
cia (i \) (x - 7)® + (y - 6)® = 25 intercepta 
o eixo Oy. 

1439 (ITA-SP) A equaęao da circunferźncia tangen- 
te ao eixo das abscissas na origem e que pas¬ 
sa pelo ponto (a, b), onde a® + b® = 2b e b 
*0,Ć: 

a) (x - b)® + y® = b® 

b) (x - 1)® + (y - D® = 1 

c) x® + (y - -Jif = 2 

d) x s + (y - 1 ) s = 1 

1440 Qual a posięao do ponto P(3, - 3) em relaęao 
6 circunfergncia (X) (x - 3^ + (y + 2)P = 1? 

1441 Determine a equaę3o geral da circunferśn- 
cia, cujo centro i (3, 4) e passa pela ori¬ 
gem dos eixos. 

1442 (Mapofei-SP) Determine o centro e o raio 
da circunferćncia, cuja equaęao ż 
4x® + 4y® — 12x + 12y-7 = 0. 

1443 (Fuvest-SP) Qual a equaęao da circunferen- 
cia tangente ao eixo dos x na origem e que 
passa pelo ponto (3, 4)? 

1444 (Mack-SP) O maior valor inteiro de k para 
que a equaęao x® + y® + 4x - 6y + k = 0 
represente uma circunfer£ncia ź- 

a) 10 d)15 

b) 12 e) 16 

c) 13 

1445 (PUC-SP) Em relaęao b circunfergncia de 
equaęSo x® + y® + 5x — 7y - 1 = 0, a reta 
de equaęao y = 2x - 1 ś: 

a) externa 

b) tangente 

c) secante 

d) contćm a origem 

e) contćm P = (1, 4) 
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1446 (PUC-RS) A circunfereneia de equaę3o 
x ! + y s - 8x + óy + 22 = 0 limita um 
cfrculo cuja órea £■ 

a) 3 n d) lin 

b) 6n e) 22 jc 

c) 9 jt 

1447 (PUC-RS) A circunferśncia de equaęao 

x 2 + y 8 - 5x + 4y + 4 = 0 intercepta o 
eixo dos x nos pontos A e B. Se C £ o cen¬ 
tro da circunfereneia, entao a śrea do tri- 
angulo ABC £ igual a: 

a) 3 d) 7 

b) 6 e) ^ 



1448 (Fatec-SP) A circunferźncia definida por 
x 8 + y 8 - 4x — 2y = 0 tern centro no pon¬ 
to P. Seu grśfico corta o eixo dos x nos 
pontos Me N. Aarea do triangulo PMN e. 

a) 2 d) 8 

b) 4 e) 11 

c) 5 

■J3 

1449 (Fuvest-SP) A reta y = — x ź tangente a 

uma circunferźncia de centro (2, 0). O raio 
dessa circunferśncia ź: 

a) 3 d) 1 

b) 2 e) 0,5 

c) 


1450 (UFSC) Determine o raio da circunfereneia C„ 
cujo centro i o ponto de intersecęao da reta 
r, de equaęao x - y - 1 = 0, com a reta s, 
de equaęao 2x - y + 1 = 0, sabendo que 
C, £ tangente exteriormente h circunfereneia 
Cj, de equaęao x ! + y® - 12x - óy - 4 = 0. 

1451 (Fuvest-SP) Uma reta de coeficiente angular 
m > 0 passa pelo ponto (2,0) e i tangente 
ś circunfereneia inscrita no quadrado be vćr- 
tices (1,1), (5,1), (5,5) e (1, 5). Entao: 



a) 0 < m < -1 

b) m = l 

c) ~< m < 1 

d) m = 1 

e) 1 < m < — 
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A Astronomia Moderna 
e o Batismo do Halley 

Longo caminho foi percorrido para que a 
astronomia superasse as concepęoes aristo- 
tólico-ptolomaicas do universo. Segundo tais 
teorias, os corpos celestes giravam em torno da 
Terra, fixos a esferas perfeitas e transparentes. 
Quanto aos cometas, Aristóteles ja havia pro- 
posto que nao eram astros, mas efeitos meteo- 
rológicos provocados por emanaęóes que, oriun- 
das da própria Terra, ascendiam a alta atmosfe¬ 
ra, onde se inflamavam. 



0 sistema ptolomaico revelou-se ultrapassado após os avanęos das medięoes dos astros no ceu 
— que no sśculo XVI eram feitas com o quadrante e outros instrumentos, Com esses avanęos foi 
possivel observar o Hailey, em 1531. 






Em 1443, Copćrnico publicou De 
Revolutionibus Orbium Coelestium, propon- 
do a idćia de um universo heliocentrico. Em 
1531, a observaęao do Halley — que ainda 
nao tinha este nome — levou Peter Apianus 
a apontar pela primeira vez um fato cientifi- 
camente relevante: a cauda do cometa volta- 
va-se sistematicamente na direęao contraria 
a do Sol. 

A chegada de um brilhante cometa em 
1577 ja encontrou um ambiente proptcio a 
novas interpretaęóes. Analisando cuidadosa- 
mente as obser vaęóes realizadas em diferen- 
tes paises, o notavel astrónomo dinamarąues 
Tycho Brahe concluiu que a trajetória desse 
cometa estava acima da orbita da Lua, afas- 
tando assim a ideia de que eram objetos 
meteorológicos. Os dados que recolheu, ex- 
traordinariamente precisos, foram usados de- 
pois, entre 1609 e 1618, nas analises do ale- 
mao Johannes Kepler, descobridor da forma 
eliptica das órbitas celestes e formulador das 
famosas tres leis do movimento planetario. 

Por voltade 1610, Galileu Galilei anunciou 
um conjunto de fatos que conflitava com as 
proposięoes aristotelicas e reforęava a concep- 
ęao heliocentrica de Copernico. Mas as ideias 
antigas ainda tinham ao seu lado instituięoes 
poderosas. E Galileu foi obrigado a abjurar 
suas conclusóes, permanecendo preso pela 
Inąuisięao ate o firn de sua vida, em 1642. Seu 
trabalho, no entanto, apressou aformalizaęao 
de um novo metodo de analise, no qual con- 
ceitos metafisicos como substancia e causa fo¬ 
ram substituidos por conceitos operacionais, 
como massa, tempo e espaęo. Passlveis de 
quantificaęao, estes ultimos podem estabele- 
cer entre si relaęóes matematicas, dando lu- 
gar a modelos cuja verificaęao experimental e 
possivel. Era o imcio da revoluęao cientifica. 










O ingles Isaac Newton, nascido no ano 
da mor te de Galileu, herdou, aleni de subsi- 
dios conceituais, urn ambiente mais apro- 
pnado para o desenvolvimento de atividades 
cientfficas. Os observatórios de Paris e de 
Greenwich, beru como importantes socieda* 
des cientfficas, ja existiam na epoca de seus 
primeiros trabalhos, que logo se revelaram 
fecundos, Com base em um conceito revo* 
lucionario — o da inercia —, aplicou ao mo- 
vimento da Lua a explicaęao utilizada para a 
queda dos corpos na Terra. Depois, em seu 
Iivro Principia Mathematica Philosophiae 
Naturalis , estendeu o raciocinio para todos 
os corpos celestes, propondo a teoria da 
gravitaęao universal: os astros se atraem na 
proporęao direta de sua massa e na propor- 
ęao inversa do quadrado da distancia que 
os separa. 

Fonte: extraido de Bemwndo Halley! 

MATSUURA, Oscar T., Revista 
Ciencia Hoje, SBPC, v. 4, n. 21, p. 35. 



As tres lels de Kepler sobre o movlmento planetarlo: (a) um planeta P se move em uma elipsa, com o Sol em 
um dos seus dofs focos; (b) um planeta percorre areas Iguals em tempos iguals (no desenho, as areas BSA, 
FSE e DSC sio Iguals entre sl, o que tndlca que o corpo celeste leva o mesmo tempo para percorrer os trectios 
BA, FE e DC da sua orbita); (c) lei harmónlca: ha relaęao matematlca preclsa entre o tamanho de uma orbita e 
o perlodo gasto pelo planeta para completa-la. Os movimentos de llrano, Netuno e Plutao, planetas descober- 
tos bem depois da morte de Kepler, conflrmam a exatldao da lei. 
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1. Conjunto dos numeros complexos 

Dados dois pares ordenados, (a, b) e (c, d), do produto cartesiano 
IR X R = {(x, y)|x£Rey£R), onde Reo conjunto dos numeros reais, podemos 
definir: 

♦ Igualdade de pares ordenados: dois pares ordenados (a, b) e (c, d) sao iguais se. e 
somente se, a = c e b = d. 

• Adięao de pares ordenados: a soina de dois pares ordenados (a, b) + (c, d) e igual 
ao par ordenado (a + c, b + d). 

* Multiplicaęao de pares ordenados: o produto de dois pares ordenados (a, b) • (c, d) 
e o par ordenado (ac - hd, ad + bc), 

Considerando as definięoes acima, chamamos de conjunto dos numeros com- 
p!exos € ao conjunto de todos os pares ordenados de numeros reais, para os quais 
essas definięoes sao validas. 



Propostos 

1452 Em cada caso, determine a z b reais, tal que: 


a) (a, 5) = (-4, b) 

1453 Efetue: 

a> ( 8 ' -ł) + (i -°' 3 ) 

b) (72, 0} + (78, 273} 
O (i -0,3) + (8, -4) 
d) a 0 ) * (75, - 2 ) 


b) (2a, 3b + 1) - 0,9 - b) 

e) (1, 2) • (3, 4) 

f) (3, 4)-(1,2) 

3) (7, 0) ■ (8, 0) 

h) £0,1) *(0,1) 


> 


2. Forma algebrica 


Sejam m e n numeros reais quaisquer. Tcmos: 

• (m, 0) = (n, 0) se, e somente se, m = n 

• (m, 0) + (n, 0) = (m + n, 0 + 0) = (m + n, 0) 

• (m, 0) • (n, 0) = (m * n - 0 • 0, m • 0 + 0 ■ n) = (ni * n, 0) 


Notaraos que nos pares onde o segundo elemento e zero, tanto a igualdade quanto 
a adięao e a multiplicaęao dependem só dos primeiros elementos, que sao numeros 
reais. Por isso, podemos “identificar" urn numero (m, 0) com o numero real m, ou 
seja, (m, 0) = m. 



t 


Numeros complexos 


Conjunto dos numeros compiexos 


Por outro lado, ja vimos que unia eąuaęao como X 2 4- I = 0 nao tem raiz real. Mas 
unia raiz procurada deve ser um numero que multiplicado por si mesmo resulte em -1. 

Observe que (0, 1) • (0, 1) = (0 • 0 - 1 • 1, 0 • 1 + 1 • 0) = (-1, 0). 

Como(0, l) 2 = (-1, 0) e (-1, 0) = - 1 , entao (0, l) 2 = -l,ou(0, 1)=V = 1. 
O numero (0,1)e chamado de unidade imaginaria e e representado por ł. Como 
i 2 — -1. entao ( e urna raiz quadrada de -1. 

Assim, temos: 7—1 = i, -f—A = 74 * 7—T = 2i, 7—49 = 749 • V—1 — 7i etc. 
Consideremos agora um numero complexo qualquer (a, b). Podenios escrever: 


(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0) • (0, 1) = a + b • i 



A forma a + bi, onde a eb sao numeros reais, e denominada forma algebrica de 
um numero complexo z. 

Em z = a + bi, destacamos: 

• ze o numero complexo 

• a e a parte real de z 
•be a parte imaginaria de z 

• i e a unidade imaginaria 


Exemplos: 

a) 1 4- 2i, onde a = 1 e b = 2 

b) — 3 + 4i, onde a = —3 e b = 4 

c) 7 — 2i, onde a = 7 e b = —2 


d) 5i, onde a = 0 e b = 5 

e) 6, onde a = 6 e b = 0 

f) 75 - 0,7i, onde a = 75 e 
b = -0,7 


Assim, a definięao de igualdade fica: 

Dois numeros complexos Zj = a + bi e z 2 = c + di sao iguais se, e somente se, 
suas partes reais forem iguais e suas partes imaginarias tambem forem iguais. Entao: 




z 1 = z 2 » a = c e b = d 



A utilizaęao deste novo simbolo facilita determinar as raizes de eąuaęoes do 
2 Q grau. 
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Numeros complexos 






I 



Resolvido 

Determinar as raizes da equaęao x 2 - 2x + 2 = 0. 

a = 1, b = -2, c = 2 
A = b 2 - 4ac = C-2) 2 - 4 • l • 2 = -4 

x _ ± Va = -(-2) ± V^4 _ 2 ± 2i . 

2a 2-1 2 


x‘ = 1 + i 


x* = 1 - i 


Notę que as raEzes de sta equaęao sao numeros complexos 1 + i e 1 - i, pois estao na forma 
z = a + bi. 


Caracteristicas de um numero complexo z = a + bi 

Um numero complexo z = a + bi e denominado: 

* Imaginario puro:quando a = 0 e b * 0. 

Exemplo: 

z = 0 + 2i ou simplesmente z = 2i 


• Real: ąuando b - 0. 

Exemplo: 

z — 3 4- Oi ou simplesmente z = 3 


E r cz i cm i 

Resolvidos 

1 Determinar o valor de x, de modo que z = 6 + (2x - 4)i seja real. 



O numero z sera um numero real quando o coeficiente da parte imagin^ria for igual a zero, entao: 
2x — 4 = 0=^2x = 4=*x = 2 


2 Para qual valor de Aro numero complexo z = 3i + k 2 + ki - 9 e imaginario puro? 

Inicialmente vamos coiocar o numero na forma algebrica, a firn de destaeara parte real e a parte 
imaginaria: 

z = 3i + k 2 + ki - 9 =? z = k 2 - 9 + (k + 3)i 

Logo, o numero z e imaginario puro se k 2 - 9 = 0 e k + 3 * 0 

k = ±J9 k 5 * -3 
k = ±3 

Notę que se k - -3, z = 0. Entao, k = 3. 
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p 

'ropostos 

1459 

1454 

Dados os numeros complexos z, = 2 + 6i 
e z s = a + bi, sendo z, - z s , determine o 
valor de a e b. 

1460 

1455 

Determine o va!or de xe y, de modo que 
x + C3y + 2)i = 1 + 8i. 

1461 

1456 

Determine o valor de x, de modo que o 
numero complexo seja um numero real: 

a) z = 4 + (8x - 24)i 

b) z = 1 + (2x - 1)i 

1462 

1457 

Obtenha o valor de y, de modo que o nu- 
mero eomplexo z = (6y + 30) + 2i seja 
um numero imaginśrio puro. 

1463 

1458 

Determine o valor de x, de modo que o nu¬ 
mero complexo z = - 5x + ć) + (1 + x)i 

nao seja um niimero real. 



Obtenhaovalor men, de modoque 
(4m + 6) — 3mi = 6 - 6i. 

Para que valores de xe ysao iguais os com- 
plexos z, = (2x + 4) + (y + 1)i e Zę = 8 + 5i? 

Obtenha o valor de y, de modo que o nume- 
ro complexo z = (y + 3) + (y 2 - 4y + 4)i 
seja urn numero real. 

Determine o vator de x, para que o numero 
complexo z = (x s - x) + xi seja urn nume¬ 
ro imagindrio puro. 

(UFPA) Qual e o valor de m, real, para que 
o produto (2 + mi) (3 + i) seja um imagi- 
nśrio puro? 

a) 5 d) 8 

b) 6 e) 10 

0 7 


3. Potencias da unidade imaginaria 

Observe: 

* i° — 1, pois todo numero eIevado a zero e igual a I, exceęao para 0° 

* i 1 = i, pois todo numero elevado ao expoente 1 e igual ao próprio numero 

* i 2 = — i, definięao da unidade imaginaria 

* i 3 = i 2 * i = (-1) ■ i = -i 

* i 4 = i 2 • i 2 = (-1) • (-1) = 1 

Sendo n E N, de um modo gerai, temos: 

* j<" = (i 4 )" = i n = l 

* i 4n + 1 = i 4n • i = 1 * i = i 

. j4n + 2 _ j-in . _ j . (_ _ _j 

. j4n + 3 = j4n . j3 = j . (_j) = _j 

A potencia i k , sendo k E Z, e obtida dividindo o expoente k por 4 e consideran- 
do o resto r (0 r < 4) da divisao como o novo expoente de i. 


Exemplos: 

. ■ 34 +1 _ p _ j p 0ig em j 3-7:4, q = 34 e r = 1 

. r 57 = i 4*(-i5)+3 = i 3_ pois em-57: 4, q= -15 er =3 



PotGncias da unidade imaginAria 


NUMEROS COMPIEXOS 













Resolviclos 

1 Calcular: 
a) i 36 + i 102 

a) i 36 + i 10S = i° + i 2 

. . 3i 97 + 2 i -200 - i 

b>- - 


3i 97 + 2 r 200 - i 

(84 _ 2j1989 

1 + (-1) = O 

3 ji + g . iM _l _ 3i + 2 
i° - i 9 1 - (-1) 


2i + 2 
2 


= 1 + i 


2 Efetuar (1 - i) 8 . 

[(1 - i) 8 ] 4 = (i® - 2i + i 9 ) 4 = (1 - 2i - 1 ) 4 = (-2i) 4 = lói 4 = 16 


Propostos 

1464 Calcule: 

a) i 12 

b) i 42 

1465 Simplifique as expressoes: 

a> (1 + i 6 ) + 3 • <2 - i sa ) - 4 • (1 - i 6 ) 

b) 4 ■ <3 + 2i 43 ) - 6 ■ (1 + i 96 ) - 7 • (3 + i 603 ) - 21i ias 

1466 O valor de i 4 " + i 4n +1 + i 4n + 2 com n e N t. 

a) i b) 1 c) -i d)-1 e) 0 


c) i” 

d) i 1601 


e) i 

f) 


2000 + 12005 


i 91 + 2i ss - 3i 48 

3(1002 _ 5i 400 


1467 

1468 

1469 

1470 

1471 


Quem t maior, (1 - i) 20 ou ~2 10 ? 

O va!or de (1 - i) 10 + {1 + i) 70 e positivo ou negatiro? 

(Cescea-SP) Efetuando-se as operaęóes na expressao (1 + i) -1 • (1 + i 3 ) • (1 + i) ! , obtśm-se: 

a) 2 + j d) 2 - 2i 

b) 2 - i e) 2 

c) 2 + 2i 

(Mack-SP) Se z = i m + i -m , meleiea unidade imaginaria, entao o numero total de possiveis 
valores diferentes de zŁ 

a) 3 d) 6 

b) 4 e) maior que ó 

C) 5 

A soma do complexo z = (1 - i) 50 com o complexo w = (1 + i) 50 e igual a: 
a) 8 b) 0 c) -8 d) i e) -8i 


NOmeros complexos 
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PotEngas da unidade IMAGINAftfA 
























4. Adięao, subtraęao e multiplicaęao 


Sejam os complexos z, = a 4* bi e z 2 = c + di: 

• Obtemos a soma adicionando as partes reais e as partcs imaginarias. 
z. + z, = (a + c) + (b + d)i 

i * >. v J s v * 

parte parte 

reaJ imaginaria 

( - 1 

(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i 

- 


* Obtemos a diferenęa subtraindo as partes reais e as partes imaginarias. 
z, - z 2 = (a — c) + (b - d) i 

parte parte 

real imaginaria 


(a 4- bi) — (c + di) = (a - c) + (b — d)i 


• Obtemos o produto aplicando a propriedade distributiva e as potencias de i. 
Zj • z 2 = (a + bi) ■ (c + di) = ac H* adi + cbi 4- bdi 2 — 

= ac + adi + cbi - bd = 

= ac — bd 4- (ad 4- bc)i 

-V- J “ V- J 

parte parte 

real imaginaria 


(a + bi) • (c 4- di) = (ac - bd) + (ad 4- bc)i 


Exemplo: 

Considere os numeros complexos z x = 2 4 

z, + z 2 = (2 4- 1) + (3 - 4)i 
z, + Z 2 = 3 - i 

z, - z 2 = (2 - 1) + [(3 - C-4)]i 
Zj - z 2 = 1 + 7i 


3i e z 2 = 1 — 4i. Entao: 



= (2 + 30 O “ 4i) 


= 2 - 8i + 3i - I2i : 


z, *z 2 = 2-8i + 3i- 12 -(-1) 
z, • z 2 = 2 + 12 - 8i + 3i 
z, * z 2 = 14 - 5i 


i 


AoięAo, subtraęao E multiplicaęao 


NOmeros complexos 












Propostos 

1472 Efetue as seguintes operaęoes: 

a) (3 - 20 - (1 + 3i) 

b) (9 + 40 + (5 - 2i> - (8 - i) 

! C) (12 - 3i) - (1 + i) + (8 + 7i) 

d) (6 + i) * (6 - i) 

e) (2 + 3i) • (2 - 3i) 

f) (1 + 2i) • (-2 + 4i) • (6 - i) 

g) (3 - 4i) • (3 + 4i) - 2 • (3 - i) 


h) 3 • (1 - i) + (2 + 0 ■ (2 - 0 

° (i ♦*)■(*-*') 

j) (V2 - 2 i) • (V2 + 2 i) 

i) (3a - 2bi) • (3a + 2bi) - (8a* + 3b 2 ) 

1473 Determine o valor de x e y, de modo que 

I (x + yi) (3 -i) = 20. 

1474 Obtenha o valor de me nreais para que se 
tenha (m - ni) ! = -2i. 



5. Conjugado de um numero 
complexo 


r — _ -V 

Denomina-se conjugado de um numero complexo 
z = a + bi ao numero complexo z — a — bi. 


ExempIos: 

O conjugado de: z = 2 + 5i e 2 = 2 - 5i 
z=l-7ież=l + 7i 
z = 3 e ź = 3 

Propriedades do conjugado 

Considerando-se os complexos z, = a + bi e z, = c + di,veja as propriedades: 
l a propriedade 

O conjugado da soma e igual a soma dos conjugados. 
h + z 2 = ź[ + T 2 

2 a propriedade 

O conjugado do produto e igual ao produto dos conjugados. 

Z[ Z 2 = z i Zj 


NilMEROS COMPLEXOS 


Conjugado de um numero compluo 









3 a propriedade 


O produto de um numero complexo pelo seu conjugado e um numero real nao 
negativo. 

z 1 • z[ — (a + bi) • (a - bi) = a 2 - abi + abi - b 2 i 2 = a 2 + b 2 € R + 



Resolvido 

Prove que se z = z entao z e R e vice-versa. 

Se z = x + yi, entao ź = x - yi. 

z = zox + yi = x-yi <=>y=—y<=>y = 0oz€R 


Propostos 

1475 Escreva o conjugado de z 

a) z - 0,3 + i c) z = -8 

b) z = 12i d) z = 4i + 7 

1476 Sendo z = a + bi, prove que: 

a) z + z = 2a 

b) z - Z - 2bi 

1477 Para quais numeros complexos z = a + bi e 
valida a igualdade z • {z + 1) - z = 5 + 4i? 



Mostre que ź = z, para todo numero com- 
plexo z = a + bi. 

(UCMG) O numero complexo z, tal que 
5z + I = 12 + lói, i igual a; 

a) -2 + 2i d) 2 + 4i 

b) 2 - 3i e) 3 + i 

c) 1 + 2i 

Determinar os numeros complexos z, tais 
que z • 2 + (z — Z) - 34 + lOi? 


6: Diyisao 


Sejam dois numeros complexos,z 1 e z 2 ,com z, * 0. Dividirz, por z 2 corresponde 
a obter o numero complexo x + yi, tal que z 2 * (x + yi) = z,. 


Exemplo: 


2 + 3i 

-— = x + yi 

(1 + 2i) * (x + yi) = 2 + 3i 
(x — 2y) + (2x + y)i = 2 + 3i => 


x - 2y = 2 
2x + y = 3 


Resolvendo o sistema: x = 



Entao, 


2 + 3i 
1 + 2i 





Dmsao 


Numeros compiexos 










Uma maneira mais pratica de dividir z x por z 2 consiste em multiplicar ambos 
pelo conjugado de z z e aplicar a 3 a propriedade. 


Exemplo: 

Para efetuar a divisao fezemos: 

2 + 3i _ (2 + 3i) ■ (1 - 2i> _ 2 - 4i + 3i - 6i 2 
1+2i (1 + 2i) ■ (1 - 2i) ~ i 2 + 2 2 



E 





Resoividos 

1 Determinar o va!or dc m, de modo que o quociente seja um numero imaginśrio puro. 

Inicialmente devemos efetuar a divisao - m . 

2 - i 

(3 + mi) • (2 + i) _ 6 + 3i + 2mi + mi g _ 

(2 - i)(2 + i) 2 ! + (-1) 2 

_ 6 - m + 3i + 2mi _ 6 - m + (3 + 2m)i _ 

4 + 1 5 

_ 6 - m (3 + 2m)i 

U- — 

parte real parte imasindria 

Devemos ter: 

• parte real igual a zero - ó ~ m = 0 => m = 6 

• parte imaginaria diferente de zero — r * 0 =* m # — 

b 2 

Entao, m = 6. 


S 


1 1 

Determinar o conjugado do ntimero complexo z = y + -p— 

1 L 1 = i - 1 + i _ -1 + 2i 
'i ' i - 1 i (i - 1) f - i 


. (-1 + Bi) - (-1 + o . 

(-1 - i) * C-1 + i) ' 

= 1 - i - 2i + 2i B = 
M)* + (-1) 2 

1 — 2 — i — 2i 
1 + 1 

-1-31 = _±_ 3; 
2 2 2 

Entao, ż-~ + |i. 



Numeros cowpiexos 


DmsAo 





























Propostos 

1481 Efetue as seguintes divisóes: 


V ITZi 

} 1 + 3i 

4 - 3i 

, „ 2 + i 

v i — i 

b) 4 + 2i 

e - > 2 + i 

v 5 + i 

* 8 + 8i 

c) 3 - i 

n 2-2i 


1482 Coloque na forma algćbrica (a + bi) os nu- 
meros complexos: 


a) 


1 + i 2 - i 
1 -i 2 + i 


b) 


3 + 2i 

4 + 3i 


4 + i 

2 - i 


1483 (FE1-SP) Escreva na forma a + bi o quocien- 
te-M-. 

i 

1484 Determine o valor de x, de modo que 

- + x ‘ seja um numero imaginćirio puro. 


1485 Determine o valor de y, de modo que o 

4 + vi 

; numero complexo seja um nume¬ 

ro real. 



(FEI-SP) A forma algćbrica do numero com- 

piexo z = j & 

a) —1 — i d)-i 

b) 1 - i e) 1 - 2i 

c) 1 + i 

Determine m , de modo que o numero 

1 + 2i • 

z = 7 ^——— seja real. 

2 + mi J 

(UFBA) Existe um numero real x, tal que o 
quociente ^ • j ' ć um numero imaginśrto 
puro. Determine o simźtrico de x. 

(Fuvest-SP) Ache os valores reais de x, de 
modo que a parte real do numero comple- 

xo z = ■ * | ■ seja negativa (r ć a unidade 

imaginória), 



(FEI-SP)Sea - 1 + 2i, b = 2- ie^ +0, 

entao o numero complexo ct. 

a) 2i d) 1 + 2i 

b) 1 - 2i e) 3i 

c) 2 - i 


(F. E. Bauru-SP) A expressao 


i(i - 1) • (i - 2) ■ Ci - 3) 
10 


onde i i a uni¬ 


dade imaginória, e igual a: 

a) 1 d) -i 

b) i e) n.d.a. 

c) -1 


(AMAN-RJ)Sendo i = i, o resultado 
1 + 2i i , . , 

T^I + TTa * l3ual * 


b >5 + i 




e) n.d.a. 


(Mack-SP) Sejam os numeros complexos 
z, e Zg, onde Zg = 3i e z^z q = -9 + ói. 

Entao z , + z e vale: 

a) 2 + ói d) -3 - 3i 

b) 2 - ói e) 9i 

c) — 3 + 3i 


(UFV-MG) Ca Iculando a expressao 


(i + I) 8 <2i - 1}i 3 
(i + 1) (f - D 

a) 1 

b) zero 

c) 4i + 1 


+ 2i, obtćm-se: 

d) -1 

e) 4i - 1 . 


(Gama Fiiho-RJ) Dados os complexos 
z = ab - 3i e v = 6 + ai, a e N, b G R, os 
valores de a e de b para os quais tem-se 
z • v = 11 — 171 sao, respectivamente: 

a)fe^ d)3e| 

bj 1 e 1 e) 5 e 

c)3e± 



Dmsao 


Numeros compiexos 






































7. Representaęao geometrica de 
um numero complexo 

A representaęao geometrica de um numero complexo z = a + bi, nao-nulo, e 
feita em um piano, denominado piano de Argand-Gauss. Veja: 


y 


X 



Onde: 

• O piano de Argand-Gauss e xOy. 

• O eixo real e Ox. 

• O eixo imaginario e Oy. 

• O módulo do numero complexo e I z I ou p. 

• O argumento do numero complexo e 0. 

• O ponto imagem ou afixo do numero com- 
plexo z = a + bi e P(a, b). 


Módulo de um numero complexo 

E a distancia entre a origem O e o ponto P.ąue e simbolizado por I z | ou p,onde: 


p = ^/a 2 4- b 2 

L — 


Exemplos: 

a) O módulo de z = 3 + 4i e: 
p = V3 2 + 4 2 
p = S + 16 
p = 5 



b) O mó dulo de z — 1 — 2>/2i e: 
p = Vl 2 (~2V2) 2 

p — Vl + 8 

p = 3 



Nlimeros COMPlEXOS 



» 

Representaęao geomEtwca de um numero complexo 





















Argumento de um numero complexo 

O argumento de um numero complexo nao-nulo.indicado por arg(z),e a medida 
G.sendo 0 rad *£ 9 < 2n rad,do angulo que se obtem girando.no sentido anti-horario, 
o semi*eixo real positivo Ox ate encontrar OR 

O argumento do numero complexo z = a + bi e determinado atraves das 
relaęoes: 



Exemplo: 

Para determinar o argumento do numero complexo z = 1 + V3i fazemos: 


a = 1 
b = V3 


P 
P 
P 

p = 2 


yfa* + b‘ 


_ U2 


Jl 2 + (V3) : 
VTT3 


sen 0 = — = - 1 - 


731 

2 


9 a i 

= — = — 


0 = 


K „H 

3 rad 


E 


esolvido 


5 


Determinar o módulo e o argumento dos numeros complexos e representar no piano de Argand- 
Gauss. 


a) z * 73 + i 

b) z = 1 - 731 



a) z = 73 + i, a = 

73 e b - 1 


Módulo: 

Argumento: 


p = + b* 

b 

sen 0 = — = 

cos 0 - - - 
P 


? - V(V5)' + 1 ! 

p = 74 


p = 2 



1 

2 

73 

2 


c) z = 3 + 3i 

d) z = -2i 


1 a quadrante 
9 = 30° =—rad 



RepresentacAo GEOMETRIO de um numero complexo 


NOmeros complexos 
























b)z = 1- -/3i, a = 1e 
MÓdulO; 


p = + (-V3) e 

P - 2 


MÓdulO: 


p = V3 9 + 3* 
p = Vl8 = 3^2 


MÓdulO: 


P = Vo § + (-3) 2 
p = -J9 = 3 



Propostos 


1496 Determine o móduto e o arsumento dos sc- 
Suintes numeros complexos: 

a) z = 4 + 4i d) z = -1 + i 

b) z = -1 -V3 i e) z = i 

C) z = -73 - i f) z = 3,5 

1497 Represente graficamente os complexos; 
a) z = -73 - i 


b) z = 

-5 ~ 5i 


c) z = 

-i 


(Mack-SP) O módulo de 

i + V3 t 
r= . vale: 
■J3 - i 

a) 0 

c) V3 


b) 1 

d) ł 



1499 (Mack-SP) Sendo z 1 = 4 + 2i e Zę = 1 - 2i, 
entao |z, - Zjl t igual a= 

a) 5 c) 3^/5 e)3Vl5 

b) ^ d) 10 


(UFAŁ) Se z i um complexo, tal que 
z • z = 25, entao o módulo dezć: 

a) -J5 c) 5V5 e) 50 

b) 5 d) 25 

(Santa Casa-SP) Seja o numero complexo 

z = 1 + 2xi, onde x e R t . Se o módulo de 
ze igual a 7, entao xpertence ao interva!o: 

a) ]“«>; 1[ C) ]3; 5[ e) ]8; +oo[ 

b) [1; 3] d)[5;8] 

Dado um numero complexo z = a + bi, z 
nao-nulo, mostre que: 

a) |z| = |z| 

b) z ■ z = (|zj) 2 _ 

c) arg(z) + arg(z) = 2* 


1501 



Numeros compiexos 


REPRESENfA^AO GEOMeTRICA DE UM NUMERO COM»LEXO 

























8. Forma trigonometrica de 
um numero complexo 

Sabemos que um numero complexo tem como forma algebrica a expressao a + bi, 
Veremos agora uma forma associada a trigonometria.denominada forma trigonometrica. 

Seja o piano deArgand-Gauss: 


e as razóes trigonometricas: 

r 

sen 9 = — entao 

P 

ń a 

cos 9 = — entao 

P 

Substituindo as relaęoes obtidas ( 7 ) e (h) em z = a + bi, obtemos a forma 
trigonometrica do numero complexo z. 

z = p cos 0 + i • p sen 9 


a = p ■ cos 0 




b = p • sen 0 





z = p (cos 0 + i - sen 9) 


Exemplo: 

Obtemos a forma trigonometrica do numero comp!exo z = 1 + V3i,fazentlo: 

p = => p = Vi 2 + (V3) 2 


sen 6 - - = — 
P 2 

a 1 
cos 9 = — = — 

P 2 


9 = 60° ou 9 = ~ rad 


Forma trigonometrica 


„ ( n 

: z = 2 * I cos — 


Jt 

+ i ■ sen — 
3; 


53 


FORMA TRIGONOMETRICA DE UM NUMERO COMPLEXO 


Numekos complexos 















Resolviclos 

1 Dado o numero complexo z = 2 + 2i, pede-se: 

a) o módulo (p) de z 

b) o argumento (9) de z 


c) representar z no piano de Argand-Gauss 

d) a forma trigonomćtrica de z 


a) O módulo de z= p = 4^ + b e = V2 S + 2 9 = 2^ 

b) O argumento de z: 


P 2-^/2 2 


cos e = - = 


2 = V2 

2 * 4% 2 


► Logo, 9 = 45° ou 0 =y rad 


c) O piano de Argand-Gauss: 



d) A forma trigonometrica: z = 2V2 [[cos ~ + i ■ sen 

( 9 TT , ^ 

2 Calcular, na forma trigonomćtrica, o produto z, • z^, dados z, = 5 • jcos—i • sen —^ I 
e Zj = 2 * [cos y + i •sen yj. 

z, ■ Zj = 5 • [cos y -+ i • sen y j * 2 • [cos + i • sen -— re j 

z, • Zj * 5 ■ 2 * [cos y + i ■ sen -y j- [cos y? + i • sen -y 1 j 

• , z, • z 5 = 5 ■ 2 ■ [cos-y * cos-y - sen-y ■ sen-y * 

. ( Sie 

+| C °S — 


sen -y + cos y ■ sen y \ ■ i 


Z, • Zj » S • 2 • 


cos 


f27i, 3nV ; f 2ir , 311^ 

{j + -ś) + '- sm h + -5\ 


z., • z s = 10 • (cos ir + i • sen ji) 

zr ^ = - 10 

Generalizando, temos: 


z, • z ? = p, • p» ■ [cos (6, + B a ) + i • sen (9, + 0 5 >] 


,571 


NClMEROS COmPIEXO$ 


Forma trigonometrica de um numero complexo 




















Propostos 


1503 Escrever na forma trigonometrica os numeros complexos : 

a) z = ^/3 + i c) z = 2 - 2i 

b) z = 3 + 3i d) z = -J3 - 

1504- Escrever na forma algćbrica os numeros complexos: 
a) z = 2 • (cos 30° + i • sen 30°) 

je 


b) z 


= 4-[cos| + i 


sen 


c) z = 6 • [cos + i • sen 


d) z = 3 


(«f 


+ i • sen 


1505 (UFBA) Sendo z, - j - | i e z E = 

a) V2 [cos (-J) + i ■ sen (-*)] 

b) ^ [ cos ("f) + 1- sen ("f)] 

ci 1/2 [cos ~ + i • sen 

d) Ji [cos (-f ) + i • ser (-f)] 

e) V2 [cos + i - sen ^pj 


3 : 


j i, a representaęao trigonom&rica de z, - ć: 


1506 (PUC-RS) O numero complexo 2 ■ [cos + i • sen -^pj, escrito na forma algebrica a + bi, Ł 

a) 2-</3 + i b) -i/3 + i c) -V3 - i d) yf3 - i e) 2>/3 - i 

1507 Calcuie os produtos; 

a) [ 12 ■ [cos + i . sen ppjj • [ 0,8 ■ [cos ^ + i * sen j 

b) [ć ■ [cos ~ + i ■ sen -|)j • [V3 • [cos ~ + i ■ sen 

c) [72 • (cos f + i • sen *)] ■ [,/2 ■ (cos | + i * sen *)] • [V2 • (cos f + i • sen *)] 

1508 (Unirio-RJ) Seja o complexo z = p * (cos 0 + i sen 0) escrito na forma trigonomćtrica. Entao z ■ z Ł 

a) 2p 

b) 2p(cos 29 - isen 29) 

c) p 9 

d) p ! (cos 8 9 — isen 0 2 ) 

e) cos s 0 + isen® 8 


Forma 7RiGONOM£TR>CA de um nOmeho complexo 


NOmeros complexos 



9. Potenciaęao 

Para elevar um numero comp!exo z , nao-nulo, ao expoente natural n (n ^ 2), 
escreve-se o numero na forma trigonometrica, com o módulo p elevado ao expoente 
neo argumento B multiplicado peloexpoente n, ouseja: 


z" = p n • [cos (n ■ 9) + i * sen (n * 0)] 


► A igualdade acima e conhecida como a l a formula de Moivre. 
Se z = 0, entao z" = 0. 



Resolvido 

Dado o numero complexoz = V3 + i, calcular z 4 . 

Escrevendo o numero z = J3 + i na forma trigonometrica, temos: 

z = 2 • (cos 30° + i • sen 30°) 

Logo, z 4 = 2 4 - (cos 4 ■ 30° + i • sen 4 ■ 30°) 

z 4 = 16 • (cos 120° + i • sen 120°) => z 4 = 16 • + i =* z 4 = -8 + 8>/3 i 


Propostos 

1509 Dados os numeros complexos, faęa os cśl- 
culos solicitados: 

a) z = 1 + V3 i, calcule z 3 

b) z = 2 + 2i, calcule z 4 

c) z = -J3 + i, calcule z 6 

d) z = 1 - V3 i, calcuie z e 

e) z = 4i, calcule z £ 

1510 (PUCCAMP-SP) O módulo e o argumento do 
complexo (-Z3 + i) sao, respectivamente: 

a) 4 4 e| c) 4 S e ~ e) n.d.a 

b) 2®e^ d)3 8 e^ 


1511 


1512 


1513 


/I j \ __ 

(Mack-SP) I y—: I , i = e igual a: 

a) i c) 1 e) -1 

b) -i d) 1 + i 


(Santa Casa-SP) Dado o numero compiexo 

i 

z = 1 - i, tem-se que e igual a: 

a) 2i c) ^ e) -2i 

b) i d) -i 


(ITA-SP) O valor da potencia 


1 + i 


93 


e: 


a) 

b) 


-1 + i 
V2 

1 + i 


c) 


-1 - i 

V2 


e) (V2)”+i 


d) (V2 ) 93 i 


Numeros complexos 


i 


POTENCIAĘAO 















MuUiplicidade de urna raiz 

Um polinómio P(x),na forma fetorada, pode apresentar fatores repetidos. 
Exemplos: 

a) Seja P(x) — x 2 ~ 4x + 4. 

Na forma fatorada, P(x) = (x - 2) * (x — 2). 

Observamos dois fatores iguais a (x - 2). Dizemos, entao, que 2 e raiz 
dupla, isto e, de multiplicidade 2. 

b) Seja o polinómio P(x) = x 3 - 5x 2 + 3x + 9. 

Na forma fatorada, P(x) = (x - 3) ■ (x - 3) * (x + 1). 

Observamos dois fatores iguais a(x - 3) e um fetor (x + 1). Dizemos que 3 e 
raiz dupla, ou de multiplicidade 2, e — 1 e raiz simples, ou de multiplicidade 1. 


Generalizando 


'- - 

Se x’ e raiz de multiplicidade m (m ^ 1) na equaęao P(x) = 0, 
entao P(x) = (x - x’) ra ■ Q(x), sendo Q(x’) * 0. 

- ' 




I 



Resoividos 

1 Determinar na equaęSo x(x - 2) 2 • (x — 3) 3 = 0: 

a) o 3 rau da equaęao b) o conjunto verdade 

a) o 3 rau da equaęSO: 1+2 +3 = 6 b)x = 0 (raiz simpies) 

x - 2 (raiz dupla) 
x = 3 (raiz tripla) 

Portanto a equaęeo possui 6 ratzes e o conjunto verdade ź V = {0, 2, 3}. 

2 Determinar o conjunto verdade da equaęao X 3 + 7x e + 8x - 16 = 0, sendo -4 raiz dupla. 

Como —At raiz dupla da equaęao, temos: 
x 3 + 7x s + 8x - 16 = (x + 4)* • Q(x) 
x 3 + 7x s + 8x - 16 = (x® + 8x + 16) ■ Q(x) 

Fazendo a div'rsao de x 3 + 7x s + 8x - 16 porx a + 8x + 16 = (x + 4)®, encontramos Q(x). 


-4 

1 

7 

8 j -16 


-4 

1 

3 

—4 i 

Logo, Q£x) = x -1 e a outra raiz i x = 1 


1 

-1 

o i 

V-(-4,11 



PolinOmios 


Equai;óes algebricas 















p 

ropostos 

1619 

1615 

Seja a eąuaęao x(x - I) 4 • (x + 5) 3 = 0. 

1620 

1621 


Determine: 

a) o grau da eąuaęao 

b) o conjunto verdade 

1616 

Sabendo que -1 e raiz dupla de 

x 3 - 3x ! - 9x - 5 = 0, determine o eon- 



junto verdade da eąuaęao. 

1622 

1617 

Determine o conjunto verdade da eąuaęao 

X 3 - 5x s + 3x + 9 = 0, sendo 3 a raiz dupla. 

1618 

(Fuvest-SP) O numero 2 1 raiz dupla de 
ax 3 + bx + 16. Determine a e b. 

1623 


Determine me nde modo que 2 seja raiz 
tripia da eąuaęao X 3 + mx 2 + nx - 8 = 0. 


Mostre que 1 ż rai z de muitiplicidade 3, 
na eąuaęao x 4 - 2x 3 + 2x - 1 = 0. 

Guais valores devem assumir a, becpara que 
a eąuaęao X 5 - X 4 + 2ax s - bx + c = 0 
admita o numero 1 como raiz tripia? 

Verifique qual t a muitiplicidade da raiz 
-3 na eąuaęao 

x 4 + 6x 3 + 11x B + 12x + 18 = 0. 

Determine m de modo que a eąuaęao 
x 3 + mx - 2 - 0 tenha raiz real dupla. 


Ra izes complexas 

Sendo z = a + bi (a, b € R e b * 0) raiz da eąuaęao P(x) = 0 de coeficientes 
reais, temos que z = a - bi tambem e raiz dessa eąuaęao. Vejamos: 

quodente 

P<x) = (x - a - bi) (x — a 4- bi) * Q(x) 4- px 4- q 

'-V-‘ 

resto 

P(x) = (x 2 - 2ax 4- a 2 4- b 2 ) • Q(x) + px + q 
Portanto, P(a 4* bi) = 0 + p(a 4* bi) + q = 0 
pa + q 4* pbi = 0 

pa 4- q = 0 (7) 

■( 

pbi = 0 @ 

em(n)p = 0. 

Substituindo em (7) q = O.logo R(x) = 0, portanto P(x) e divisivel por (x — a — bi) 
e por (x - a 4- bi), de onde concluimos que a - bi e raiz da eąuaęao P(x) = 0. 

Exemplo: 

As raizes da eąuaęao x 2 — 4x 4- 5 = 0 sao dois numeros complexos conjuga- 
dos. Veja: 

x _ 4 ±£^4 _ 4 + 2i _ ^ = 2 + * 

2 2 x ” = 2 - i 


Eouacoes algebricas 


PounOmios 













Conseąiiencias: 

• Sendo o mim ero complexo z = a + bi (b * 0) com multiplicidadc m, raiz de unia 
eąuaęao algebrica de coeficientes reais, entao o conjugado ź = a — bi tambem e 
raiz dessa eąuaęao, com a mesma multiplicidade. 

• Urna eąuaęao algebrica de coeficientes reais possui um numero par de raizes com- 
plexas, 

• Urna eąuaęao algebrica de grau impar admite pelo menos urna raiz real. 


r~c 


Resolvidos 

1 Determinar o conjunto verdade da equaęao x 3 + 3x® + x + 3 =0, sabendo que x = i e urna de 
suas raizes, 

Sabendo que x = i e uma das raizes da equaęao, entao podemos afirmar que o conjusado x = -i 
tambem e raiz. 

Logo, P(x) = x 3 + 3x* + x + 3edivisivel por(x + i) • (x -- i). 

Entao, P(x) = (x + i) ■ (x - i) • QCx) + R(x). 


igual a zero 


Usando o dispositivo de Briot-Ruffini: 

i 

i 

3 

1 i 3 


-i 

i 

3 + s 

3i i 0 



i 

3 

i 0 


Q{>0 = x + 3 

A outra raiz t —3, pois x + 3 = 0=>x=-3 
V = {-3, -i, i} 

2 Determinar os valores de p e q, de modo que a eąuaęao x e + px + q = 0 admita a raiz 
complexa (3 + 2i). 

Como (3 + 2i) e raiz da eąuaęao, temos que (3 - 2i) tambem e raiz. 

Aplicando as relaęoes de Girard: 
b 

x 1 + Xj = -— => (3 + 2i) + (3 - 2i) = -p => p = -6 

i 

x, ■ Xj « ~ => (3 + 2i) (3 - 2i) = q => 9 + 4 = q => q = 13 


Propostos 

1624 Sabendo que x = -i t uma das raizes, da equaę3o X 3 + 2x s + x + 2 = 0, determine o conjunto 
verdade. 

1625 Quaf o conjunto verdade de x + + X 3 - Sx s + x - 6 = 0, sabendo que x = i e uma das raizes 
dessa eąuaęao? 

1626 Calcule os va!ores de m e n, de modo que a equaęao x s - mx + n = 0 tenha uma raiz igual a (3 - 4i). 


PolimOmfos 


Equa<;Oes ałgśbibcas 















1 627 Calcule os valores de p e g, de modo que a eąuaęao X 3 + px s + q = Q tenha uma raiz igual a (1 + i). 

1628 (Fatec-SP) Seja i 2 = -1. A eąuaęao x 3 - 5x s + mx + n = 0 admite a raiz dupla (a + bi) e a raiz 
simples (-1 + di) onde, a, be dsBo numeros reais. Nestas condięóes, (m + n) ć igual a: 

a) 0 . b) 9 c) 12 d) -12 e) 6 


1629 


1630 

1631 


(tTA-SP) Sabendo-se que z, = i, z e e z 3 sao as raizes da eąuaęlo z 3 + az ? + bz + c - 0, onde 
a, be csao reais nao-nulos, podemos afirmar que: 

a) z u Zę e z 3 sao imaginlrios puros d) z, + z 5 + z 3 = a 

b) z s e Zj sio reais e) pelo menos uma das rafzes t real 

O ^ ' z* ' z 3 = c 

Dada a equaęlo X 3 + px + q = 0 de coeficientes reais e raiz (1 + 2i), determine (p + q). 

Um polinómio de coeficientes reais admite como raizes os nómeros (1 + i) e (-1 + i), O grau 
desse polinómio ź, necessariamente: 

a) dois b) quatro c) par d) maior que tres e) um 


Raizes racionais 

Seja a eąuaęao algebrica P(x) = a n x n + a n _,x n_1 4- ... + a,x + a {) = 0 de coefici* 

p 

entes inteiros. Se o numero racional — (p G Z e q G Z*, com p e ą primos entre si),e 
raiz dessa eąuaęao, entao p e divisor de a 0 e q e divisor de a^.yejamos: 

p 

Fazendo x = — na eąuaęao P(x> = a ft x n + a n _,x n 1 + ... + a,x 4- a 0 = 0, temos: 


n — 1 




p) _ P n p" J p 

- a„TH + a n-i q n - 1 + ... + a - + a 0 = 0 


Multiplicando os dois membros da igualdade por q", temos: 

a nP n + a n - lP n “'q + + a iPq ,,_1 + a o^ n = 0 

Isolando a (t q n no 2 C membro, vem: 

a „P" + a n- .P n " 1 ^ + - + a iP < l“" 1 = ” a 0 ■ <T 
Dividindo os dois membros por p(p & 0), temos: 

a „p n_1 + a n-.p n " 2 q + - + a ,q n " 1 = 


.„-i _ a «q 


No 1° membro, os numeros p, q e n e os coeficientes sao numeros inteiros, 
portanto, o l a membro representa um numero inteiro. 

Entao, a () • q n e muitiplo de p e, como p e q sao numeros primos entre si, q n nao 
e muitiplo de p. Logo, a 0 e muitiplo de j9, ou seja, p e divisor de a 0 . 

De um modo analogo, podemos provar que a n e muitiplo de q, isto e,<ye divisor de a . 
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Eouacóes aigebricas 


POLINÓMIOS 













I c 



Reso!vido 

Resolva a equaę§o cCibica: x 3 -x®-2x + 2 = 0. 

Inicialmente vamos pesquisar as possiveis raizes racionais da forma para recairmos 
equaęao do 2 a grau. 

p e (-2, -1,1,2} e q e {-1,1) => ^ e (-2, % -V U 
Pt-2} * 0, P(2) * 0, P(-1) * 0 e PO) = 0, ou seja, 1ć raiz. 


Peio dispositivo de Briot-Ruffini: ^ 

1 -1 -2*2 


1 0 -2 ; 0 
v - 


'-v- 

Q(x) = x® - 2 = 0 


Para obtermos as outras raizes, resolvemos a equaęao x 2 — 2 - 0. 
x = ±V2 =* entao, V - {— V2, -^2, i}- 


Propostos 

1632 Determine as raizes racionais das equaęóes: 

a) 3x 3 - 13x 9 + 19x - 5 = 0 

b) 2JC 3 - x ! + 6x - 3 = 0 

c) 3x 4 - 8x* + 3x® + 2x = 0 

1633 Resolva as equaęóes: 

a) X 3 - 7x + 6 = 0 

b) 2x 3 + 3x® - 3x - 2 = 0 

1634 (FEI-SP) Resolva a equaęao cubica; X 3 - 2x® - 3x + 6 = 0. 

1635 Determine as raizes inteiras da equaęao x 3 - 8x® - 2x - 2 = 0. 

1636 Verifique se a equaę3o x 4 — 4x + 2 = 0 possu raizes inteiras. 





numa 


POUNÓMIOS 


EouAęOts algEbuicas 










F icha-Resurao 

s Polinómios - 


Seja o połinómio: 

P(x) = a 0 x n + a^ 11-1 + a 2 x"~ z + ... + a n _,x + a n 

Grau:gr(P) —> e o maior expoente da variaveł (x) que possui coeficiente naonulo. 

Valor numerico: para x = k, o valor numerico de P(x) e P(k). P(k) = 0 => k ć raiz do 
połinómio. 

_ J 

r Identidade de Polinómios -\ 

Dados os polinómios P(x) = a 0 + a,x + a 2 x 2 + ... + a n x n 

e 

Q(x) = b 0 + b t x + b 2 x 2 4* ... + b n x n 


P(x)s Q(x) « a 0 = b ot a, = b,, a 2 = b 2 ,a n = b n 


Połinómio identicamente nulo 

Se a„ = a, = a 2 = ... = a n = 0, temos que P(x) = 0. 

_ / 

r Adiędo e Subtraędo -\ 

Adicionar ou subtrair algebricamente os coeficientes dos termos de mesmo grau. 

_ / 


r Multiplicaędo 


Multiplicar cada termo de urn dos polinómios por todos os termos do outro połinómio. 


FiCha-rESUmO 


Polinómios 



















Polinómios 

r- Divisdo de Polinómios -n 

Chave D(x) [ d(x) 

R(x) Q(x) 

Teorema do resto 

O resto da divisao de P(x) por (x — a) e P(a). 

Teorema D’Alembert 

A divisao de P(x) por (x — a) e exata se, e somente se, P(a> = 0. 

Dispositivo pratico de Briot-Ruffini 

Permite encontrar o ąuociente Q(x) e o resto R(x) na divisao de P(x) por x - a. 


raiz do binómio 

coeficientes de P(x) 


'--- r '-v-' 

h 1 -- 

coeficientes de Q(x) 


_ J 

r Eąuaęóes algebricas -n 

P(x) = a n x" + a n _,x n_1 + ... + a 2 x 2 + a t x + a Q = 0 

Teorema fundamental da algebra 

Toda equaęao algebrica P(x) = 0,de grau n 3* l.admite pelo menos uma raiz complexa. 

Decomposięao 

P(x) = a n (x - x,) ■ (x - x 2 ) • (x — xp •... • (x - x n ), onde x I? x 3 ,.... x n sao as raizes. 

Relaęóes de Girard 

Equaęao de 2“ grau 
ax 2 + bx + c = 0, com a *= 0 



POLfNÓMlOS 
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Ficha-resumo 
















Eąuaęao de 3 Q grau 
ax 3 + bx 2 + cx + d = 0, com a ^ 0 

Eąuaęao de 4 a grau 
ax 4 4- bx 3 + cx 2 + dx + e = 0, com a * 0 




Multiplicidade de uma raiz 

P(X) = (x - x’) m • Q(x) e Q(x) # 0 x'e raiz de P(x), com multiplicidade m. 

Raizes complexas 

Se z = a + bi (a, b G R e b 0) e raiz de uma eąuaęao algebrica de coeficientes reais, 
entao z = a - bi tambem e raiz dessa eąuaęao. 

• Uma eąuaęao algebrica de coeficientes reais possui um nu mero par de raizes 

comp!exas. , 

• Uma eąuaęao algebrica de grau impar admite pelo menos uma raiz real. 

Raizes racionais 

Eąuaęao algebrica: 

P(x) = a n x n + a n _ l x"' , + ... + a,x + a 0 = 0 (coeficientes inteiros) 

Se o numero racional^ (p € Z e q G Z*,com/) e q primos entre si) e raiz dessa eąuaęao, 
entao p e divisor de a 0 e q e divisor de a 0 . 



Ficha-resumo 


POLINÓMfOS 












Polinómios 



Complementares 

1637 Determine o valor de k, de mcdo que o 

polinómio 

P(x) = (k 2 - 25)x 3 - x ! - 2x 2 - 2x + 3 
tenha grau 2. 

1638 Dado o polinómio P(x) = 4x 2 - 8x - 3k, 
determine o valor de k, de forma que 
P(2) = 4. 

1639 Dado o polinómio P(x) = ax 3 - bx 2 + 1, 
determine os valores de a z b, sabendo-se 
que P(2) =* 1 e P(3) = 10. 

1640 (EEM-SP) Dado o polinómio 

X 3 + (2 + m)x 2 + (3 + 2m)x + 3m, calcule 
o seu valor numćrico, se x = m. 

1641 Determine os valores de a, b e c para que 
o polinómio 

P(x) = <2a - 3)x s + (b - 4> + {7c - 1) 
seja identicamente nulo. 

1642 Calcule ą be c, de modo que 

P(x} = {a - b + c)x 2 + (b + c)x + c + 2 
seja identicamente nulo. 

1643 Calcule os valores d e me n para que os 
polinómios P(x) = (3 - m)x 2 - 6x + 4 
e Q(x) = 8x 2 + (5n - 4)x + 4 sejam 
identicos. 

1644 (UEL-PR) Se o polinómio 

f = 2x 2 - 12>/2x + 4k t um quadrado 
perfeito, entao a constante real k e um 
niimero: 

a) quadrado perfeito 

b) cubo perfeito 

c) irracional 

d) divisfvel por 8 

e) primo 

1645 Determine p e q sabendo-se que os 
polinómios 

P(x) = px 2 - 12x + q e Q(x) = (2x - 3) e 
sao identicos. 


1646 O perimetro e a ćirea da figura representa- 
da sao expressos, respectivamente, por: 



a) 4rex + 4n e (5x s + 10x -I- 5 )k 

b) 6xx + Ó7t e 4nx s + 8rcx + 4n 

c) 7tx 2 e Ó7UX 

d) 4jix + 4rt e (2x 2 + 4x + 2)x 

e) (nx + jc) e (x 2 + Jt) 

1647 (Mack-SP) O resto da divisao de 

P(x) = 4x 3 + 2x s - mx + 5 por x + 2 e 1. 
Determine m. 

1648 (FEI-EEM-SP) Determine o valor de k para 
que a divisao (X 3 + kx 2 + 3x + 4) ; (x - 1) 
seja exata. 

1649 Obter o quociente e o resto da divisao do 
polinómio PCx) = 2x 3 + x 2 - 8x + 10 pelo 
binómio 2x - 3. 

1650 (Mack-SP) 


m 

x- 2 

4 

GKx) 


CKx) 

x - 6 

1 

Q,(x) 


Considerando as divisóes de polinómios 
acima, podemos afirmar que o resto da di- 
visao de P(x) por x 2 - 8x + 12 & 

a) 3x - 2 c) 2x + 2 e) x + 2 

b) x + 1 d) 2x + 1 

1651 (Mack-SP) Um polinómio P(x) foi divididO 
por x - a. Usando-se o dispositivo de 
Briot- Ruffini, obteve-se o quadro a seguir: 


a 

3 

-4 

5 

d 

e 


b 

-10 

C 

24 

40 


Determine P(x), 


Polinómios 


ExE«cfcios complementares 





















1652 CUFBA) Um aluno vchegou atrasado a aula e 



1 

-5 

-2 

24 


1 

-7 

i ti 

0 


para a divisao 


do polinómio y 3 - 5/ - 2y + 24 pelo 
binómiodoprimeirograuy +... tendosido 
apagados os numeros onde hó reticźncias, 
calcu le o maior deles. 


1653 (Santa Casa-SP) Sabe-se que a equaęao 
4x 3 - 12x 8 - x + k = 0, onde k e R, admi- 
te duas raizes opostas. O produto das 
rafzes dessa equaęao e= 

a) -12 c) ~ e) 12 

w d> | 

1654 (Cesgranrio-RJ) Um dos fatores 

de P(x) = 2x 3 - 11x 8 + 17x - 6 e 2x - 1, 
A maior raiz de P(x) £■, 

a) 1 c) 3 e) 6 

b) 2 d) 4 

1655 (Fatec-SP) O polinómio: X 3 + óx 8 + 12x + 8 

a) tern urna raiz real com multiplicidade 3 

b) tern tres rafzes reais distintas entre si 

c) tern duas rafzes complexas e nao reais 

d) tem exatamente urna raiz complexa e 
nao real 

e) nBo tem raizes reais 

1656 (UECE) Se o polinómio 

Kx) = x 3 ~K-x 2 + K‘X-1ć divisfvel 
por (x — 1 ) 8 , entao K £ igual a: 
a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 

1657 (PUC-SP) Sabe-se que os restos das divisóes 
do polinómios f = 2X 3 + 3X 2 + kX - 2 por 
X + 1 e X - 1 sao iguais, Determine o resto 
da divisao de / por (X + 1) • (X - 1). 


1659 (Mack-SP) Na equaęao 

x 3 - 5x 8 + 5x — 2 = 0, de rafzes a, b e c, 
o produto (a + 2)(b + 2) (c + 2) vale; 

a) 45 c) 35 e) 25 

b) 40 d) 30 

1660 (EEM-SP) Dado o polinómio 
P(x) = X 3 + 6x* + 6x + 5 

1) calcular P(-5); 

2) resolver a equaęao P(x) = 0. 

1661 (FEI-SP) Caicule a e b para que a igualdade 

a b _ 3x - 5 
x-3 x+1 x 8 - 2x - 3 

seja verificada para todo x € R - {-1, 3} 

1662 (ITA-SP) Se P(x) e um polinómio do 5° grau 
que satisfaz as condięóes 1 = P(1) = P(2) = 
= P(3) = PC4) = P(5) e PCó) = 0, entao temos: 

a) P(0) = 4 d) P(0) = 2 

b) P(0) = 3 e) n.d.a, 

c) P(0) = 9 

1663 O polinómio P(x) = x 3 -x 8 + x + ae divi- 
sivel por x - 1. Ache todas as raizes com- 
plexas de P(x). 

1664 (Vunesp) Os coeficientes do polinómio 
f(x) = x 3 + ax 8 + bx + 3 sao numeros in- 
teiros. Supondo que f<x) tenha duas raizes 
racionais positivas distintas, 

a) encontre todas as raizes desse polinómio 

b) determine os valores de a e 6 

1665 (Santa Casa-SP) A equaęao 

x 3 -2x ! + x- 1 = 0 admite rafzes reais? 

a) nao 

b) sim, situada no intervalo ]0,1[ 

c) sim, situada no inteivalo ]1, 2[ 

d) sim, situada no intervalo ]-1, 0( 

e) sim, situada no intervalo J—2, -1[ 


1658 (Cesesp-PE) Seja p(x) o polinómio definido 
100 

porp(x) = X ix' assinaleaaltemativaque 

i -1 

corresponde ao resto da divisao de p(x) 
porx - 1. 

a) i* c) 0 e) 5 050 

b) i! d) 1 


1666 (FGN/-SP) Considere a seguinte equaęao 
poJinomial: 

X 3 - 3x 2 - k ■ x + 12 = 0 

a) Determine k de modo que haja duas 
rafzes opostas. 

b) Determine A^de modo que 1 seja raiz da 
equaęao. Nesse caso, determine tam- 
bem as outras raizes. 
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Matematica das 
peliculas de sabao -1 

Manfredo Perdigao do Carmo 

Pesquisador Titular do Instituto de Matematica Pura e Aplicada, CNPq 

ł 

E grandę o numero de pessoas que tiveram ocasiao de 
provocar, ou simplesmente observar, o aparecimento de urna 
bolha de sabao. Bem menor e o numero daqueles que rea- 
lizaram experiencias mais cuidadosas com peliculas de 
sabao. Considere, por exemplo, a seguinte experiencia: 
solde as extremidades de um pedaęo de arame de modo a 
formar um contorno fechado qualquer, e mergulhe o contor- 
no assim formado em urna soluęao de sabao, retirando-o cui- 
dadosamente. Em geral, aparece uma pelicula muito 
fina de liquido com a forma de uma superffcie limitada pelo 
arame. Tal pelicula estś em equilibrio sob a aęao de tensao 
superficial do liquido e, alem disto, seu equilibrio e estavel; 
isto quer dizer que, para qualquer pequena perturbaęao, a 
tensao superficial foręa a pelicula a voltar a sua posięao inicial. 

Figura 1: Posięóes de 
uma boia que esta 
sujeita a permanecer 
na curva da figura 
(por melo de um 
trilho, dlgamos] e 
sobre a qual a unica 
foręa que atua ś a da 
gravidade. As 
posięóes A, DeEsao 
posięóes de eąullt- 
brlo; delas, apenas D 
e uma posięao de 
equilibrio estavel. 



horizonte 




Uma ideia intuitiva da noęao de equih'brio 
estavel pode ser obtida a par tir da seguinte si- 
tuaęao: considere as varias posięoes de uma 
bola peąuena que se move ao longo de uma 
curva, unicamente sob a aęao da gravidade (fi¬ 
gura 1). Os pontos A, D e E da figura 1 sao 
pontos de eguiltbńo, isto ć: sem outra influen- 
cia alem da aęao da gravidade, as bolas per- 
maneceriam nestes pontos. Entretanto, apenas 
o ponto D e uma posięao de equilibrio estóvel 
(para pequenas perturbaęóes, a aęao da gravi- 
dade foręa a bola deslocada a voltar a posięao 
inicial D). A situaęao da pelicula de que fala- 
mos ć inteiramente analoga, tomando-se peli- 
culas de sabao no lugar de bolas e a tensao 
superficial no lugar da gravidade. 

Fonte: extraido de CARMO, M. E “Matemdtica das 
peliculas de sabao" in Revista Ciencia Hoje. 

Rio de Janeiro, SBPC, v. 2, n. 11, 
pp. 25 e 26, maręo/abriI/1984. 


(a) 


Figura 2; 0 catenóide — Matematicamente, o 
catenólde {b) e obtido glrando a curva Indicada em 
(a) em torno do elxo £ A curva em (a), chamada 
catenaria, e a posięao de equliibrio de uma corda 
suspensa por duas extremldades, e sujelta a aęao 
da gravldade. Flslcamente, o catenóide ocorre 
como uma pelicula de sabao limltada por dols 
circulos dispostos como em (b). 

(b) 
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PATA O AoHtitto. pnmttwo, 

A ytoęĄO Ae espAęo erA hh* misterio 
incontrotA^eC. 

pAtA o Aomem Aa erA tecnoUfticA 
t o tempo ętte tern esse pApel. 


Marshall Mcluhan (1911*1980), 
sociólogo e comunicólogo canadense 



Parte I: Estatistica 


1. Conceitos introdutórios 

Populaęao e amostra 

Observe a figura. Para estuda-ła nao e preciso analisar todos os seus elementos, 
basta urna parte que lhe seja representativa. As conchisóes que obtemos sobre essa 
parte (amostra) podem ser, por analogia, extensivas ao todo (populaęao). 



Em Estatistica, ao estudarmos um conjunto de objetos, de individuos ou de ocor- 
rencias, podemos considerar todo o conjunto, chamado de populaęao, ou parte des- 
se conjunto, chamado de amostra. 

Imagine, por exemplo, um campeonato quadrangular entre Flanjengo, 
Corinthians, Atletico Mineiro e Gremio, sendo realizado em um unico dia, no 
Maracana. Se quisermos saber qual e a composięao da torcida que esta no estadio, 
podemos desenvolver o estudo, entrevistando: 

• o conjunto de todos os torcedores que estao no estadio (populaęao) 

• ou parte desse conjunto de torcedores (amostra) 

Freąiiencia absolutu e relativa 

Vamos considerar que, nesse exemplo, o conjunto de torcedores seja de 80 000, 
dentre os quais 40000 sao flamenguistas, 20000 corintianos, 12 000 atieticanos e 
8 000 gremistas. 
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Chamaremos de freąuencia absolutu de cada variavel, ou seja, a preferencia por 
um clube, o numero de vezes que essa variavel aparece no conjunto considerado. 

Chamaremos de freąuencia relativa de cada variavel, ou seja, o clube, a razao 
entre a sua freąuencia absoluta e o numero total de torcedores. Em geral, a freąuen¬ 
cia relativa e escrita em porcentagem. 


Flamengo: 


40000 
80 000 


100 


Corinthians: 


20 000 
80000 


100 


Atletico: 

Grernio: 


12 000 
80 000 


100 


8000 
80 000 


100 


50% 

25% 

15% 

10 % 


Para facilitar a apresentaęao do estudo, podemos construir: 
a) Tabelas 


Torcedores 

Freąuencia absoluta 

Freąuencia relativa 

Flamenguistas 

40000 

50% 

. Corintianos 

20000 

25% 

Atleticanos 

12 000 

15% 

Gremistas 

8 000 

10% 

Total 

80000 

100% 


b) Graficos 


* 

Grafico de barras Grafico de colunas 



Numero de 
torcedores 
(em mil) 

40+--ISI 


20 --- 

12 — 
8 — 


F C A G Time de futebol 
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Grafico de setores 



Usamos a freąuencia relativa para obter as medi- 
das dos setores: 

50% de 360° = 0,50 • 360° = 180° 

25% de 360° = 0,25 • 360° = 90° 

15% de 360° = 0,15 * 360° = 54° 

10% de 360° = 0,10 ■ 360° = 36° 




I 



< 1 ~ - 


Resolvido 

Com o objetivo de divulgar um de seus produtos, determinada industria entrevistou 600 pessoas 
para saber qual veiculo de informaęao (jomal, radio, revista e televisao) era mais utilizado por 
elas. Dentre os entrevistados, 72 preferiram jomal, 276 rśdio, 42 revista e 210 televisao. 

a) Construir uma tabela relacionando os quatro velculos de informaęao e as frequźncias absolu- 
ta e relativa. 

b) Construir o grćifico de barras e de setores para representar os dados dessa tabela. 


f -“--- 

Variavel 

(vefculos de informaęao} 

Frequencia 

absoluta 

- - \ 

Frequencta 

relativa 

Radio 

276 

m-' mk=Ą6% 

Televisao 

210 

~ ■ 100% = 35% 

600 

Jornal 

72 

m ■ m% * 1S% 

Revista 

42 

• 100% “ 7% 

Total 

600 

100% 




CoNCEITOS INTRODUTÓRIOS 


ESTATfSTICA E MATEMATICA FlNANCElKA 
























Grófico de setores 



Gilculos auxiliares: 

46% de 360° = 0,46 • 360° = 165,6° 
35% de 360° = 0,35 • 360° = 126° 


12% de 360° - 0,12 ■ 360° = 43,2° 
7% de 360° - 0,07 - 360° = 25,2° 


Propostos 

1667 Sessenta jurados escolheram a sede das pró- 
ximas Olimpladas entre cinco paises (A, B, 
C De E), Urna entrevista com esses jurados 
revelou que nove deles optaram pelo pafs 
A, seis por B, 27 por C, tres por De 15 por E. 

a) Construa urna tabela relacionando os 
paises escolhidos e as frequencias ab- 
soluta e re!ativa. 

b) Construa o grafico de colunas e o de 
setores, para representaros dados des- 
sa tabela. 

1668 Um laboratório realizou, num certo dia, no- 
venta coletas de sangue, Um dos itens ana- 
lisados foi o grupo sanguineo do sistema 
A80. Desse total, constatou-se que 27 co¬ 
letas eram do grupo sanguineo A, 36 do B, 
18 do AB e 9 do O. 

a) Construa uma tabela relacionando os 
grupos sangulneos e as frequencias ab- 
soluta e relativa. 

b) Construa o grśfico de barras e de seto¬ 
res, para representaros dados dessa ta¬ 
bela. 

1669 (Vunesp) Examine o grśfico a seguir. 

No perlodo considerado, 

a) houve um contlnuo deficit na balanęa 
comercial brasileira. 

b) houve um contlnuo crescimento no va- 
lor das exportaęóes. 

c) a maior movimentaęao financeira ocor- 
reu no ano de 1991. 


d) os maiores saldos na balanęa comercial 
ocorreram em 1990 e 1993. 

e) o menor valor de exportaęao brasileira 
verificou-se em 1992. 


Brasil - Balanęa Comercial (1990-1993) 

i' Bilhóes de dólares 



|g<ii importaęao 


(Fonie- Brasil em nómeros, 1994, IBGE.) 

1670 (Vunesp) 

i > Chumbo em vinho frances - em 19 safra s 



Os numeros encontrados estao expressos 
em picogramas por grama de vinho. Um 
picograma equivale a 10~ ie gramas. Supo- 
nhamos que a massa de 1 litro desse vinho 
seja igual a 1 kg. Nessas condięóes, deter- 
mine a quantidade aproximada de chum¬ 
bo, em miligramas, numa garrafa de 750 mi, 
safra de 1984. 
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Distribuięao de freąiiencia 

Algumas coletas com muitos dados nao favorecem a elaboraęao de tabelas detalhadas. 
Nesses casos, e mais interessante agrupar os vaIores em determinados intervalos 
que apresentam a mesma amplitudę. 

Exemplo: 

Em uma olimpiada estudantil, com alunos do ensino fundamenta], foi medi- 
da a altura de cada um dos cinąuenta participantes, encontrando-se os se- 
guintes valores, em centlmetros: 


152 

155 

167 

176 

155 

156 

166 

178 

153 

162 

155 

160 

155 

160 

162 

158 

178 

162 

152 

160 

163 

161 

155 

160 

164 

158 

179 

162 

160 

167 

151 

150 

152 

174 

167 

156 

154 

166 

162 

152 

156 

152 

171 

161 

170 

157 

151 

153 

172 

157 


Para fazermos a distribuięao de freąiiencia, procedemos da seguinte forma: 

1 Q passo Organizamos todas as medidas (dados brutos) em ordem crescen- 
te ou decrescente. Essa relaęao, assim organizada, chama-se roi. 


150 

152 

154 

155 

157 

160 

162 

c\ 

UJ 

167 

174 

151 

152 

155 

156 

158 

160 

162 

164 

167 

176 

151 

152 

155 

156 

158 

160 

162 

166 

170 

178 

152 

153 

155 

156 

160 

161 

162 

166 

171 

178 

152 

153 

155 

157 

160 

161 

162 

167 

172 

179 


2 2 passo Notamos que a menor estatura e 150 cm e a maior e 179 cm. 

Assim, a variaęao e de 179 cm - 150 cm - 29 cm. Esse valor e 
chamado de amplitudę total (H). 

3 a passo Agrupamos os valores em intervalos de classe. 

Podemos considerar, por exemplo,a classe de 150 (inclusive) a 
154 (exclusive). Em slmbolos,e denotadapor 150 i— 154.Nes- 
se caso, 150 e o limite inferior e 154 o limite superior da classe. 
A diferenęa entre o limite superior e o limite inferior e igual a 
amplitudę da classe (h). 
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Adotandose a amplitudę da classe igual a h = 4, teremos oito 
classes. 

Construimos, entao, uma tabela de freąiiencias eom classes. 


jT —T— 

Estatura 

(cm) 

» -r t . --ot- 

Freqii£ncia 
simples ou absoluta 

■ 1 ■ .. . .■— 

Freąuencia 

relativa ou percentual 

150 i— 154 

10 

-,-----i 

0,20 ou 20% 

-— j— —— ——-- 

154 158; 

11 . 

0,22 ou 22% 

158 i— 162 

9 

0,18 ou 18% 

162 i— 166 

7 

0,14 ou 14% 

166 i— 170 

5 

0,10 ou 10% 

170 i— 174 

3 

0,06 ou 6% 

i--——— -— ■—-—Jj 

174 i— 178 

2 

■ "'i 

0,04 ou 4% 

178 i— 182 

3 

0 ,06 ou 6% 

Total 

50 

- - -- 

100% 


Resolvido 

O exame de sangue de quarenta pacientes de um hospital constatou o seguinte numero de 
leucócitos (glóbulos brancos) por mm 3 . 


5800 

3900 

7100 

3500 

2800 

4500 

6900 

5700 

2000 

2400 

1500 

1400 

5900 

7200 

3100 

5800 

1300 

2100 

4100 

3400 

2000 

3100 

2900 

1600 

4000 

2500 

8300 

4200 

3200 

2400 

1900 

* 6800 

5 900 

2600 

6100 

8900 

2900 

1900 

1900 

1100 


Com esses dados, construir uma tabela de frequendas absoluta e re1ativa, considerando a am¬ 
plitudę de classe igual a 2 000 (h = 2000). 

Observando os dados, podemos estabelecer os intervalos: 


1 000 H 

-3000: 

18 pacientes 

3 000 H 

-5000: 

10 pacientes 

5000 h 

-7000: 

8 pacientes 

7 000 H 

-9000: 

4 pacientes 
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Perceba que esses intetvalos apresentam a mesma amplitudę, ou seja, o valor absoluto da dife- 
renęa entre os extremos de cada inteiva!o e o mesmo. 

3000 - 1 000 = 5000 - 3000 = 7000 - 5000 = 9000 - 7000 = 2000 

Construindo a tabela, temos; 


f -- 

Numero de leucócitos 
por mm 3 

Freqiiencia 
simples ou absoluta 

Freqiiencra 

relativa ou percentual 

1 000 f—3 000 

18 

0,45 ou 45% 

3 000 i—5 000 

10 

0,25 ou 25% 

5 000i—7 000 

8 

0,20 ou 20% 

7 0001—9 000 

4 

0,10 ou 10% 

Total 

i 

40 

100% 


Histogramas e poUgono de freąiiencias 

Alem da tabela de freąiiencias, os graficos que a representam sao de grandę valia 
para a interpretaęao dos dados coletados. 

Vamos representar por meio de graficos de colunas as freąiiencias absotuta e 
relativa do exercicio resolvido que constata a ąuantidade de leucócitos em pacientes 
de um hospital. Estes graficos sao chamados de histogramas. 































Outro recurso para representar graficamente a distribuięao de freąiiencias por 
agrupamento e o pollgono de freąiiencias. O histograma pode semr de esboęo para 
chegar ate ele. Basta, para isso, traęar os segmentos de reta consecutivos com extre- 
midades nos pontos medios das bases superiores dos retangulos que for mam o 
histograma. Veja como fica o pollgono de freąiiencias do exemplo anterior, onde 
acrescentamos os valores 0 e 10 000, com freąiiencia nula. 



































Propostos 

1671 Uma agenda bancaria fez, no ultimo dia do mes, urna pesquisa sobre os depósitos em cademe- 
ta de poupanęa e seus respectivos valores em reais, desprezados os oentavos, e obteve os 
seguintes dados: 


50 

70 

150 

90 

80 

340 

110 

320 

610 

800 

130 

120 

60 

90 

180 

270 

320 

110 

260 

340 

580 

410 

230 

210 

430 

290 

480 

60 

700 

720 

70 

90 

50 

220 

70 

240 

80 

270 

270 

350 

430 

320 

180 

420 

310 

315 

410 

490 

90 

710 

a) Considere intervalos de 0 a 200, de 200 a 400, de 400 a 600 e de 600 a 800 reais e construa 
uma tabela de frequźncias absoluta e relativa. 

b) Construa o poligono de frequśncias. 

Uma loja de caięados vendeu quarenta pares de tenis com a seguinte numeraęao: 

37 

39 

37 

35 

37 

41 

37 

39 

37 

35 

37 

39 

37 

35 

37 

39 

37 

35 

37 

41 

37 

35 

37 

33 

37 

35 

37 

33 

37 

35 

37 

39 

37 

33 

37 

39 

37 

35 

37 

33 


a) Considere os intervalos da numeraęao dos tenis de 32 a 34, de 34 a 36, de 36 a 38, de 38 a 40 
e de 40 a 42 e construa a tabela de frequencias relativa e absoluta. 

b) Construa o poligono de (fequencias. 


2. Medidas de tendencia central 

Observamos que os dados obtidos num determinado estudo estatistico podem 
ser agrupados em intervalos regulares, no easo da distribuięao por freąiiencia e orga- 
nizados sob a forma de tabelas e grafie os. 

Vejamos a seguir o calculo das medidas de posięao ou de tendencia central. Elas 
representam os conjuntos de dados pelos seus valores medios, em torno dos quais 
esses dados tendem a concentrar-se. 

Media aritmetica 

Participando da primeira eliminatória numa competięao de nataęao.ha um grupo 
de crianęas com idades representadas pelos seguintes valores:6,10, 7 , 9,8,7,9,6,10. 

A media aritmetica dos valores das idades das crianęas e determinada pelo quo- 
ciente entre a soma dos valores das idades e o numero total de crianęas. 

6 + 10 + 7 + 9 + 8 + 7 + 9 + 6+ 10 _ 72 _ 

9 “ 9 “ 8 


Medidas de tenoEncia central 
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O numero 8 e a media aritmetica dos numeros 6,10,7,9,8,7, 9, 6,10. 
Generalizando, podemos dizer que a media aritmetica (X) dos valores x 1 ,x 2 ,x 3 ,.... 
x n e determinada pelo quociente entre a soma desses valores e a quantidade dos mesmos: 



Mediana 

Retomando o exempIo anterior, vamos colocar as idades representadas pełos 
seguintes valores em ordem: 


• crescente 

6, 

6, 7, 

7, 

8, 

9, 

9, 

10, 

10, ou 



4 valores 


valor 

central 

4 yalores 

* decrescente 

10, 

10, 9, 

9, 

o 

8, 

7, 

7, 

6, 

6 


Observe que o numero 8 ocupa a posięao central entre os valores obtidos, sen- 
do chamado de mediana (M d ). 

Perceba que, nesse exemp!o, foram coletados nove dados, ou seja, um numero 
impar de informaędes. Caso o numero dessas informaęoes seja par, a mediana desses 
valores sera a media aritmetica dos dois valores centrais. 

Observe os valores no exemplo seguinte: 


6 , 6 , 


10 , 10 , 


Participando da segunda eliminatória da competięao de nataęao ha um grupo de 
crianęas com idades representadas pelos seguintes vatores: 6,6,7,7,7,7,8,9. 

'-v- J 

valor que mais se repete 

A moda (M^ e um valor que apresenta maior freąiiencia, ou seja, que se repete o 
maior numero de vezes. Ź rcpresentado por M o . No exemplo acima, temos: M 0 = 7. 



7, 7, | 7, 8, 

I yalores 
: centrais 


9, 9, i 8, 7, 


9 , 9 , 10 , 10 


7, 7, 6, 6 


M- = - § 4 2 = 7,5 


Moda 
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Tambem ha a possibilidade de a moda ser representada por mais de um valor, 
Observe a seąuencia de valores: 


6, 6, 7, 7, 7, 8, 9, 9, 9 
- - * s - J 


valor que mais 
sc repete 


valor quc mais 
se repete 


Nesse caso, as modas sao 7 e 9. 


Resolvidos 

1 O Brasil extrai petróleo de sete bacias submarinas, num total de 91 plataformas. As plataformas 
estao assim distribuidas: Bacia de Santos (2), Bada de Campos (27), Bacia do Espfrito Santo (3), 
Bacia do Rec6ncavo (7), Bacia Sergipe/Alagoas (25), Bacia Potiguar (18) e Bacia do Cearś (9). 
Com esses dados, calcular a mćdta aritmćtica, a mediana e a moda. 

Media aritmćtica: x = 6 + 3 + 7 + 9 + 18 + 25 + 27 „_ 13 

Mediana: observe que o numero de informaęóes e impar, portanto o valor central corresponde 
a mediana. 

2, 3, 7,(9) 18, 25, 27 
t_M d = 9 

Moda: neste caso, nenhum va!or se repete, portanto, nao ha moda. 

2 Pesquisa realizada recentemente revela que nos ultimos anos o consumo de cigarros vem cres¬ 
cendo entre as mulheres. Parte desse estudo permitiu a montagem de urna tabela de frequźnci- 
as, que relaciona a quantidade de cigarros consumidos diariamente, entre 1 000 mulheres fu- 
mantes. Calcular a mćdia aritmćtica e analisar os possiveis valores da mediana e da moda. 


r --- 

Cigarros consumidos 
diariamente 

FreqiiSncia 

absoluta 

r T ‘ > 

Freąuencia 

relativa 

15 l—20 

150 

15% 

20 i—25 

300 

30% 

25 l—30 

250 

25% 

30 i—35 

200 

20% 

35 t—40 

100 

10% 

Total 

*___ 

1 000 

100% 
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Obsetve que, nesse caso, o consumo de cigarros esta representado na tabela por intervalos cuja 
amplitudę ź 5. Vamos determinar, inicialmente, o ponto medio de eada intervalo; 


151 —20 — ► o ponto medio e 
201—25 — o ponto medio e 
251— 30 — - o ponto medio e 
30 1 —35 — - o ponto medio i 
351—40 — - o ponto medio e 


15 + 20 

2 

20 + 25 

2 

25 + 30 

2 

30 + 35 

2 

35 + 40 

2 


= 17,5 


= 22,5 


= 27,5 


= 32,5 



Conhecendo a frequencia de cada inter/alo e o respectivo ponto medio, temos: 

_ 17,5 ■ 150 + 22,5 • 300 + 27,5 • 250 + 32,5 • 200 + 37,5 * 100 

Media antmetica: x = — - - L ---- 

x = 26,5 

Como nao conhecemos a frequencia dentro de um intervaio, nos limites deste curso, nao temos 
condiędes de determinar a mediana ou a moda. No entanto, podemos assegurar que a mediana 
esta no terceiro intervato, pois aqui eia z dada pela media aritmetica dos 5QQ S e 501 s valores, 
supondo todos os dados colocados em ordem crescente. Quanto 6 moda nada podemos afirmar. 


Propostos 

1673 (PUC-SP) O histograma abaixo apresenta a distribuięao de frequśncia das fabcas salariais numa 
pequena empresa. 

ii Numerode 
fmctonśrios 


4 

9 



90 


00 


2500 Sśtario 
em rcats 


Com os dados disponiveis, pode-se concluir que a mćdia desses salarios Ł, aproximadamente: 
a) R$ 420,00 b) R$ 536,00 c) R$ 562,00 d) R$ 640,00 e) R$ 708,00 
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1674 Com o objetivo de orientar pessoas com 
problemas cardiovasculares, urn nutricio- 
nista divulgou tabela relacionando deter- 
minados alimentos com a gordura saturada. 


/-—- 

Alimento 

Gordura 
saturada 
(em gramesl 

leite integral (1 copo) 

5,1 

carne de porco (100 g) 

3,2 

bife magro(100 g) 

2,7 

flgado(100 g) 

2,5 

frango (100 g) 

2,0 

iogurte desnatado (1 copo) 

1,8 

ovo{1) 

1,7 

lula (100 g) 

0,4 

camarao (100 g) 

0,2 

óleo de coco (colher/sopa) | 

0 

óleo de milho (colher/sopa) 

0 

-_^ 


Calcule a media aritmćtica, a mediana e a 
moda desses va!ores. 


1675 Desejando lanęar uma nova pasta dental, 
urna industria pesquisou sobre os valores 
cobrados por nove marcas concorrentes e 
obteve os seguintes valores, em reais: 1,12; 
1,00; 1,07; 1,18; 1,60; 1,90; 0,92; 2,02; 1,70; 
1,12. Caicule a mćdia aritmśtica, a moda e 
a mediana desses valores. 

1676 Verificando a durabilidade de 48 pilhas ele- 
tricas, quando utilizadas sem interrupęao, 
obtivemos os seguintes dados, em quanti- 
dade de dias: 


/ - - 

Durabilidade 

(em dias) 

Numero de 
pilhas eletricas 

0i—2 

0 

2i—4 

16 

4i—6 

18 

6l—8 

12 

81—10 

2 

Total 

48 

- J 


Calcule a durabilidade mćdia dessas pilhas. 


1677 (PUC-SP) A mćdia aritmćtica de 100 nume- 
ros ś igual a 40,19. Retirando-se um desses 
numeros, a mddia aritmćtica dos 99 nume- 
ros restantes passarś a ser 40,5. O numero 
retirado equivale a= 

a) 9,5% d) 750% 

b) 75% e) 950% 

c) 95% 

1678 Alć, Bia e Cćlia tem a mesma idade. A soma 
dessas idades com as de Dea (13), Solan- 
ge (18) e Fausto (20) Ł 96 anos. Qual t a 
moda e qual e a media aritmćtice dessas 
seis idades? 

1679 (FAAP-SP)Naseleięoesem 1 c tumoemtodo 
o pais, no dia 3 de outubro de 1996, inau- 
gurou-se o voto eletrónico. Numa determi- 
nada seęao eleitoral, cinco eleitores demo- 
raram para votar, respectivamente: 1 min 04s, 
Imin 32s, Imin 12s, Imin 52s e Imin 40s. 

A mćdia aritmćtica do tempo de votaęao (em 
minutos e segundos) desses eleitores 6: 

a) 1min28s d)1min04s 

b) 1min58s e)2min04s 

c) Imin 

1680 (Unicamp-SP) A mśdia aritmćtica das ida¬ 
des de um grupo de 120 pessoas ź de 40 
anos. Se a mćdia aritmćtica das idades das 
mulheres t de 35 anos e a dos homens t 
de 50 anos, quai o numero de pessoas de 
cada sexo, no grupo? 

1681 (Fuvest-SP) A distribuięao das idades dos 
alunos de uma classe t dada pelo seguinte 
grafico: 



Qual das altemativas representa a melhor 
mćdia de idades dos alunos? 

a) 16 anos e 10 meses 

b) 17 anos e 1 mes 

c) 17 anos e 5 meses 

d) 18 anos e 6 meses 

e) 19 anos e 2 meses 
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3. Medidas de dispersao 

Ao efetuar os calculos da media aritmetica, mediana e moda, pudemos observar 
que sao medidas de tendencia central, ou ainda, sao valores em torno dos ąuais os 
dados se distribuem. 

Vamos agora analisar o numero de gols por partida da ultima rodada de um cam- 
peonato de futebol, 


--' 

Jogos 

® 


r 

® 

® 

® 

© 

Numero 

de gols 

-—- 1 

5 

0 

u 

3 

4 

7j 


Nessa rodada, a media aritmetica de gols por partida foi: 


x = 


5 + 0 + 11 + 3 + 4+1 

6 


24 x I 
— = 4 gols 

6 


Observando a tabela de gols, temos que os jogos (T), com 0 gol, e (§), com 11 
gols, estao bem mais distantes da media x = 4 do que os jogos (T), com 5 gols, e(4), 
com 3 gols. 

Em Estatistica, podemos ter urna ideia de como esses dados se distribuem em 
torno da media, ou seja, se estao muito ou pouco dispersos. 

Para tanto, basta calcular as medidas de dispersao que sao: o desvio medio, a 
variancia e o desvio padrao. 


Desvio medio (D m ) 

Yamos veriflcar o desvio do valor que representa o numero de gols de cada par¬ 
tida em relaęao a media x = 4. 


A ^ 

Jogos 


® 

© 

© ] 


© 

L Ą 

Desvlos 

---- 

X, - x 

5-4=1 

x 2 - X 

0 - 4 = -4 

x 3 — X 

11-4 = 7 

r— , - ■*- 

x 4 - X 
3-4 = -1 

x 5 - X 

4-4 = 0 

x 6 -x 

- * z 


O desvio medio e calculado pela media aritmetica dos valores absolutos dos 
desvios: 

111 + I—4[ + |7| + [-11 + 101 + [-31 _ 16 _ „ * 
- 6 ' 6 “ ' 
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Conduindo, podemos dizer que a medida de dispersao determinada pela media 
aritmetica dos valores absolutos dos desvios e chamada desvio medio (D ). 



Varidncia (V ) 

1 arS 

A dispersao dos dados tambem pode ser calculada considerando-se os cjuadrados 
dos desvios medios. A media aritmetica desses quadrado$ chamamos de variancia (Y^). 



Considerando como exempIo a mesma rodada do campeonato de futebol, tere- 
mos o seguinte calculo da variancia: 

_ (l) 2 + C-4) 2 + (7) 2 + (-1) 2 + (O) 3 + (-3) 2 76 „ . 

V -~“ 6 12)6 

Desvio padrdo (S) 

O desvio padrao (S) e utilizado para representar a dispersao dos valores, sendo 
caiculado pela raiz quadrada da variancia. 


- 


No exempio anterior o desvio padrao sera: 


S S 4w> 
S = 3,5 
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ResoIvidos 

1 Determinada editora pesquisou o numero de pśgmas das revistas mais vendidas em uma cidade. 


Revistas 

A 

B 

C 

D 

E 

1 

F 

Numero 
de pśginas 

62 

90 

88 

92 

110 

86 


Calcular. 

a) o numero mćdio de póginas O a variancia 

b) o desvio mśdio d) 0 desvio padrao 

a) o numero mćdio de paginas <t x. 

_ _ 62 + 90 + 88 + 92 + 110 + 86 = 8g 
X - ~ 6 

b) o desvio mćdio e D m 

162 - 88 ! + !90 - 881 + |88 - 881 + 19 2 - 881 + 1110 - 881 + 186 - 88 [ = g ^ 

D m - ■ 

c) a variancia t V af 

(62 - 88 ) s + (90 - 88) 9 + (88 - 8 8 ) ł + (92 - 88 f + (110 - 88 ? ± (86 - 88 ? = 1Q7 3 
" Ó 


d) o desvio padrao t 5 
$ = /77 = ^3 =14 


2 Após urn ano de funcionamento, uma matemidade registrou o nascimento de 720 crianęas, em 
parto norma!. Os dados referentes a altura dessas crianęas permitiu a construęao desta tabela. 


— 

Altura 
{em cml 

Numero de 
crianęas 

45!—47 

80 

471—49 

260 

491—51 

200 

511—53 

160 

531—55 

20 

Total 

L_ 

720 

-^ 


Calcular; 

a) a altura mćdia c) a variancia 

b) o desvio módio d) o desvio padrao 


a) Considerando que os dados foram agrupados em 
inten/alos, vamos calcular o ponto mćdio de cada 
intervalo. 


— 

Altura 

Ponto medio 

* 

Freąuencia 

_ fu --- 

451—47 

46 

80 

471—49 

48 

260 

491— 51 

50 

200 

511— 53 

52 

160 

531—55 

54 

20 

Total 

^ _ —- 


720 



j 
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Levando em conta a frequencia de cada intervalo e o respectivo ponto mćdio, temos: 


altura mćdia: x = ® - 46 + 260 ' 48 + 200 ' 50 ± ™ 52 + 20-54 _ 

720 “ 

b) desvio mćdio: 

n _ 80 • 146 ~ 4 91 ± 260 ■ 148 - 491 + 200 • |50 - 491 + 160 • |52 - 49 | + 20 • [54 - 491 
m 720 


1,8 


c) vari6ncia 

v _ 80 ■ (46 - 49 f + 260 - (48 - 49/ + 200 ■ (50 - 49/ + 160 • (52 - 49/ + 20 • (54 - 49/ 
* “720 " “ 

d) desvto padrao: S = = ^ 4^3 = 2 


Propostos 

1689 Uma pesqutsa realizada pela Secretaria da Saude de uma cidade, visando conhecer os hśbitos 
de higiene bucal da populaęao, identificou num de seus itens o tipo de creme dental mais 
consumido e tabelou os seguintes dados: 


{ -—“- 

Tipo de 
creme dental 

Fluor 

Bicarbonato 
de sódio 

Menta e 
fluor 

Fluor e 
bicarbonato 
de sódio 

Numero de 

pessoas 

80 

20 

60 

40 


Calcu le; 

a) a mćdia aritmćtica desses valores c) a variśnda 

b) o desvio mćdio d) o desvio padrao 


1683 Em um supermercado, a reposięao de pacotes de arroz, nesta segunda-feira, permitiu a constru- 
ę3o da seguinte tabela de dados: 

Calcule; 

a) a mćdia de pacotes repostos 

b) o desvio mćdio 

c) a variancia 

d) o desvio padrao 


1684 Uma distribuidora pesquisou o 
consumo de refrigerantes entre di- 
ferentes faixas etórias, para melhor 
direcionar a sua campanha publi- 
citćria. 

Baseado nos dados, calcule: 

a) a idade mćdia dos consumido- 
res 

b) o desvio mćdio 

c) a variancia 

d) o desvio padrao 


Idade dos consumidores 

Numero de consumidores 

10 i—14 

60 

141—18 

100 

18l—22 

130 

22 l—26 

90 

26 1—30 

20 

Total 

400 



Marca do 
arroz 

A 

B 

C 

D 

E 

Ouantidade 
de pacotes 

120 

60 

280 

200 

140 


Meoidas de dispessao 
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Parte II: Matematica financeira 

4. Introduęao 

O estudo c o desenvolvimento da Matematica financeira estao vinculados ao 
sistema económico. O mundo, hoje, esta de alguma forma iigado a economia de 
mercado, de modo que e importante termos noęoes sobre esse estudo matematico 
para melhor compreender os mecanismos das operaęóes financeiras. 

5. Porcentagem 

Quando escrevemos 7% — Iemos: sete por cento — estamos usando urna outra 
forma para representar a razao , tambem chamada de razao centesimal. 

Por cento e lima expressao representada pelo simbolo %,que significa centesimos. 
Logo, 7% = TT- = 0,07. 


Exemplos: 


a) 15% = 


15 

100 


= 0,15 


b) 2.9% = ~ = 0,029 


c) 174% = 


174 

100 


1,74 


d) 305,2% = 


305,2 

100 


3,052 


Resolvidos 


1 Escrever sob a forma de porcentagem os seguintes numeros: 
a) 0,96 b> 0,038 


a) °' 96 96% 


b) 0,038 -Jtfi- 3,8% 


2 Calculan 
a) 35% de 90 

a) 35% de 90 = 


35 

100 


90 = 31,5 


b) 25% de 80% 

1 50 

b) 25% de 80 %=|L.|L 

1 


20 

100 


= 20 % 


- 
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Propostos 


1685 Escreva sob a forma decimal as seguintes 
porcentagens: 

a) 5% b) 64% c) 7,9% 

1686 Use porcentagens para representar os nu- 
meros: 

a) 0,36 b) 0,04 c) 0,009 

1687 Calcule: 


a) 22% de 70 

b) 5% de 30 


c) 9,1% de R$ 50,00 

d) 359,1% de 770 g 


1688 Calcule: 

a) 6% de 20% c) 32% de 45% 

b) 12% de 40% 

1689 (Fuvest-SP) Calcule (10%) 5 . 

a) 100% c) 5% e) 0,1% 

b) 20% d) 1% 






3 


i (Fuvest-SP) Que numero de/e ser somado 
ao numerador e ao denominador da fraęao 

, f- para que ela tenha um aumento de 20%? 


1691 




a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5 


(Fatec-SP) Numa eleięao para prefeito de 
uma certa cidade, concorreram somente os 
candidatos Az B. Em uma seęaoeleitora! 
votaram 250 eleitores. Do numero total de 
votos de uma urna dessa seęao, 42% fo- 
ram para o candidato A, 34% para o can- 
dldato B, 18% foram anuiados e os restan- 
tes estavam em branco. Hrando-se ao aca- 
so um voto dessa urna, a probabilidade 
de que seja um voto em branco ź: 


a) 100 


b >^ 

e) ^ 

c) ^ 


(Santa Orsula-RJ) Se um trabalhador rece- 
be um corte de 20% no seu satórlo, e!e só 
vai readquirir o sślario original se tiver um 

aumento de; 
a) 20% 

d) R$ 20,00 

b) 25% 

c) 22,5% 

e) R$ 25,00 


6 . Lucro 

Em uma transaęao comercial ha a possibilidade de se obter lucro. Isso ocorre 
quando o valor de venda e maior do que o valor de custo (ou de compra). A taxa 
percentual desse lucro pode ser calculada considerando-se o valor de compra ou de 
venda do produto. Vamos observar o caso seguinte: 

Um televisor foi comprado por R$ 300,00 e vendido por R$ 450,00. Vamos de- 
terminar a taxa percentual do lucro obtido. 

Para facilitar o estudo, vamos adotar: 

C —► vaior de custo ou inicial 
V —► valordevenda 
L — *■ lucro 

i L —- taxa percentual de lucro 

O lucro e determinado por: 

----- - 

L = V - C, onde V > C 


No exemplo: L = 450,00 — 300,00 = 150,00 


Lucro 


63 
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A taxa percentual de lucro em relaęao ao vaIor de custo e dada pela razao entre 
o lucro e o valor de custo. 


i. = — ■ 100% 

L c 


Novamente, no exemplo: i L = • 100% = 50% 

► Notę que 100% = 1, ou seja, i L = ^ = 0,5 = 50%. 

A taxa percentual de lucro em relaęao ao valor de venda e dada pela razao entre 
o lucro e o valor de venda. 


i. = - * 100% 
L V 


No exemplo: i L = • 100% = 33,3% 


Resolvidos 


I 


1 O preęo de custo de um pneu para carro t de R$ 60,00 e foi vendido com lucro de R$ 30,00. 
Calcu lar: 

a) o preęo de venda 

b) a taxa percentual de lucro em relaęao ao valor de custo 

a) L = V - C => 30,00 = V - 60,00 => V - R$ 90,00 


b) i t = ^ • 100% 4 i L = • 100% = 50% 


2 O va!or de custo de um telefone sem fio ć de R$ 220,00. Foi vendido com 20% de lucro sobre o 
preęo de custo. Por quanto foi vendido? 

L « 20% • 220,00 = 0,20 • 220,00 = 44,00 

L = V - C => 44,00 = V - 220,00 =>V=R$ 264,00 

Tambem poderiamos fazer: 

L = V — C => V = C + L 

V = C + 0,20 C => V - (1 + 0,20) C =* V = 1,20 C 

V = 1,20 - 220,00 => V = R$ 264,00 


6 
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3 Um relógio foi vendido por R$ 350,00 com R$ 70,00 de lucro sobre o valor de custo. Qual o 
preęo de custo e a taxa percentual de lucro sobre o valor de venda? 

L = V - C => 70,00 = 350,00 - C => C = R$ 280,00 



4 Uma bicicleta foi vendida por R$ 600,00 com uma taxa percentual de lucro de 25% sobre o valor 
de venda. Calcular o valor de custo dessa bicicleta. 

L = 25% • 600,00 => L = 0,25 * 600 - 150,00 

L = V - C => 150,00 = 600,00 - C => C = R$ 450,00 

5 Dois sócios, um fabricante e um vendedor, concordaram em ter um mesmo ganho, em reais, na 
produęao e na comerdalizaęao de um objęto. O fabricante propós, para cada um deles, um 
ganho de 20% sobre o preęo de custo. Jó o vendedor propós um ganho de 20% sobre o preęo 
de custo para cada um deles. Qual das duas propostas respeita o acordo? 

x = preęo de custo do objęto 

Na ptoposta do fabricante o preęo de custo para o fabricante e o preęo de custo para o vende- 
dor ź x. EntaO: 

Lucro do fabricante = 20% de x = 0,20x ) 

^ iguais 

Lucro do vendedor = 20% de x = 0,20x J 

Na proposta do vendedor o preęo de custo para o fabricante e x e o preęo de custo para o 
vendedor e o preęo que o fabricante Ihe faz, isto e, 1,20x. EntaO: 

Lucro do fabricante = 20% de x = 0,20x 1 d jf erentes 

Lucro do vendedor = 20% de 1,20x — 0,20 ■ 1,20x = 0,24x j 

A proposta do fabricante respeita o acordo. 


Propostos 


1696 (Fuvest-SP) Um vendedor ambulante 


de sens produtos com um lucro de 50% 
sobre o preęo de venda. Ent3o o seu lucro 
sobre o preęo de custo ś de; 


1693 O preęo de custo de um aparador de 
grama t de R$ 160,00, Foi vendido por 
R$ 240,00. Qual a taxa percentual de lucro 
sobre o preęo de custo? 


a) 10% 

b) 25% 

c) 33,333% 


d) 100% 

e) 120% 


1694 Um motor vendido por R$ 1200,00 deu um 
lucro de 20% sobre o valor de venda. Qual 
o valor de custo desse motor? 


1697 (PUC-SP) Para publicar certo livro, hó um in- 
vestimento inicial de R$ 200000,00 e, depois, 
um gasto de R$ 5,00 por exemplar. Celculan- 
do-se o custo por exemplar, numa tiragem . 
de 4 000 exemplares e uma tiragem de 16 000 
exemplares, obtóm-se, respectivamente: 



1695 (Fuvest-SP) Uma certa mercadoria que, cus- 
tava R$ 12,50, teve um aumento, passando 
a custar R$ 13,50, A majoraęao sobre o pre¬ 
ęo antigo foi de : 

a) 1,0% d) 8,0% 

b) 10% e) 10,8% 

c) 12,5% 


e) R$ 105,00 e R$ 26,25 


tACI I l|JlOl W, 

a) R$ 55,00 e R$ 22,00 

b) R$ 55,00 e R$ 13,75 

c) R$ 105,00 e W 30,00 


^C0'R$ 55,00 e R$ 17,50 



Lucro 
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1699 (PUC-SP) Usando urna unidade monetaria 
conveniente, o lucro obtido com a ven- 
| da de urna unidade de certo produto t 


1698 (PUC-SP) Uma certa mercadoria que custa- 
f va R$ 12,50 teve um aumento, passando a 
custar R$ 14,50. A taxa de reajuste sobre o 
| preęo antigo ć de; 

a) 2,0% d) 11,6% 

! b) 20,0% e) 16,0% 

c) 12,5% 



x - 10, sendo x o preęo de venda e 10 o 
preęo de custo. A quantidade vendida, a 
cada mes, depende do preęo de venda e 
t, aproximadamente, igua! a 70 - x. Nas 
condięóes dadas, o lucro rmensal obtido 
com a venda do produto e uma funęao 
quadratica de x, cujo va!or mśximo da uni¬ 
dade monetória usada i- 


a) 1 200 

b) 1 000 

c) 900 


d) 800 

e) 600 


7. Desconto 


Ja vimos que uma transaęao comercial pode dar lucro. De forma analoga, pode 
ocorrer prejuizo. Isso acontece quando o valor de venda e menor que o valor de 
custo (ou de compra). Por razoes comerciais, pode ainda ocorrer um desconto. Um 
desconto nao implica necessariamente em um prejuizo, mas para o calculo da taxa 
percentual.seja de um desconto, seja de um prejuizo, procedemos da mesma manei- 
ra: comparamos o módulo da diferenęa entre os preęos de custo e de venda com o 
preęo de custo ou com o preęo de venda conforme a conveniencia do contexto. 

► Os termos prejuizo e desconto apresentam significados diferentes dependendo 
do contexto apresentado. No entanto, aqui nao faremos distinęao. 

Veja o seguinte caso: 

O custo de uma impressora e de R$ 700,00. Numa liquidaęao, foi vendida por 
R$ 400,00. Vamos determinar essas taxas percentuais. 

Para facilitar o nosso estudo, vamos adotar: 




D = desconto ou prejuizo 
i D = taxa percentual de desconto 


O desconto e determinado por: 


D = [C -V| 


\ 


No exemp!o, fica: D = |700,00 - 400,001 - 300,00 
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A taxa percentual de desconto, em relaęao ao valor de custo, e dada pela razao 
entre o desconto e o va!or de custo. 



, . 300,00 _ AAa/ 

Novamente, noexemplo: i D = — * 100% = 43/a 

A taxa percentual de desconto em relaęao ao valor de venda e dada pela razao 
entre o desconto e o valor de venda. 



Ainda no exemp!o: i D = 

x c ^ r ci i < 



Resolvidos 


1 O preęo de custo de uma calculadora e de R$ 160,00 e foi vendida com desconto de R$ 20,00 
sobre esse preęo de custo. Calcular: 

a) o vaior da venda 

b) a taxa percentual de desconto em relaęao ao va!or de custo 


a) D = |C - V| 

Nesse caso, o preęo de venda e menor do que o preęo de custo. 

r 140,00 

20,00 = 1160,00 - V| => ±20,00 = 160,00 - V => V = ] ou 


180,00 (nao convem) 


W !,, = §• 100% ^ = ^-100%-12,5% 


2 O valor de custo de um ventilador e R$ 110,00. A sua venda foi realizada com um desconto de 
10% sobre o preęo de custo. Qual o valor da venda? 

D = 10% • 110,00 = 0,10 ■ 110,00 = 11,00 
Como, nesse caso, V < C, temos: 

D = |C-V|=*D = C- V=> 11,00 = 110,00 - V => V = 99,00 
Logo, o valor de venda foi de: R$ 99,00. 

Tembem podemos fazer; 

D = C- V=>V = C- D=>V = C- 0,10C = d - 0,1 0)C = 0,90C 
V = 0,90 • 110,00 => V = R$ 99,00 


Desconto 
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3 Ums serra elćtrica foi vendida por R$ 450,00, com R$ 50,00 de prejufzo sobre o valor de custo. 
Qual o valor de custo e a taxa percentual de prejufzo sobre o valor da venda? 

Nesse caso, o valor do custo i maior do que o preęo de venda, entao: 

D = C - V => 50,00 = C - 450,00 =*■ C = R$ 500,00 



4 Ao vender uma moto por R$ 2 600,00, um comerciante utilizou taxa percentual de desconto de 
15% sobre esse valor de venda. Calcular o valor de custo dessa moto. 

D = 15% -2 600,00 => D = 0,15 - 2600,00 = 390,00 

Como V < C, temos: 

D = C - V => 390,00 = C - 2600,00 => C = R$ 2990,00 

5 O alusuel de uma casa 6 de R$ 800,00. Se houver atraso no pagamento hś uma multa de 
R$ 200,00. Porćm, por estrategia ou para evitar possfveis impedimentos legais, uma imobiltória 
faz rezar no contrato que o aluguel ć de R$ 1000,00 e que, em nao havendo atraso no pagamen- 
to, hś um desconto de R$ 200,00. Dessa forma, o que e multa vira desconto. Qual taxa percentual 
ź maion a da multa ou a do desconto? 

As taxas sao calculadas em relaęao ao aluguel. Entao, temos; 


taxa de desconto — ► 


taxa de multa 



Portanto, a maior e a taxa da multa. 


Propostos 


1704 


(Vunesp) As promoęoes do tipo "leve 3 e 
pague 2", comuns no comśrcto, acenam 
com um desconto, sobre uma unidade ven- 
dida, de: 

a) -y % d) 30% 

b) 20% e) ~ % 

c) 25% 


1700 O valor de uma Brasflia branca i de 
R$ 2 400,00. Foi vendida por R$ 1 600,00. 
Qual a taxa percentual de desconto sobre 
o valor inicial? 


b) 20% 


1701 A venda de um terreno por R$ 12000,00 
proporcionou um prejufzo de 40% sobre 
o valor de venda. Qual o valor de custo 
desse terreno? 


1705 (Mack-SP) Uma loja comunica a seus clien- 
tes que promover3, no próximo mes, um 
p desconto de 30% em todos os seus pro- 
dutos. Na ocasiao do desconto, para que 
um produto que hoje custa Rmantenha este 
preęo, ele devera ser anunciado por : 


1702 A concorrźncia fez com que um saco de 
cimento, cujo valor inicial era de R$ 7,00, 
fosse vendido por R$ 5,60. Qual a taxa de 
desconto sobre o preęo inicial? 




1703 Um carro e vendido com um desconto de 
20% sobre o preęo de tabela. Supondo 
que houve lucro, qual a taxa de desconto 
sobre o valor de custo? 
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706 (Fatec-SP) Desejo comprar urna televisao a 
I vista, mas a quantia Q que possuo corres- 
ponde a 80% do preęo P do aparelho. O 
vendedor ofereceu-me um abatimento de 
5 % no preęo, mas, mesmo assim, faltam 
R$ 84,00 para realizar a compra, Os valores 
de P e Q sao, respectivamente: 

a) R$ 520,00; R$ 410,00 

b) R$ 530,00; R$ 419,50 
C) R$ 540,00; R$ 429,00 

| d) R$ 550,00; R$ 438,50 
e) RS 560,00; R$ 448,00 



(Mack-SP) Numa loja, a soma dos preęos 
dos produtos A e B era R$ 280,00. Durante 
urna promoęao, o preęo de 8 sofreu um 
desconto de 25%, passando a custar o 
mesmo que A. Dessa forma, na promoęao 
a soma inicial dos preęos sofreu urna redu- 
ęao de: 

a) R$ 20,00 

b) R$ 25,00 

c) R$ 30,00 

d) R$ 35,00 

e) R$ 40,00 


8. Acrescimos sucessivos 

Varios sao os fatores que determinam o preęo de um produto. A lei da oferta e da 
procura e um desses fatores que obriga, as vezes, mais de um reajuste de preęos, 
para valores maiores (acrescimos sucessivos) ou para va!ores menores (descontos 
sucessivos). 

Se um produto com preęo inicial P 0 sofre acrescimos sucessivos, cujas taxas 
percentuais sao i p i 2 ,...,i n ,entao o preęo desse produto após n reajustes e P n ,dado por: 



Particularmente, esses acrescimos podem apresentar taxas percentuais iguais, 
ij = i 2 = ... = i n = i. Neste caso, temos: 



+ i) n 


Observe este exemplo: 


Durante a entressafra o preęo do cafe, que era de R$ 30,00 a saca, sofreu 
aumentos sucessivos de 10%, 5% e 15% nos tres primeiros meses. 

O preęo atual e dado por: 

P 3 = 30 ,o°( 1+ ^5)' ( 1+ ilo)- ( 1+ ^) 

P 5 = 30,00 ■ 1,1 • 1,05 - 1,15 => P 3 = R$ 39,85 

6 3 


Acrescimos sucessivos 
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ResoIvidos 

1 O leite B teve trśs aumentos sucessivos de 5% eada. Calcu lar o vaior atual, sabendo que o preęo 
do litro antes dos reajustes era de R$ 0,60, 

P 3 = 0,60 ■ (i + => Pj - 0,60 • (1,05) 3 

P 3 s 0,69 => P n = R$ 0,69 

2 Determinar o preęo de venda P„ após n aumentos sofridos por um par de sapatos, cujo valor 

inicial era P 0 e as taxas percentuais de aumento foram i,, i 9 .I n . 

Considerando P 1 o preęo de venda após o primeiro reajuste, temos: 

preęo inicial aumento 

Considerando P s o preęo de venda após o segurdo reajuste, temos: 

P 5 = P, + (i s * P,)P, * (1 + y ® 

Substituindo (T) em ®, temos: 

p s = p 0 • o + 1,) ; d + y 

Utilizando o mesmo raciocinio ate o enesimo reajuste, temos: 

p n = p 0 • d + i,) • (1 + i e ) • ... • (1 + y 


Propostos 

1708 O aumento da procura por ovos de Pascoa 
fez com que o seu preęo sofresse dois au¬ 
mentos, de 15% e 12%, respectivamente. 
Se, antes dos aumentos, o preęo de um ovo 
de 500 g era R$ 28,00, qual o preęo atual? 

1709 O governo autorizou tr£s aumentos suces- 
sivos no valor do litro da gasolina, de 8% 
cada. Calcule o preęo atual do litro, saben¬ 
do que o valor anterior era de R$ 0,56. 

1710 (Fuvest-SP) O preęo de certa mercadoria 
sofre anualmente um acrćscimo de 100%. 
Supondo que o preęo atual seja R$ 100,00, 
daqui a tres anos o preęo serś: 

a) R$ 300,00 

b) R$ 400,00 

c) R$ 600,00 


d) R$ 800,00 

e) R$ 1 000,00 

1711 A módia aritmćtica entre 20 e 80 t igual a 
50.0 preęo de urna mercadoria que sofre 
reajustes sucessivos de 20% e de 80% se¬ 
ria o mesmo se sofresse reajustes sucessi- 
vos de 50% e de 50%? 

1712 (Fuvest-SP) Atualmente, 50% das gaivotas 
de certa regiao sao brancas e 50% sio cin- 
zentas. Se a populaęSo da espćcie branca 
aumentar 40% ao ano, e a da espćcie cin- 
zenta aumentar 80% ao ano, qual serś, 
aproximadamente, a porcentagem de gai- 
votas brancas daqui a dois anos? 

a) 50% d) 14% 

b) 38% e) 9% 

c) 26% 
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(Fuvest-SP) No dia 1° de setembro foi aberta uma caderneta de poupanęa e depositada uma 
quantia x. No dia 1 a de dezembro do mesmo ano, o saldo era de R$ 665 500,00. Sabendo que, 
entre juros e coireęao monetśria, a caderneta rendeu 10% ao mes, qual era a quantia x, em 
milhares de reais? 

a) 650 d) 500 

b) 600 e) 450 

c) 550 


9. Descontos sucessivos 

Ja vimos que numa transaęao comercial o preęo de um produto pode sofrer 
acrescimos sucessivos. Da mesma forma, os preęos de um produto podem ter des¬ 
contos sucessivos. 

Vejamos: 

Se um produto com preęo inicial P 0 sofre descontos sucessivos, cujas taxas 
percentuais sao i v i 2 ,i n , entao o preęo desse produto após n descontos sera P fl . 


/ i 

P n = P 0 (l-i 1 )-(l-i 2 )-...-(l-i n ) 

- , 


Particularmente, esses descontos podem apresentar taxas percentuais iguais, 
ii = i 2 = = i n = i, e neste caso, teremos: 




Observe o exemplo: 


Alguns artigos importados fizeram com que o preęo de um eletrodomestico, 
que era de R$ 170,00, sofresse tres descontos sucessivos de 3%, 5% e 2%. O 
preęo atual e dado por: 

P } = 170,00 • 0,97 • 0,95 • 0,98 => P 3 = R$ 153,52 


Descontos sucessivos 


ESTATfSTlCA E MATEMATICA FINANCEIRA 









Resolvidos 


1 Para atingir uma fatia do mercado consumidor, o preęo de uma bicicleta, cujo valor inicial era de 
R$ 780,00, sofreu quatro descontos sucessivos de 7% cada. Calcular o preęo de venda atual. 


P 4 


= 780,00 • 



V 

) 


- 780,00 ■ (0,93) J = 583,48 => P, s R$ 583,48 


2 Determinar o valor de venda P n após n descontos sofridos no preęo de um automóvel, cujo valor 
inicial era P 0 e as taxas percentuais de desconto i v i 2 ,i n . 

Considerando P t o preęo de venda após o primeiro desconto: 

P,=^-(Wo) = Po-0-i 1 ) O 

preęo irwcal desconto 

Considerando P ? o preęo de venda após o segundo desconto: 

P s = P, - (i, ■ P,) = P, ■ O - i s ) ® 

Substituindo (T) em (¥), temos: 

Pi - P 0 • O - 'i)' Cl - i s ) 

Utiiizando o mesmo racioctnio ate o n-esimo desconto: 

Pn-Po-0 -i,)-Cl - i s > - - - Cl - i„) 


Propostos 

1714 O lanęamento de um novo aparelho de som 
fez com que o modelo antigo sofresse des- 
valorizaęóes sucessivas de 7% e 13%. Cal- 
cule o preęo atual, sabendo que o valor an¬ 
terior & desvalorizaęóes era de R$ 900,00. 

1715 Ao sair de linha de produęao, um modelo 
de automóvel teve tres desvalorizaę5es su- 

• cessivas de 4% cada. Se o vafor anterior 
aos descontos era R$ 12000,00, qual t o 
valor atual? 


1716 (Fuvest-SP) A cada ano que passa, o valor 
de um carro diminui 30% em relaęao ao seu 
valor anterior. Se V for o va!or do carro no 
primeiro ano, o seu valor no oitavo ano ser& 

a) (0,7) 7 ■ V d) (0,3) 6 • V 

b) (0,3) 7 • V e) (0,3) 9 * V 

c) (0,7) 8 - V 


1717 


(PUC-SP) Um velcuto de transporte de pas- 
sageiros tem seu valor comercial deprecia- 
do linearmente, istoć, seu 
valor comercial sofre des- 
valorizaęaoconstante por 
ano. Veja a figura. 


1 valor (R$) 




-I-- 

20 tempo (ano) 


Esse vefculo foi vendido pelo seu primeiro 
dono, após 5 anos de uso, por R$ 24 000,00. 
Sabendo-se que o valor comercial do ve(- 
culo atinge seu vaior mlnimo após 20 anos 
de uso e que esse valor mlnimo corresponde 
a 20% do valor que tinha quando era novo, 
entao quai t esse valor mlnimo? 

a) R$ 3000,00 d) R$ 6000,00 

b) R$ 12000,00 e) R$ 4 S00,00 

c) R$ 7 500,00 
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F icha-resumo 


, Freąuencias -^ 

Freąiiencia absoluta de cada variavel e o numero de vezes que essa variavel aparece. 

Freąiiencia relativa de cada variavel e a razao entre a freqiiencia absoluta e o 
numero total de elementos. 

_ J 


r 


Medidas de tendencia central 


Media aritmetica: ^ = 


x, + ^ + ... + x, 
n 


Mediana: A mediana e representada pelo "valor central” entre os dados obtidos, es- 
tando esses em ordem crescente ou decrescente. 

Moda: E urn va!or que se repete o maior numero de vezes, entre os dados obtidos. 


r 


Medidas de dispersao 


Desyio medio: _ lx. - xl + lx, - xl + ... 4- lx_ " x 

m 


I jx, - X 


n 


n 


Yariancia; 


= 


_ K - *) a + K “ x) z + ... + (x„ - xf _ ^ ^ 


n 


n 


Desvio padrao: S = 




Porcentagem 


O slmbolo % (le-se por cento) 
x 


x% = 


100 
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r Desconto - \ 

i D = £ • 100 % 

i„ = £ • 100% 

^_' 

, Acrescimos sucesswos -s 

Prcęo para n acrescimos diferenciados. 

P n = P 0 -a + i 1 )-(l + i 2 )‘...*(l + i n ) 

Preęo para n acrescimos iguais. 

P n = P 0 (l + i> n 

_ / 



taxa de desconto em 
relaęao ao valor de custo 

taxa de desconto em 
relaęao ao va!or de venda 


* Descontos sucesswos --v 

t 

Preęo para n descontos diferenciados. 

P n = P 0 -Cl-i l )(l-i 2 )-...-(l-i n ) 

Preęo para n descontos iguais. 

P n = P 0 ’(l-i>° 

_ 
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Complementares 

1718 (Unicamp-SP) Para um conjunto 

x = {x v Xę, x 3 , }, a mźdia aritmćtica de x 

„ . . _ X. + Xn + x, + x, 

6 definida por x = — 1 - — 1 - Ł 

e a variBncia de x i definida por: 

V-~[(x ) -S0 8 + .. + (x 4 -Kft 

Dado o conjunto x = {2,5,8,9}, pede-se: 

a) calcular a mćdia aritmżtica de x 

b) calcular a vartśncia de x 

c) quais os elementos de x pertencentes 
ao interva!o [x - -/y, x + Vv] 

1719 (Fuvest-SP) Numa classe de um colćgio exis- 
tem estudantes de ambos os sexos. Numa 
prova, as mćdias aritmćticas das notas dos 
meninos e das meninas foram respectiva- 
mente iguais a 6,2 e 7,0. A mćdia aritmćtica 
das notas de toda a classe fol igual a 6,5. 

a) A maior parte dos estudantes dessa 
classe ć composta de meninos ou me¬ 
ninas? Justifique a resposta. 

b) Que porcentagem do total de alunos 
da classe t do sexo masculino? 

1720 (FGV-SP) A tabela a seguir apresenta a dis- 
tribuięao de frequSncia dos salśrios de um 
grupo de cinquenta empregados de urna 
empresa, num certo m£s. 


Numero 
de classe 

Satśrio do mes 
(em reais) 

Numero de 
empregados 

1 

1 000->2000 

20 

2 

2 000->3000 

18 

3 

3 000 -> 4 000 

9 

4 

>_ 

4 000 ->5000 

3 


O salino mśdio desses empregados, nes- 
se mSs, foi de: 

a) R$ 2 637,00 d)R$2420,00 

b) R$ 2 520,00 e) R$ 2 400,00 

c) R$ 2500,00 


| < 

1721 (Mack-SP) Uma pessoa pagou 20% de urna 
d(vida. Se R$ 4368,00 correspondem a 
35% do restante a ser pago, entao a dlvida 
total inicial era de: 

a) R$ 10200,00 d) R$ 16800,00 

b) R$ 11 400,00 e) R$ 18100,00 

C) R$ 15 600,00 

1722 (Mack-SP) Numa loja, para um determina- 
do produto, a diferenęa entre o preęo de 
venda solicitado e o preęo de custo t 
3 000. Se esse produto for vendido com 
20% de desconto, ainda assim daró um lu- 
cro de 30% ś loja. Entao a soma entre os 
preęos de venda e de custo ź. 

a) 13200 d) 12 600 

b) 14600 e) 16400 

c) 13600 

1723 (PUC-SP) Uma cooperatiya compra a pro- 
duęao de pequenos horticultores, reven- 
dendo-a para atacadistas com um lucro de 
50% em mśdia. Esses, repassam o produ¬ 
to para os feirantes, com um lucro de 50% 
em mćdia. Os feirantes vendem o produto 
para oconsumidore lucram, tambem, 50% 
em mćdta. O preęo pago pelo consumi- 
dor tern um acrćscimo mżd i o, em relaęao 
ao preęo dos horticultores, de: 

a) 150,0% d) 285,5% 

b) 187% e) 350,0% 

c) 237,5% 

1724 (FGV-SP) Um produto cujo preęo era 
R$ 220,00 teve dois aumentos sucessivos 
de 15% e 20%, respectivamente. Em se- 
guida, o valor resultante teve um desconto 
percentual igual a x, resultando um preęo 
finał y. Calcule y se x = 10%. 

1725 (Fuvest-SP) Sobre o preęo de um carro im- 
portado incide um imposto de 30%. Em fijn- 
ęao disso, o preęo de um determinado mo- 
defo, para o importador, 6 de R$ 19 500,00. 
Supondo que tal Imposto passe de 30% 
para 60%, qual sera, em reais, o novo preęo 
desse carro, para o importador? 

a) R5 22 500,00 d) R$ 31 200,00 

b) R$ 24 000,00 e) R$ 39 000,00 

C) R$ 25 350,00 
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Ajtifa am ptHćf mdi 

A Estatistica e o 
melhor calmante 

E inevitavel. Depois de um ano sombrio para a aviaęao comercial, como foi o 
de 1996, atć o passageiro mais viajado sen te medo. Dian te de tantos desastres 
aereos nas manchetes dos jornais, nao hś quem o convenęa de que as quedas 
sao raras, de que o normal e tudo dar certo. Mas ś exatamente isso que dizem as 
estatisticas. Achance de algućm bater o carro e morrer a caminho do aeroporto 
ć 500 vezes maior do que a de o aviao cair. Segundo a Administraęao Federal de 
Aviaęao, americana, de cada 1000 mortes, 228 acontecem em acidentes rodoviś- 
rios e 0,45 em aerovidrios. Ate nadar ś mais perigoso. A cada 1000 fatalidades, 
26 sao por afogamento. 

“Seria preciso viajar todos os dias, durante 712 anos, para que algućm se envol- 
vesse com certeza em um acidente aereo”, disse a SUPER Stuart Matthews, da FSF 
(sigla para Fundaęao de Seguranęa no Vóo, em ingles). O que aconteceu no dia 31 
de outubro em Sao Paulo, quando um Fokker 100 despencou sobre vśrias casas 
segundos depois de decolar, foi urna tremenda falta de sorte, levando-se em conta as 
estatisticas. Pesquisas mostram que desde o finał da decada de 50 o numero de 
desastres caiu bastante, embora eles tenham matado mais de 20 000 pessoas. Ha 37 
anos, eram sessenta casos para cada milhao de decolagens. Hoje sao trds. E o Brasil 
segue a tendćncia. Em 1987, quando o pais tinha 7 890 avióes, houve 226 acidentes. 
Hoje, com urna frota quase 20% maior, o numero baixou para menos da metade. 

Mas a matemńtica nem sempre tranqiiiliza. A lei da gravidade parece ser 
mais cruel na Amćrica Latina. Aqui, a cada milhao de pousos e decolagens 32,4 
nao dao muito certo. Na Amśrica do Nor te a freqiiencia e oito vezes menor. "E o 
maior problema e a tripulaęao”, diz Stuart Matthews. Ou seja, em geral a culpa 
nao ^ da tecnologia. 

Os numeros animadores tambem nao valem para avióes pequenos. No Bra¬ 
sil, entre 1992 e 1994, os desastres com jatinhos aumentaram em 55%. Alguns 
viraram noticia. Na noite de 2 de maręo de 1996, um Leaijet chegou ao Aeropor¬ 
to de Guarulhos com velocidade superior a indicada para pouso. O piloto subiu e 
virou a esquerda. Chocou-se com urna montanha. Morreram nove pessoas. Eram 
os Mamonas Assassinas e a tripulaęao. Conclusao do inquerito policial; erros do 
piloto, do co-piloto e da torre. 


O que derruba uma aeronave 


15,7% Falha mecanica 3,4% Manutenęao 


69,2% Falhas humanas 



0 atrlto com o ar a os processos 
de compressao e descompressao 
provocam trlncas na fusefagem, 
que e o eorpo do avlao. Quando 
nao sao percebidas e reparadas a 
tempo, parte da carcaęa se solta 
em piano vóo, 

Infdrmaęóes sobre o vóo chegam 
ao patnet por flos conectados a 
aparelhos espalhados pęto avlao. 
Interferenclas etetromagneticas 
alteram os dados, confundem os 
pllotos e podem aclonar 
equlpamentos em hora errada. 

0 desgaste na llga ęao entre as 
turblnas e a asa podem fazer com 
que uma delas se sołte 
parcialmente e defxe de 
funcionar. 


Antoś do vóo, todo o aparelho 
deve ser avallado. Peęas 
desgastadas que Ja derrubaram 
muitos avióes podarłam ter sldo 
trocadas nessa fasę. 


4,8% Cllma 

Nevoelros dlminuem a vlslbllldade 
e correntes de vento podem 
desestablllzar o aparelho. 0 
relampago ó uma fatalldade que 
nao se pode evłtar. 


Piloto e co-plloto causam nada 
menos que 64,4% das quedas. 
Por inexperlencla ou cansaęo, 
confundem-se com aparelhos e 
orlentaęóes da torre e cometem 
desllzes. Pala lei, podem ficar no 
comando ate 9 horas e 30 
mlnutos por dla. Mas o Slndlcato 
National dos Aeronautas garante 
que a norma nao ó respeltada. 


A torre de controle orlenta o 
trlfego no aeroporto e A cruclal 
no pouso e na decolagem. Falhas 
na comunfcaęao e orlentaęóes 
errsdas causam 4,8% dos 
acldentes. 


As turblnas empurram a 
aeronave, mantendo-a no ar, e 
ajudam na freagem, com o 
mecanismo chamado reverso. 
Sao partes dellcadas do 
aparelho, que Ja causaram 
muitos acldentes. 


7,1% Outras causas 


Cadelras malfixadas esmagam os 
passagelros. Aióm disso, e sob 
elas que se colocam as bombas. 
0 terrorlsmo nao entra nas 
estatlstlcas, mas ó urn dado 
Importante. 


Fagulhas surgldas em 
possivels atrltos entre partes 
do avlso podem chegar ao 
tanque de combustlvel e 
provocar explosoes. 


Testes e voos mllltares. 

0 trem de pouso e controlado por 
urn slstema hidrauilco. As vezes 
ele nao funclona e o aviao tem de 
pousar de barriga. 


Fontc :Reui$ta Superinteressante, Abril, ano 10, n. 12, pp. 26-27. 
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57. a) 2^2 
b),/3- J2 

ę) 


58.9 59. e 

61. b 
4 


61. a) 


b) 

6 

' 8 


-3 

5 

c) 




-t ' 

tJh * 

d) 



e) 

-1 

" S 



1 

o 




* 


9) 

0 

h) 

0 

i) 

- 

0 

j) 

.... .. 

4 

I) 


m) 

,. w . w * 1 1 



63. a) (-4,7) = 

= {xeRl~4*X*7} 

b) ]2,5[ = 

= (x€RI2<x<5} 

c) (1,3( = 

= (xeRI1 *x<3) 

d) ]-»,-1] = 

= (x€Rlxs-1) 
c)17,+»( = 

= (xeRlx>7| 

f) 1-00, +oo| =R 

g) 1-1,1( = 

= (xeRI -1 <x<i) 

h) JO, +»(= 

= (xeR|x»0] 


i) l-oo,-t/S ] = 

= (xeRlx4 -ł/5 } 

j) (ł/5,+oo[ = 

= {x€RI*»ł/5} 

I) ]-100,100] = 

= (xeRl-lOO<x*s100} 

= |x€Rlxs-|-} 

64.9) 

—- » M.M* * *-*- 

1 5 

b) 


-1 7 

C) 

1 * 

d) 


-5 5 

e) 


3 

65.3) 

S 3 

b) 


0 3 

C) 


t 

d) 

-- ta*«*»S*.** 

1 3 


Exerdc los complementares 

66 . 0 ) E ć)e g)e j)e 
b)€ c)€ h)€ 

C)€ f) e i) g 


67+ a) F 

c)V 

C)V 

b)V 

d)F 

f)V 

68. c 

69+c 

70+ C 

71 + b 

79. d 

73. d 

74+C 

75+ a) A 

= 10,1,2,3,4) 


b) B = [3,4,5, 6) 

c) C = t-£-1) 

d) 0 = (S) 

*3 E - (01 


0 F 

-M 


76. d 

77. c 

78+c 

70 A = 

. 8 

1 13 

80. C 

81 . d 

89. e 

83+ C 

84. e 

85. d 

86 , d 

87. a) 2310 m 


b) 660 m 

c) 1050 m 


8 B.b 

89. c 

90. t> 



CONJUNTOS 






















































91,62 98. a 93. C 

94. -10,1 95.0) 2 S1 

b)7 

96. c 97. t 98. b 


FUNęÓES 


EwErdaospropostos 


103.0) CxD 

,9 


<S.!)f (JV) Ikb 

i -r-ł-4 

«.i), tfu ko 


otms 3 a tu 

-*--*-4 


99.o) AX B = ((3,1),(3,4), 

(5, U (5,4), (6,1), (6,4)) 
b) B X A = {(1,3),(1,5), 
(1,6), (4,3), (4,5), (4,6)) 

100. o) E X F = ((0,4), (0,5), 
(1,4), (1,5), (2,4), (2,5)| 
b) F X E = ((4,0), (4,1), 

(4,2),(5,0),(5,1),(5,2)) 
C) F X G = 1(4, -1),(4,0), 
(5,-1), (5,0)} 
d)ExG = [(0,-1), (0,0), 
( 1 ,- 1 ),( 1 , 0 )( 2 ,- 1 ),( 20 )} 


101.0) CXD 




b) D X C 



, V 

H,«r 41 


3 ’ 





* 

-i o 

1 a 


104.0) 

6 11 



C) 


r-T-T-T " 1 • 

1 I 1 t - 

*--tS-- 
rtS) M,D 

1111 

j -i i -i — 

*■ - * - ^ —1 ■ 



b)B X A 


i 

,y 

-1 0 

a 3 

i ł 

K-»ł“ 

1 — m 4 

i i 

i Z 4 , 


r C 


t-l.-Si*'’! 





105.0)8= ((-2,0), (-1,1), 


(0,2),(1,3),(2,4)} 


b)D^(- 

S, -1.0,1,2) 

Im = {0,1,2,3,4) 

C) 

y — q • 


/ * * 

\r^* o \ 

/ -i**— 

i \ 


"Tl ** * a 

■ m * i t 

\ 1 

} i * J I 

* * / 

\ a- < 

7 \ • s \ / 

d) , 

r 

4 

-53f« 

3- 

—t 

(-8,0) j 

!0.»{ | 

ii 

-2 -1 0 

i a 


106.0) R = {(-2,3), (-1,0), 

( 0 ,- 1 ), ( 1 , 0 ), ( 2 , 3 )} 

b) D = |-2,-1,0,1,2) 

Im = {-1,0,3} 

c) 




107. R = ((-3, -2), (-1, -1), 
(1,0), (3,1)) 

108. D = (0,2,4,6) 
lm = [1,5,9,131 


109 . 



110 . 



111. (tepresentom funęfles: a, ce ę 
nSo representam funęOeS: b, 
def, 

118.0) R = ((-1,-3),(0,-2), 
(1,-1),(2,0), £3,1)1 

b) 



c) t urna funę3o, pois o coda 
elemento do conjunto A, 
cofresponde um Crlcoete- 
mento do conjunto B. 

113.0) R = ((-2,0),(-1,1), 
(0,2), (1,3), (2,4)} 
b) 



c) NJo ć funęSo, pois o ele- 
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b) 



c) 



115. a) H2 
b) “9 

116. e) 66 
b) 51 

117. -24 

118. a) 1 


c) Q 

d) 


0 


66 


5 

d) 16 


b) 


c) sobłtjetora 

d) bijetora 

125. b 126, e 


127, e 



128. a) D(f) = R 

b) DCf)={x€RlK^-2) 

c) DCf)= {x€R!x>ó) 

d) D(f)=ixeR|x*~2} 
c) DCf> = {x € R | x > 3) 

129. a) EXf>=R 

b) EXf)=(xeR|x<2) 

c) [XO = {xeR|x*;'^J 

d) D(f}-R 

e) D(f) = -[xeR|x*-y} 

130. Im(f)= (-1,0,3) 

131. D(f)={-1,Q,1,2,j]- 

13S.OCO=R-(S,-2} 

i33.a)y=x-5 
b)y=x + 4 


c)y«f 


d)y 

134, a) y 


x +1 

$ 

x-e 


b)y = “T“,parax^ 1 


c)y = 


x — 1 
x + 4 


1 -x 

135. f' 1 (4)= -2 

136. r 1 (3) = 1 

137. r^J+r'C-2) 

138. e 


H para x * 1 


119,6)0 d)5e(-1) 

b>Y e) NSohśrwłeal. 


c)5 


120,3 


f} * 2 

121.-2 


122 . 


’/? -1 


123.6) sobrejetora 

b) injetora 

c) sobrejetora 
cDbijetora 

124.6) bijetona 
b) injetora 

CadeanO de respostas 


139. a) g[«x)] = 8x + 1; 
f[3(x)] = 8x + e 
b)g[«x)]=-óx + 39; 
f[900]=-óx + 3 

I40. 3 t«x)= ~ 


1*1-f[3(x)) = 

,4Ł t 

143. a) óx s + 1 
b) ±1 

144. a 145. C 

147. d 148,6 
150.6 151, b 


5x - 14 

x + 3 


146.6 

149.3 


Exerdc os complementares 

15!.a) AX B = ((1,-2), 
(1.-1).O,0),C2,-2), 

cs^n&o)} 




C1.-ł> CB.-Ił 

—}■ ■ -1-4 
a-sm-e 


W8xA=K-2,1>, 

{- 2 , 2 ),(- 1 , 1 ),(- 1 , 2 ), 
( 0 , 1 ), ( 0 , 2 )) 


t - -i-j.* (0J> 
f-ŁffJ M.fiJ 

i-L &!> 

rt ut-i u 


-fi -i o 


1JJ,a)R=|(-|,o),(-|,2) 

Cł- 3 )} 
-{-iii}. 


b)0 

Im = {0,2,3| 



e) Nlo £ funęio, pois o ele- 
mentoO doconjuntoAnfo 
rem correspondente no 
conjur>to5. 


154. fl) 18 


b) 0 



e)0 

e) -12 

155. a) *10 

b) io 

156. -1 e3 


^ 13 


c) 0,8 

d) -Se 5 


157. a) D(f)=R 
b)DCf)=(xeR|x^8] 
e) D(0= fx€Rjx>3J 

d) D(f) = |xeR|x< 

e) D(f)=R 

158, a) y® —x + 8 
x + 5 


3 

x + 1 

2x - 2 
2 


b) y 

c) y 
cDy 

* - j 

159.10 

160. a) s(f(x}|=-6x + 4; 
f(S(*»=-6x+S 

b)gEKx)] = -^|; 


161. { 



162.9x +17 


163. e 

164.6 

165. a 

166. a 

167. e 

165. c 

169. b 

170.6 





FUNęAOPOUNOMJAŁ 


E^erdćiospropostos 

171.a) 


b) 


a = 1 
b = 3 
crescente 

fC2) = S ł ft-4)=-1, 
f(0)=3 

a = 4 
b = 2 
crescente 

f{2)=10 f K-4)=*14 ( 

f(0>=2 


c) 


a = 


b = 0 

decrescente 
fC2)=-7,f(-4) = H 
LK0) = 0 
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171. a) Kx) = 3x-4 
b)ftx) = Sx + 5 

173. a) ftS) = O 
b) f(2} = -5 

174. -1 175.4 

176 a) y= ~g-x+ 50 , 0 <x< 10 Q 


b)37 

177. a) -2 

b)3 


0 


c) O 

d) -1 


«-ł 

»ł 



i 

f 


1 

3- 

■/ 


/i .> 


1 


O 



9)y--x 


para 


r x = 0^ y =0 
tx = 1Uy=-1 



h> y = 1 

\ = O 


pani 


{ 


y^o 


-i 

10 




1*1*a) fy > O para x > 4 
Jy-Opflrax » 4 
[y < O para x < 4 

b) fy > Opara x < 3 
< y & O para x = 3 
[y < O para x > 3 

c) fy > O para x > -1 
J y = O pa ra x = — T 
[y< O para x < -1 

d) fy > O para x < 3 
J y = O pa ra x - 3 
I y< O parax > 3 


IBS.a) fy> Qparax< 1 
J y « O para x = 1 
I y < O para x > 1 



179.fi) y= -yx + 2 

b) y = 3x + 3 

c) y = yx- 1 

d) y =• x - 1 





3 

y > O para* > -y* 
< y = Oparax = -|- 

3 

y < Oparax< -y 


v 


C) 


y > O para x < -y 
-i y = Opara x= -y 
y < O para x > -y 


IB&a) fy > O para x > O 
< y ■ O para x = Q 
[y < O para x < O 


b) 


V>Qparax<0 
< y » O para x = O 
„y< Qparax>0 


Fum^aO POLINOMIAL DO 1 GRAU ' 


184. A =* -g- = O.ISS&mdades)* 

165.a) S = fx£R!x>6) 

b) S«(xeRU>-5( 

c) S = jxeR|x<-|-j 

d) S = (xeRlx* -2| 

iw.a) S = {xeR|x«-|j 

b) S = jxeRlx>j| 

c) S = jx6R|x»-|-j- 

1S7.a)S=(x£R|x»-1| 

b) S = {x£Rlx> -2} 

c) S = |x6Rlx*-|-} 

d) S = {x eftlx«« 21 

IW.a) S = {xeRj-1<x<-y| 

b) S = {x6R|-|«ix<5]- 

c) S=|x£Rlx»7) 

119. a) S = {xeRlx»1} 

b) S = |xeR!--l| 

c) S = |xeRlx> 1) 

d) S = |xeRlj«x<-|-| 

190. d 


191.a) S * lxeRlx< -1 ol 
x> 2) 

b) S = |xeRI-1«x«:-g-| 

c) S = (x £ R11 < x < 51 

d) S=|x€R|x«you 

x>2} 

199.a> S = |xeRlx< lou 
| < x < 3} 

b) S*|xeR| -2«X* 

« -g-0UX>3j 

c) s = |x e Rl x > -g-j- 

d) S = R 


193.a) O =4 x eRI 


{■ 


<x« 


ł} 
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b)D = (xeRlx«2ou 
x:»5) 


194. e 

19i.a) S = (xe R! x < Oou 
x>1) 

b) S = 1xeRI-3< 

*x< -S) 

c) 5 = jxeRlx< -2ou 

«>-■?} 

194.a)V = jxGRI-3< 

<Xfi 4} 

b) V = (x€Rlx< -Sou 

x*£) 

c) V = |x GRlx< —|-ou 

X » -l| 

197. D = jx e Rl —s x< łj- 

198. D =^xeR|x<*~ou 

T*** 3 } 

199. S = |xeR!x<-loii 
0 ^ x< 1) 

BOO.C £01, c 
802, S = (x€K]x<-4oux>3[ 
203. d £04- e 205. d 
ao Łd 807, b 


bassc fotos ccmptemcntares 

908.a) x = 2 C>x = 4^ 

b) x = 3 dD x = 0 




d) 



887.a) x r = 4tx"= 1 

b) x‘ - 2 e x’ = £ 

c) x‘ = 10ex’ = -1Q 

d) x‘ - £ex" = 0 

ma) A>0 
b)k<3,2 

m.k=1 830. k > 1 

831.b = ±4V8 

838, a < e a * 0 

833, -£ 834. b 

mc 

834. a) V = CS, ^1) 
b)V = (-5,34} 

237, a) 

a>0 

A>0 



I 
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b) 

a > O 
y d = O 



O 3 


C) 


a<0* 

A ^ A 



239. y t = 4 240. k = 2 

9*1. a 9*2.400 m* 

9*3. ef 


94*. a) Im = [y eRIy » -9} 
b)lm = jy eRly»-j*| 


c) Im = {yeRlys-4} 

245. a) Im = {yeRly^O) 

b) Irn = {y GRty £9) 

c) lm = {yeRly«36) 

246* Jm = {y ERly > ~3) 
247.lm = jyeRlyS-j} 

248.a) fsex<-3oux>-2, 
f(x)> O 

se-3<x<-2, 
f(x)<0 

5CX = -3oux = 

b) fse x < 1 ou x > 3, 
ffx)> O 

i sel <x<3, f(x)<0 
sc x = 1 ou x = 3, 
-W-O 

f i 

c) se x < — 5 p ou 

" x>-j ( «x»0 
SC X = ~j,f(x) = 0 
cf) fsex<1oux>1 f 

\m> O 

Uex = 1 f ftx)=0 

c) fsex<0oux>7 ł 
«*)>Q 

se O < x < 7, ftx)<0 
sex =0oux = 7 f 
JW-0 

349.a) $ex<-3oux>-3,y>0 

b) scx< —~oux>1 ł y>0 

c) paraqua!querxeR,y>0 

d) sex<1 oux>2,y> O 
c) sc x * 4, y > O 

17 3 

250. m x’ = x‘ = f 

951.m>35 

252.a) fse-1 <x<5,f(x)>0 
sex< -1 oux>5, 

•j Kx)<0 
se x = -1 ou x=5, 
.f(x)=0 

b) f se-1 <x<3,f(x)>0 
sex< -1 oux>3, 

<{ fCx)<0 
$ex = -1 oux= 3, 
fCx) = 0 


c) (■ se x < 3 ou x > 3, 

\ Kx)<Q 
[sex=3,f(x) = 0 

251 a) ( sex<2oux>2, 

\ Kx)<0 

lsex=2, f(x) = O 

b) para qualquer walor de x, 

«X)<0 

c) para qualquer walor de x, 

fCx)<0 

254. (k€Rlk<-25| 

255. jm e RI m < — 

256. (m € RI m <-Sou m >-1} 


957. a) 


x<-j-Oux>3, 

Kx)<0 


- -y <x<8,Kx)>0 

x = y ou x = 8, 
Ux)=0 

b) x<youx>8, 
f(x)>0 

y <x<8,f(x)<0 

1 

x = -j ou x = a, 

f(x)=0 

258. a) 8 < 0; A > 0 

b) a > 0; d = 0 
o) a < 0; d < 0 

d)a>0 ; d>0 

259. a> a>0;b<0 ; c>0 

b) 8<0;b>0;C<0 

c) a < 0; b < 0; c < O 

d) a<0;b<Q;C>0 

960. a) V = (x€ Rlx< Sou 

x>3) 

b) V=(x€RI-4«x«3} 

c) v = (xeR|2<x<4) 

d) v= (xG R| x * 3) 

e) v= fx e Rlx> 5ou 
x<3) 

f) V-R 

961. a) V = R 


-{« 


b) V = ^x€Rlx^-^ou 


X*lJ 

c) V* (x eRIx< -9ou 
x>3} 

d) V = jx E RI -4 ^ x ^ 4) 



C) V = (x E RI X < O (XI 
x>7) 

262. {X€ RIx< -3ou 

x> 5} 

263. D = (xeRlx< “3ou 
x^3] 

964. -$Jb ^ k ^ 2^6 


965, a) S * [x E R [ O < x < 1) 
b)S “ [xeR! -6) 
3S = U 


966,a) S = (x€RJ 1<x<3ou 
4 < x < 8} 


b)S 


{> 


x> 


x€Rtx<-3ou 

ł} 

o) S = |xeRI -S« 
d)S = (x€RtO<x<21 


267* b 

268*a) S = |x €RlxC “ ou 

b)S^{x€R! -5 ^x^ 1 
ou x 3} 

C)$*(xERIx<s£ou 

x*3) 

269* a) S - (x€ RI x < -1 ou 
x> 4) 

b) S = jx€RI~^-< 
<x<0ou 

c) S = (x£RIO« x«9 
ou 3 s x « 5] 

270. S = (x e R11 <« < C 

ou 3 < x < 4) 


271. S = {x 6RI 0< x< 2 
ou 5 < x < 6} 


272. S = R - (4) 

273.S - |xeRI 5« x* 7 
ou x = 2) 

274.a) S = {xeRix<4 
ex*1) 

b) S = |xeR! -1 <x<3 
oux>5) 

c) S = {x £ RI x < -1 
ou1s*x<3oux*ó( 


FuNęAO POLINOMIAl DO 2® GFtAU 
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175.a) V= |xeRI-3*x<1 
ou2«x<3) 

b) V= (x6Rlx<3 
oux> 4ex * 5) 

c) V = {xeRI-6< 

< x< -3ou 

-2 < x< 1 oux> 2} 

276.5= (xER|x<Q| 

277.5 = (xeRlx<-2ou 
-1 < x< Ooux > 1| 

278, d 279. e 280. d 

281. e 282. a 203. d 

284.5 = (xeRlx<-3ou 

-2 < x< -1] 

285. C 

Etercicios comotenicnteres 

286. a) k * ±1 
b)k*Oek* 1 

287. a = 0 e b = -B 


288. a= 1,b = -4ec = 3 

289. a) 



290. a) D(f) = R 

lm(f>={yeR]y»-y} 

b)D(f)=R 
1m(f) = (yeRly^O) 

291.20 292. b 293. c 294. b 

295. d 296. b 297. e 298. s 

299. b 300. d 301.a 302. b 

303. c 304. a 305. d 306. C 

307. € 308. d 



4 
3 

5 
l 


310* e 


FUNęAO EXPOKENC1AL 


frercfciospropostos 


311.a) 1 

c}1 

e) JŚ 

b)1 

4 3lt 

f) -7,2 

312. a) 0 

c) -32 

0 9 

b) 32 

40 

f) 8 

313. a) 81 

01 

O -1 

b) 1 

d) -81 

f) -1 


314.a)| 0^ 0^ 

! b) ik f) ¥ 

* 315. a) y c)| O —jJj- 

t»| 4 9 f)} 

316. a) 3 5 

3 e ' s = jT 
cDS'-?® 

O 




f) 11* 



317. a) 5* 


44‘ 

b) 3” 8 = 

i 

0 3 5 

0 0,2* 


fjr 

318. a) (0,2) 

■ ? = 25 

b >ł = 

1 

243 


, 5 1 

125 


tJ 7° 

64 


d)5‘' = 

1 

s 5 


e) 10~ 3 

i i 

“i?—iwo 


0,06 


319.a) 9 

c) 16 e)4- 

b)9 

4 

T 

320.a) y 

0 5 C) y 

b)27 

4 2 f) 10 

321. a) 4 

0 25 0 72 

b) 4 

4 

i 09 

322.a) 15 

0 

i® 

b)4 

4 

Ł f) l 

7 ril 5 

323. a) V = 

(6) 

4V = {2) 

b) V = 

(3) 

ov=fi} 

O V = 

{ł] 

i- f)V = (-5( 

324. a) V = 

(3) 

4V={-i} 

b)V = 

U 

■ e) V = (01 

C)V = 

fil 


325. a) V = 

[-21 


b)V = 

{*3. 

1 

OV = 

BI 

d)V = 

{-2,0} 

326.3) V = 

{01 

OV=(2} 

b)V = 

(1) 

4V = (9} 

327. a) V = 

(D 

OV = {3) 

b)V = 

{31 

4V = {1| 

328.-y 



329. a) V = 

(0,1} O V = {1,91 

b)V = 

(0,1) cO V = (1,3} 


330. V= (1,91 


331. a) V= (0,4) b) V = (2) 

332. a) V = (2,3] b>V = (-1) 

333. V= (0,2) 334. b 


335. a) funęto crescente, a > 1 



b) funęfcdeoescente, 



0<a< ł 

I 



% 

2 

1 

0 

-1 

-2 

y 

1 

9 

1 

3 

1 

3 

9 



c) funęto crescente; a > 1 


X 

W 

1 

1,5 

0 

-1 

y 

= 2,2 

5 

=11 

1 

1 

5 
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d) funęlodetresceme; 
0<a<1 


c) ftjnęaodescrescentc; 
0 < a < 1 


X 

2 

1 

0 

-1 

-2 

X 

1 

2 

1 

3 

i 

0 

-1 

1 

2 

y 

i i 
4 

1 

fi 

1 

2 

4 

y 

1 

fi 

1 

4 

1 

8 

1 

4 

2 



336. a) f(x) = 3 £ “ ou y = 3** 



X 

i 

1 

2 

0 

1 

2 

-I 

y 

9 

3 

1 

i 

3 

1 

9 



337. c 
339. 


338. a 


X 

w "(IJ 

sw - ({) 

o 

4 

1 

E 

9 

25 

1 

2 

1 

1 

T 

S 

0 

1 

1 

-1 

3 

2 

5 


b) furłęSo cresceme, a > 1 


X 

1 

2 

1 

3 

2 

0 

-1 

1 

'2 

y 

2 

4 

8 

1 

1 

4 

1 ' 

2 



j Bcerdcios compłemcrtares 

343, a) V » [ 9 ) 

«»-{*} 

[-1} 


c) funęJodecresccnte, 
0<a< 1 


c) V= • 

d) V = 

e) V= < 


f) V = (-3] 

3)V=)0,3) 

h) V={0,4] 

i) V={1,5) 

j) V={±V3} 

344. a) V = (9) d)V= (1) 

b) V= (-13) e) V= (0,1) 

c) v=(0) f) V = (0) 

345. a) V«(0,2} 


b)V 


-m 


co V = (0,3} 

d) V={2) 

e) V= (0,2) 

f) v-m 

346. a) funęao crescente,- a > 1 


X 

3 

2 

1 

0 

~1 

-2 

y 

8 

4 

1 

1 

4 

1 

16 



X 

i 

s 

1 

0 

-1 

1 

"2 

y 

s0,4 

1 

5 

1 

5 1 

2,2 



d) funęfcdecrescente, 
0<a<1 


X 

2 

1 

0 

-1 

3 

2 

y 

i 

16 

1 

4 

1 

4 

8 



0 < a < 1 



340. a)V=(xeRlx>3} 
b)v= (xeRlx<4) 

C)V= [xeRlx<5| 
d)V = {xeRlx*2} 

341. a)V = |xeRlx3-yj- 

b) V*{x€Rlx«;-|j 

c) v= (xeRlx>-l) 

d) V = |xeRlY«x«l} 

34J.a) V=(xeRlx<-2) 

b) V=(xeRlx>l) 

c) V=(xeRlx< -2oux>3} 
cDV=(xeRlx<0} 


X 

2 

1 

0 

-1 

3 

2 

y 

1 

16 

1 

4 

1 

4 

8 



347,a) V = (x€ Rj x<0) 

b) V=(xeRlx*; 3) 

c) V=|xeRlx>-|| 

d) V = {xeRlx< -3 
ou x > 3} 

e) V e {xe Rl x < -S 
OU X> -1} 

f) V= [xeRlx*3) 

S)V= |xeRlx>Y} 

h) Vs jx€Rix* 

i) V = {xeRI-4«x«-2) 

j) V = (xeRI1<x<3) 
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348. c 

349. d 350. e 351. b 

35&a) 

> pD-r 

e 

-i / goo - s* 

7- 

} 

ó* 

• fif 

5- 

■ / 

4. 

3’ 

-7 ! 

■ /A i 

fi* 

■ ■ 

| . 

y\ \ ; 

liii. 

~1 o- 

1 fi 1 4 

b)S = (xeR11« x« 2) 
02^2 ćmaiorgucS^ 

353, c 

354. b 355. b 

356. c 

357.12800bact6nas 


370- d 


371.2 


358.3(X)bactórias 

359, a) apn3wn^danr0te5S3peęas 
b)300pcęas;sim 

360. a) ftó) = 125 

b)f(a + b) = e k t4 * 6 > = 

- e u + u> _ c »j . gfco _ 

-(ta)' ftb) 

361- d 

362. S = [x€R|x< 1] 

363. b 364, e 365. C 

FUN<JAO logahItmica 

Exeidcio5 pnopostos 


366. a) I 


0 9 


379 373 1 

jjs. m iii, 5 

174.a) x>-7 

b) 5 * x < 6 

c) x>4 

cD -2<x<9,x*0ex* ±1 


17S.^i 
9 

377. e) S = | 

b)S = 'T 
C > S = T 

378. a) 0,9030 

b) 1,0791 

c) 1,8572 

d) 0,1505 

e) 1,0167 

f) 0,6990 

379.3a + b 


376.3 


3)-4 

h) 2,3010 

i) 3,4771 

j) 0,5927 
1)0,0198 

m)-0,13385 

380.10' 3 e0,3 


381. a) 3 103 a + log b 

b) 1og« +2logr 

c) 2103 , 7-1 

Ot) 2loga+y1ogb - ylogc 




d)| 


367. a 




3ćB.a) x = 

3 

4 

f)x = 

1 

4 

b)x- 

1 

3 

3)x = 

1 

6 

c) X = 

1 

3 

h) x = 

9 

2 

d)x = 

3 

i) x & 

3 

4 

e)x = 

-2 

j)x = 

8 

7 

369.a) 5 

f)4 

j) 2 

b)4 

3)3 

, } 5. 
u 2 

c) ł 

W - 

-4 

m) 0 

< 

i) - 

3 

2 

fi) 1 

e)-3 





384, d 

386.3m + 2n 

388. a) 0,7736 

b) 0.3020 

c) 0,3597 

389. ”0,630 
191 * € 


383. d 

385. c 

387 ,3 

d) -1,S572 

e) -0,6777 

f) 1,1761 

390. e 


39S -t 


393. a) V = (2| C)V = (4) 
b)V = (125} d)V = (243) 


394. a) S = (5} 
b) S = |3) 


OS = (1,4} 

d)S = [0,2} 


395.a)V={|,-4} 

c) V= (-7,3) 

d) V = (8) 

e) V=(3) 


396. a) 5 


■1 + 3^5] 

2 J 


b) 5 = (4} 

c) S = (1} 


397, x = 99 398. S = (5) 

399. a) V = |6) OV = (3} 
b)V=(6) 

400. d 401. x = -4 


409. x = -8oux = 4 


403. a) V = 0 
b)V= (5) 

O V={3 + ,/TT} 

d) V = (2,3) 

404. a) V = (9) c)V= (16} 

b) V = (625} d)V=(7) 

405. sim,onumero2 


406. d 407. V = (10,100) 
408.V=|2) 409, d 

«lV.{i, 16 } 

«1.V. {(*•}■)} 

412.0) 


L y 



b) y 



c) 




-i- 


i 



413. d 


414. a) 



415. a) D = RI, Im = R 
b)D = R:,lm = R 

OD = (xeRlx> 1),lm = R 
ci) D= |x£Rlx< 1),lm = R 

416. a) D(f}=|xeRlx>4) 
b)D(f) = (xgRlx>-5) 

lm = R 

O 0(f) = (xeR|-1<x<1} 
lm = R 

d) D(f)= (x6R|x<0ou 
X>1] 

Im = R 

e) 0<f) = {xeRlx >-!-]• 
lm(f)=R 

f) D(f)= (x€R|x>8) 
lm(f) = ń 

417.8) OCf)=(x€Rlx>2e 
x*3} 

b) D(f)={xeRlx>9e 
x*10) 

c) 0(0= fx£Rlx> 3} 
c$D(f) = {xeRl 1<x<3e 

x * 2] 

e) EXf)={xeR!x^3} 

416, a) verdadeira 

b) faisa 

c) talsa 

419* a) x>ć b)x^8 


CaDEJIHO DE RESPOSTAS 


FuNęAO ŁOEAftftMtCA 


































c) x<3 cOx>2 
e)>t>7 f) x > 4 

g)x<—j N3-y<x<1 

480.a) V = (xeRI-1 <x<8) 

b)V- {xeRI2<x<y} 

C) V= {xeRI-3<x< -1 
ou0<x<2) 

d) V= jx€Rlx>-l} 

e) V= (xeR|-7<x<-5 ' 
ou 1 < x < 3} 

f) v = |xeR|i <x<-|| 

g) V= (xeRI0<x<3| 

h) V= |xeR|i <*« 

.. 5 + VW | 

i) V = |x€R|x>-i-j 

j) V= {xeRI1 <X«2) 
481-V»{xęRI2<x<3} 

488. a 483. d 484. b 
485.a) V = {x e Rl 1 < x < 2) 

b)V = jxeRly«X<l} 


486. d 

Ewrdooscompłemertares 

487. a) -2 

d)| 3) 

b)-1 

0 ) 0 h) 

«*ł 

fil 

486.3 

4S9.x-3 

430. b 

431. a 


43!.a) x>-4 

b) x<- T 

c) x<3ex*-j 

d) x<2oux>5 

433. c 

434. a) 1,204 c) 2,096 

b) 0,5395 d)0,5774 

435. b 436. d 437. d 
438. C 439. x « -M 


FUNęAO MODULAR 




448.a) V = (xeRtX<-1 
oux>2) 

b) V= (xeRlx*2,x*1] 

c) V={xeR|-3<x< 

< - n/3 ou -/3 < x < 3} 


449. a) V = jxeRlj<x<3, 

b) V = • xeRly<x<s| 

c) V = • xeSlx3*y| 


d)v 

OU x> 


{xeRlx<-y} 


xeRlx< 

f-"} 





__ X 

D 


4-1 


451 .lm(f)=[o,y] 

459.a 



454. V = (X€ Rt - 1 #; X <0 

OU X > 1 ] 

455. b 

4S*. V = (1;9J 

+5LV-(-$;1] 

45B.V = {x€R|x*-t 
OUX>1} 

459, V = {x€R|x*Ux*£ł 

460, b 
461 * b 


FlThCAO MODULAR 
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TRYGONOMETRIA 


Exac(ciosproDOSlos 


«*■» T 

«ł 

*ł 

463. a) 2d2 

464. a) j 


e >1 

»ł 
*ł 

h > 7 
cD 1 


»ł 

J)i 


465.a) y 


^3 ^V3 


d) 


€) ł 

f)^3 


«T 


444 5 .12 « 

,M -13 'TT' 5 

467. d 468. 4V3 m 

469,altura = 5,12m 


470, j 
472. <5 


471. a 

473. C 

hftga+tgp) 
474. h - tg a 

47iAB = 7Sm 47^0 


478.a) 30P 

d)225° 

b)120P 

e) 540° 

018 ° 

f) 432° 

479.120°;^ rad 


480. a) 22*30- 

0136° 

b) 145° 

d) a = 7° 30' 

481-Y=2rad 


489* AB “ 18cm 

483.3rad 

484.r=lcm 

485.30cm 

486,0 = 2,1 rad 



! = 12,6 cm 

487* d) 1 fl c)3P e) 1° 

b)& d) S 3 f) 3^ 

488. a} 1 Q 0 3® 

b) 1° d) 4" 

489. a)sdoc 6 ngwos 
b) saocóngfuos 

490. v£rtceA0 

y&ttcefty rad 

v£rtice Gyrad 

vźftic eD; rtrad 

4 ii 

verticc£“j*rfld 

v£rtice F:y rad 
expre$saogeral dos arcos: 


X = fcy ( COmkeZ 

491-e) -1 d) *1 3)-1 

b)0 e) 0 h)1 

01 01 
492* a) -4 £ k £ -2 
b) -5 ^ k =£ -4 
493,a) lm = (y€ Rl -3 *£y^ 3} 
perfodo = 2rc 



b) Im = (y€ Rt-1 £ y^ 1) 
periodo = 4n 


477. a) - 7 * (ad 

d) "r-rad 

4 

i 

r 

b)~rad 

e)-yrad 


_ 

c)|rad 

f)JMrad 

-1 ■ 

a. 



494, —1 ^ k ^ 0 
495*a) Im— (y€Rl0^y^ 1| 
periodo = 2 te 


— x— J*_n. 3n*- 


b)lm = (yeRll £y^3} 
periodo =■ 2k 

y 



496* a) 0 C) 0 €) 0 g) -1 
b)7 CO 0 f) 1 h) -1 

497*a) -4 

b}-4<*k^ “3 
498,a) lm = (yeRI-3«y^3ł 
periodo = 2 n 



b) Im = (y€ Rl -1 *y^1} 
periodo - Ak 



499* a) -2 b) 1 c)-y 

500. —-1 ouO^k^l 
501.3) Im = (y€R|0^y^ 1] 
periodo » 2 rc 



b) Im = (y€ Rl 1 ^ y ^ 3[ 
periodo - 2 it 



502. a) 1 b)4 

503. a) 0 c) 0 

b)^/3 d) -1 

504. a) Naoćdefinida. c) 1 

b) 0 dD -1 

505. e) fal» d)verdedeira 

b) folsa e)fabe 

c) verciadelra f)verdadeira 

506. a) N&jćdefinida. c)-y 

b)VI d >0 

507. a) 0 01 

b)N5oit definicja. d) -1 


508. a) 1 


d )-2 


b) 


2d3 


3 

c)d 2 
509. a) -1 


e)—Ji 
2d3 
3 

2*/3 
3 


t) 


d) 


b)N3oć definicja. e) */? 
01 f) 2 

510. a) 2 — ,/2 

b) 2{*/3 -1) 

O 0 

511. a) 1 b) -1 

512. a) NSoedefinida. d)V3 

b) 2 e) 0 

. 2V3 
C) — 

513. a) d 2 

b) 1 

c) NSoidefinida, 

d) 3 


514.a) j 

»ł 

«ł 

e >7 

, 4 


c >y 


515. a) -j 

•ł 

»>-ł 

e)- 


C >-T 


^3 


2^3 


516. tg x = — , sec x 3 

517. a) 1 c)secx 

b) COSS€C x 
2^3 
3 


518. a)— tt- b)-J3 


519* COS X = 7 - 
4 


520.sen x 


521.m = 2 522. k=-1ouk=2 

523. a) sec x b)1 c)secx 

524. a 525. a 

3d2 

526. a)--j- b)-3 c)0 

527. a)J5-1 b)0 
2 


528. a) 


b)2 O -4 


529. a) y = 

b)y = 4 

O y = 4 
*/3 

530. a) 
b) ~ 

2 

531 . a)M 

b>-*/3 

0-2 

532. a) ~ 

9 


2-/3 

3 


A 

3 

e) —Ji 


d)-- 


O 2 


b) 


d) -cos W 

e) -tg 20 p 

d) -2 

e) -d? 


533. a) 2*/3 Ol 

b) zero d) zero 

534. a) 2 cosx c)secx 

b)cossecx d)tgx 

535* a) s€nx*tgx 

b) cosx*cotgx 

c) -senx 

J3 

536. a) 


e) - JS 

f >4 


2 

b )-1 

O-y- g) —2*/3 

d)^ h )-*/2 


ł)0 

j )0 
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Twgonometria 
















































5 37 . t 3 'x 

, ./Ś - Jć 

538. a)- - A -c)- - Ą - 

J&--J9 J 5 

b)— 4 — d) T 

539. a) (cosx - senx) 

b)cos x 
e) -sen x 
dD -m\x 
e) senx 


540.9) 

b) 


Jt - J2 

4 

J9 + Jó 
4 

*/ó + */2 


0 

541.0) ^ (cosx+ senx) 

b) senx 

c) -cosx 
dD -cosx 
e) sen x 

542.0)2 + ^3 
b>- 2 -J3 

M3.a) cos x d)cos ł x 

b)-co$x e) 2 senx 

C) COS X f)-2C0SX 

544.2 — i/3 

545 . 0 ) 0 b}tgx c)co$x 

546. o 547. a 


548.0) 


4^ M 23 


ws. 

93 


54 7 54 

M9.a)| b)-^c)-f 

550. a) 2 c) sen x 

bjcos* a 

552. a) 2 cos* x ■ cotg x 

b) sen 2 x 

c) 1 

553* demonstraęao 

554. a) 2 sen 60° ■ cos 30° 

b) 2sen 40° * cos 30° 

c) 2 sen 20 ° ■ cos ÓQ 5 

d) 2 cos 40°* cos 30° 

555 . 0 ) -2 sen 30°-sen 5° 

b) 2 sen£xcosx 

c) -2 sen 2 a * sen a 
ti) 2 sent * cos 3t 

556.a) V = jx e R] x = 


= -7 + k 2 n 
4 

ou X = — + k • 2n, 

4 


comkeZ j 

Trkśonometria 


b)V= |x£Rlx = 

c) V= |x€R|x = 

= f- + fe'2n. 

= y + fcnou 

comkeZ j 

x = + kit, comkeZ j 

c)v«ixeR[x=kn, 
com k 6 Z) 

537. a) V= |x£R|x = 

d)V= |x6RIx = 

=-~ + ^y 2L ,comkeZ 

= ~ + k* 2 it 

560.a) V= |x£Rlx = 

ou x ^ + k♦2is, 

= + ks ( comkezj 

comkeZ j 

b)V= |xeF|x = 

b)V= |xeRlx = 

= y + kjr T comkezj 

= -7 + k - 2 it, 

4 

comkeZ i 

J 

c) V = |x £Rlx = 

= Y + to, com k e Z | 

r 

c) V = {x€RIx = 

d)v= |xeR|x = 

= y + k-2rt 

= f + if,comkez} 

oux = f + f, 

561. a) V = xxeR|x = 

* 'l 

com k G Z | 

+ kn,comkez| 

dDV = |xeRlx = 

b) v= |xeRix = 

= ™ + bc. comkezj 

= -f+ J f,comfcez} 

558. a) V = |xeRlx = 

( 

C)V=|xeRlx = 

= - + k-9n 

4 

= i +-f, comkez} 

ou x = + k - 2 n, 

4 

d)V^ jxeR|x- 

com kez| 

= y + comkeZ j 

b)V = (x £ R1 x = k ■ 2n, 
comkeZ) 

562. a) V = jxeR|x = 

c) V = (x e RI x = 

= s + k ■ 2x, com kSZ) 

= -—^ k^ 9n t comkeZ j 

dD V = |xeR|x = 

b)V=-{xeRIx = -| + kit 

= -f+ k-n 

ou x = k' 9n ,com kezj 

oux = y+ kn, 

C)V = |xeRlx = k-2it 

comkez| 

OU X = ±y + k * 2rt, 

559. a) V = jx e R| x = 

com kezj 

oux = comkeZ 


b)V = |xeRlx=-^y !L 

e)V={o,|,f,n} 

oux = -y + k’ 211 , 

563.0 

comkezj 

564. V = (xe R| x = k ■ Ss, 
com keZ) 


565. a) v = j x e RI x = 

= J + k ■ Sit og 
x «it + k ■ 2rc, 
com k € zj 

b) V = jx eRlx = 

®y + k ■ 9jt ou 
X = -y + k ■ 9)1, 
com k(=z} 

c) V = {xeRlx = 

= j + k-B, 

com k e ij 

cOv = |xeRU = 

= -J + k ■ 2rc ou 

X = y + k ■ $K t 

com k e zj 

e) V = jx e RI x = fc 
ou x = ±y + k * 2n, 
com k € 1 1 

566. a) jx eRl X -”Ou 

x = y + kn, com k € Z j 

b) V” |xERIx = k j 2n 
— 

com k 6 Z | 

c) v= |xeRlx = 

x - « + k ■ 2x, 
comkezj 


£ir 


kn 


567.0) V = ^x€R!x=yOi 


660 


x = kit, comkezj 

b) v = |xeRlx = 

= ±T + k *'} 

c) V={o,f,f,f,», 

fH 
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568. a) V = (x e RIO « x « Sji) 

b)V= |x6SI0«x«Sn 

ex *f} 

ę) V = (x e KIO < x < n\ 
d)V = (xGR!n <x <£n) 

5ó9.a)V^ jxGR|y + 

ł 9n 

+ k ■ 2rc, 


c)V = (x€RlO < n 
ou n < x < 2rc) 


■{■ 


<CV= -{xeRI0«x*-|- 


OU y « X < Sit 


} 


+ k * 9n < x < ^ + 

o 


onde fc eZ 


b)V= jxeR|k-2*si 

x < + k + 2n ou 

y + k ■ 2it < x < to + 
+ k ■ to, onde k e zi 


57S.a)V={xeR10<x<y 

OU y < X < 2]^ 

b) V={xeRlf < 

„ 3*1 

<x< t; 

c) V = |xeRI0<x<-f 


ou y < x < 2nj- 


d)v 


= {x€Rty 


e)v= |xeSlk-2*«x< 
< y + k'B*OUy + 


, .Sit 
<x< r 


ou 


?<■<¥} 


+ k - Śn < x < to + k ■ to 


} 


d)v 


* jx€Rly + 

+ fc ■ 2lt «£ X y + 

+ k ■ 9it p onde k E zj 

■{ 


c) V = ^xeR|k-2a« 


sx<y 4k- 2sou 


2 * 


+ k-2*<x< 


< 2* + k ■ 2*, 
onde k €Z 


f)V 


'} 

= { xeRl f 


4k-2**XS-y4 
+ k ■ 2* OU y + 

+ k ■ 2*«X«y 4 

4 k ■ 2 ji, onde kezj 

3 ) V = |xeRlx = ou 

it«x«2*J- 

570. b 

571. a)V=jxeRl0«SxSy 

OUySX<2*| 

b)V=(xeRI0<x<2«} 


573.a) V - |x eRlk • 2* « 
«X<y4k-2*0U 
y4k-2*<x«2lt4 

4 k ■ 2*, onde k £ zj 

b) V= jx6R]-|4 
4k-2n«x«^ Ł 4 

J 

4 k • 2*, onde k e z| 

c) V= |x€R]k • 2* « 

sx<T + k'S*ou 

4 

=^4k-2ir<x*2lt4 

4 

4 k • 2n, onde kezj 

d) V= |xeRly 4 
4k-2*<X<y 4 
4 k • 2*, onde k ezj 

e) V= |xeR|-y 4 
4£9<n «X«y 4 


574. a 


4 2ta, onde k e z| 

5T5.a)V = {xeRly <x< 

. * 5* . 3*1 

^ g ^ 4 ^ ^ 2 J 


b)V 


{«emf 


< X < 


<TOUy <x*2* 


Ou 0 ^ x < 


+} 


cjv = |xeRl~<x< 


. * „ 7* 3* 

<5-°uy<xCy 


d)V = jx eR|0<x < 


. * 2* 7* 

< T OUy«X < y 


} 


OU y x < 9 71 


} 


e)V 


{ xeR l j 


<*s 


* 3 M 4 <X * 3 J 
576,0) 8 = ł/Ś? 

b)b= j 

577. R = 2 
578.20 + 10s/3 
579.36 m 

580. c = 2^3 

581. d = 2-Jl 
58S.c = 60° 

SS3. a) ecu&ngulo 

b) retSngulo 

c) obtusjngulo 


584,a = 


•Jb + Jt 


cm 


34^3 f 
6rea = - v 1 cm 
4 

585. C — 30° 506. B = 150° 

Exercicios eomplementares 

mVI Ł VI 


587, a) 

b) 


e) ” 


Oy 3)^3 

d)y 

588. a) aJi c) y 


b) 


JŻ 


d)l 


589. a) x = 8 e y = SJI 

.. 8^/3 4^3 

b)x = —ey = — 


590. h = 31,6 591. b 
599.10^3 593, c 

594. a) I d) III 3) <11 

b) ll e) I h) IV 

c) II 0111 


661 , 


595, b 

596. c 


597, c 

19 

598.a) “ 

d) 

13 

5 

b>- 

19 
' S 

e) 

13 

12 

0- 

5 

12 



599. Ł 

600. e 


601. e 

609. y = 

15 


603. b 

604, d 

605, m 

= 0 

606. d 

607. a) y 

= 0 



b)y 

® cossec x 


60B, e 

609. b 


610* d 

ćll.b 

6H. JŚ 

613. b 

614, c 

615. e 


616. e 

617. b 

618. c 


619. d 

690. d 

691. a 


629. e 

693. e 

694, c 



695.6) - 

J§ 

2 

c> 

VI 

3 

b)- 

2 

Jx 

2 


696.a) 1 

b) 

c>a 

697. a 

698. a 



699. b)- 

-2^ m ^2 


630, d 

631. C 


632, C 


633. demonstracjo 


634.a)-^- 

c) -S3 

W T 


635. a 

636. c 

637, b 

639. A = -21 

640, a) cos 10° 

638. d 

b) -sen S° 

c) 2 - sen2x 

* cos3x 


641. a)V={^} 
C)V={0;*;2*J 

e w = /»L.iL.3« .5*1 

‘ 13'2 ' 2 ' 3 J 

f) V = |0;y;łt;y;2*j- 

642. b 643. d 644. b 

645* b 646, e 
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648. b 


649.8) V = {O; f-; »It} 

b)V= |xeR|x = ~ + 
+ k * 2s ou 

X=|-+(!-fiK;kez| 

650. b 651. € 65!. <ł 

PROGRESSOES 

E>:ercicios proposlos 

ń53, a) £, 3, 4 c 5 
6)1,4,7*10 
e)2, 4, 8e1ó 

e) 5,8,13 e 20 

f) 6,18,54 e 162 

65ł.a 14 = ^ 655.3, = 250 

656. -Be -18 

657. a) a ń = 4n 

b) a ft = -3 + 4n 

c) = 1 + 4n 

658. a) crescente (r = 2) 

b) NSo £PA. 

c) decrescente (r = -4) 
tf) Nao ź P.A. 

e) crescente (r = 5) 

f) crescente 

3 ) crescente (r = 2 ) 
fo) constante Cr = 0) 

659,3)0* = 16 c)a 3S = 34 

b)a, = -5 d)a, = y 

660. = 134 661.a„ = 74 

66 5. a a = |- 663. a, = ć 

664. r = 10 665. a, = -7 

666 . C = ^ 667.n = 21 

668 .3 P.A. nessas ęondiębes, OU 
seja, 184 nlo pode ser ter¬ 
mo da progressSo dada. 

669, n = 18 

678-a, = ó,r ^6 

671-RA.(6, 9,12, 

PRDGRESSÓB 


67!.PA, (-3, -4, -5,.„) 

673-x = 1 

674. n - 12 

675. n = 180 

676. RA. (70, 80, 90, 

67T.x=-| 

676. a) fi = 14! b) n = 129 

680. para r = 3 => (-4, -1,2) 
para r = -3 =*(9, -1, -4) 

681 , para r = 3 =>(- 1 , 2, 5) 
parar = -3 =*(5, 2 , -1) 

68140“ 

683- -2,0,2,4eó 

684.2, 5, 8 ,11 e 14 

685* PA (11, 14,17, 20,23, 26) 

686 * PA (-2,3, 8,13,18,23,28, 
33, 38, 43) 

687. PA. (60, 55, 50, 45, 40, 35, 
30,95,20,15, 10, 5,0, -5) 


703. = 594 

704*S ia = 1197 

705. n = 20 

706. b 

707. a) q = 3 f)q=-~ 

b) q = ^- S)d = * 

c) q - 1 

d) q = 4 i)q = -«/S 

e) q = 4 j) q 

708. a) -7,-14,-28,-506-115 

b) l JL JL _L e 
5 *25*250 '2500 e 

1 

25000 

c) ab, 0 V, 0 V,aV o eaV 3 

d) -80,20.-5,|e-^ 

e) ^3 1 i * 
ejvj, i, 3 , 3 e 9 

f) 0,5, “0,1; 0 , 02 , -0,004 e 
0,0008 

709.0) decrescente 

b) crescente 

c) crescente 
djaltemante 

e) decrescente 

f) crescente 

g) crescente 

h) estadonśria 

i) crescente 

j) decrescente 


710. b 

711.b 

7«.a 10 = 512 

713. a s = 3 7 

7H.a, = 16 

715.8, =| 

716.8, = 198 

717. q = ±2 

718.q = f 

719. n = 9 

720, n = 6 


721-sćtimo termo 

7!lsexto temno 723- x = ±3 

724. X - 12 

ojoo 

il 

X 

s 

ł" 

7!6. n = —g- 

727. n = 10 

728. A iguaidade i fóEsa. 
729.8(1 = 8^2 e a, = 2 ^ 

730-a 3 = 20 

731-a 3 = 72 

7315,15,45 e 135 


°“ łłV \ 4 1 78' 156' 39* 

J_ 12 H 131 27 
156 r 78'52'39'156'26* 

193 56 85 
156'39'52 r 6 ) 


689.d)ó b)83 

690,5 ia = 477 
691, = -775 

691 $ M = 1290 
693.5^ = 2500 
694.5^ = 1665 
695.5^=71030 

696, - 2550 

697, PA (-5, -10, -15,...) 
S w - -1050 

698, S w = -245 

699-a) S 1Q = 100 b) S n = n 1 
700, n = ó e a t = 4 
701-a, * 4eS lc « 130 
701 a, = -2e n = 11 Ou 


a, =4en = 8 




733.5, 10e2G 
734.2, će 18 

735. PG. (3, 6 ,12, ...) 

736. S, = 1093 


737* S e - 510 


738. S, 


3069 


739 s = — 

* 81 


740. S- 


2 047 
32 


741- S ń = 315 7415*= -121 

743. S 7 = 635 744. S 1D = 0 

745.5^ = 1 365 746.n = 9 

747. a) S = j d)S = 200 
b)S = -| e)S = 2a® 

OS = ¥ 


7«. a)} 
749. a 


«? 

«-ł 

750. b 


751.a) V = {-3,1] 
b)V = {0,2} 

jm.s-^5 


753. b 

755. a> P ć = 2 * 1 

b) P t = ?' 

c) P ć = -3 U 

‘"'.-ife 

«)p 0 = r ai 

756. P 


754. a 


79 


16 w 

757. P 141 = 2 1 * 74 

758, b 

Ewercfdos complementares 

759.8,, = 37 760. a K = ^ 

761.a t = r = ~5 761 r = 3 

763,fl t =3 764* S ?? = 729 

765, e 766- b 

767. c 768. d 

769. d 

770,6)05= 1986 
771.5 771 5 


773. S K = -245 
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774.5 1W = 10000 
775. S 100 = 9900 

ma* = -8 

777.d 9 = -729 
77S.x- £ea<^ £7 

779. $ s = 425 

780. S n = 1098 

781. S = g" 


7B9.m = 7 
783. a 
785. d 
787.6 
789. e 


784, d 
786. d 
788. x = £4 
790. d 


791 1 a) R5 19 500,00 
b) 50 pagamemos 


MATRIZES 

Exercicios propostos 

•Ku] 

k:»] 

( M*) ! = 


793. B 


794. C 


796. M T 


-S 1 
-1 ”4 

-9 -1 


J3XQ 


797.a) £ 

MO 


c) e 

d) 90 


798. A 


■ A = [ 11 

L —i o J 

799. c 

800.0) x — 6; y ~ 4 

b) x = y = 1 

c) x = 4; y = 6 


801. x = 0 ;y = 0 ou x = 1 ; y = 0 

809.0) 

b) 


8 11 I 

-1-5 J 

U"] 


[9 141 

C ^[ 3 -11 J 
-»[■;=:] 
c> [- 


603. a) 


£5 16 
31 £3 

-5 4 ó 
6 S-S 


804. a) 


4 - 1 -wj 

<%] 

* 


7 19 
8 

5-90 
90 -8 


805. a) x = 6 ; y = 11 

b) x = -9;y = 8 

c) x= -3; y = 9 


806.a) X 


b)X 


-10 “ó 99 
8 “4 19 
19 1 -91 1 
4 6 £ I 

9 -5 
19 9 H 


807. a) X 


b)y = 


c) Z 


-[ 

■[ 

-tr.j] 

r n o -i9 "i 

"[-4 4 -7 J 

r —3-u i7i 

“L 9 2-10 J 

-1 97 1 
0-14 J 
T 3 -15 - 

■ ¥ - 


808. a 


809. a) 




e) 


f) 


810. A ■ B = 


] 


811.(M + N) ■ P 


-1 98 -13 
19-19 39 
9 -S 17 

90 -9 90 
56 14 43 

4 -13 5 

— 19 91 -9 

0 45 -15 
r -11 7] 

l -27 21 J 


819. 




813.0 = 1- b = 0 

815. d 


814 .a 


816.0) P* * 

P 3 = 


b) P fi = 


1 £ 
0 1 
1 3 
0 1 
1 n 
0 1 


817.0) A 


K-u] 


b)B _l = 


ais. 


8S0- 


891. 


c) C = 

d) 0 - ’ = 

{ 1 ^ 

i i 

3 3 

1 1 

ó 6 

[-] 

r ’ 

|_ sen 9> 


5 -9 
-7 3 

£ -3 
-3 5 
± J_ 

13 13 
_3_ _£_ 
L 13 13 

819. ć 


822, c 


sen £x 1 

1 i 


8£3,a) 

b) 0 e 2 rc 

894.6 
895. d 


Exerdcio$ ecmplemernares 

896. A 


.*.r ,o i 

| 0 1 J 


897, B = 


4 9 16 
9 16 95 
16 £5 36 


828. d 


830.3) 


b) 


C) 


d) 


899. e 

“3 5 
-1 “3 
11 3 

-£ 9 

-7 -12 
11 3 

B -1 -4 
-1 3 9 
-2 1 
9 13 
-ó -5 


831, x = 7; y = 3 

-•[”] 


b) 


c) 


8 -Tl 3 
ó 3 11 
0 9 7 

-19 -TO -10 
9 TO 


833 


834 


r ^ 10 -io 1 
[ 9 TO 11 J 

■[--] 

r u 141 

L -10 -14 J 

a 


835 


836. C 15 = -6 


837.3) 


b) 


1 —9 
0 1 

2 I 

7 7 

_i 2 

7 7 


838, 


839. 


840, 


-11-9 
19 -8 


i • 

3 ~ S 


1 £ 

9 £ 

i li 

£ 9 


841.6 


842, e 


843, 


11 11 
6 18 
35 151 
19 36 J 


844. demonstraęao 
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DETERMINANTES 

Eaerdclos propostos 

S4S, a) det A = 5 

b) detB =ti 

c) det C = -6 


d)detD = 




e) det E = 0 


846.3)7 

d)2 

b)12 

e)-1 

O -7 

f)3 

847. a) det A = - 

-14 

b)detB = 7 


O det C = - 

98 

848. a) 2 

e) 19 

b)-3 

f) 13 

0-5 

3)5 

d)0 

Ol 

849. a) -4 

d)4 

b)20 

e)0 

O 78 


850. a) S = ( 6 ) 

OS-{11 

WS-l-3] 

d)S = 14) 

851. a) S = (2} 

OS=(31 

b)5 = {8} 

d)S = (2) 

852.22 

853. N = 50 

854.64 

855. V= |0, 3) 

856.93 

857. e 

858. a) -119 

O -236 

b)159 

d)72 


•»•>*-{t} 

w-tff} 

860. ó 

Bterc i etos compiememares 

861. a) 6 cj -1 


b)17 

862. a) -40 
b )20 
O -60 


d)7 


963 


■> s -R} 

t » s -{-łł 


964. V = 13; 5) 

865, a) 25 W-10 

866.0 

967.a) 2 b)-6 

868. V = (0, 1) 869. d 
870.e 871.b 

872. V = (-2,0,1} 

873. C 874. V = [2, B) 

875. d 876. det A « 1 

877. b 878. C 

879.a 880.a 

AnAiise COMBI MATOWA 
BinOmio de Newton 


SISTEMAS LINEARES 

i 

Eaercicios propestoa 

903. a) SPD WSI 

904. a) SPD W SPI 

S 8 t,a) NSo ź soluę&O* 

905. a * -2 906. k = -2 

b )6 soluęao. 

907. m * 3 908. k * 

c) NSo e soluęSo. 

0B2.e 

909. c 910. e 

663.-a) £ soluęfia 

911. C 912, C 

b)£ SOluęSO. 

913. a 914. c 

c) t soluęto, 

915. a 916. b 

B84.a)V={(2,3)} 
b)v = {( 1 , - 1 )} 


685.3) V = {(1,2, 0} 

anAlise combinatória 

b)V={<-2,3,0)} 

BINÓMIO DE NEWTON 

886 . a) V= {(-1,1,2)! 


b)V = {(f o,|-)} 

Exercictos gfODOStos 

917.10 918.96 

OV = {(0,1,2)} 

919.8 920.45 

d)V=((1,4, 3)1 

921.80 922.60 

887. a) SPO 

923.8 -10 6 924. e 

b)SPi 

925. a 926. a 

OSI 

927.a)1 3)4 

BIS, a) sim 

b )1 h )2 

0 720 i) 12 

b)nao 

d)5040 j) 120 

c)nao 

0 8 1)48 

8 

f)£5 

809.a ^ -j 

928. a) 4 - d) 3 

890. a = —1; b = 16 

9 7 

891.k * 3 

b )210 e)4r 

cj-L f) I 

c >30 J 1 £ 

892, Se k * ó, o si&tema ć SPD. 

Se k = 6 , o sistemać impos- 

929. a) n d)4x* + 6x+2 

siveL 

893. a) SI; V= 0 

b)x* - x e) x ! + 2 x 
On + 1 f)^ 

b) 51; V = 0 

O SPD; V = {( 6 , -5,1)) 

930. a) 0 ou 1 c )6 

d) Sp D;V = {(},|,-|)} 

b)4 0)1 ou. 9 

e> SPI 

931. a) V = {3} 
b)V = {5) 

V = {(-2k-2,-k-3,k), 

c)V = (2} 

ke R} 

932. a 933. a 

f)5Pl 

V = ((2k, 3k, k), k 6 R} 

934. b 935. (n + 1 ) 9 

894* b 

936. a) 120 

b)48 

895. e 

072 

&96. a = 1 <xj a = -S 

937. a) 720 
b) 1 S 0 

897, a) V ={(-§■,},-})} 

938.240 939.720 


940.120 941. b 

b)V - 0 

c) V = {(4 + k, -1 - k, k)) 

942. e 943. e 

698.60 litros de leite com 3 % de 

944, a) 24 01320 

w» 

$ordura; 90 litros de lei te 

com 4% de gordure. 

945. a) V = ( 6 j 
b)V = {11} 

S99.e 900. e 

901. e 902. a 

c) V = { 6 } 


952. b 


947.3360 

949.42 

b) 1 728 

u . 


954. a) 10 015 

b )21 d )12 

955. a) V = {41 b)V = {191 

956.210 957.15 

958. n = 6 959.792 

960.56 961.15 

962. d 963. Ć 

964.72 965. a 

966. e 967. d 

968. d 969.90° 

970.10 971. B40 

20 ! 


972. 


973.10 



10! 6 ! 4! 

974. d 975.161280 

976.680 

977. a) 15 c)7 

b)5 d)4S 

978. a) 2 

b) 3 

c) 5 

979. a) 20 b)165 

9BO. S) V = [3, 4) 

WV = (2,6] 

C) V = {10} 

d) V={7) 

e) V = {6) 

981.c 982.d 

983. b 984. e 

985.6 

966. (5^, S ]J 5 S , Sj, S 4 , Sj, ..) = 

£1,1,2,3,5,8,13,...) 

987.a) X 3 + 6 x* + Ifo * 8 
b)x ł + 12x J + 54x® + 

+ 108x + 8 > 

0/ + 30x s + 375/ + 

+ 2 500x 3 + 9 375x s + 
+18 750x + 15 625 
d)x* - 3 x* + 3 x - 1 
0 / - 18/ + 135/ - 

- 540x 3 + 1 215x* - 

- 1 458x + 729 

f) X 3 - 5 / + 10 /- 10 x 5 + 
+ 5 x — 1 

988.3)7, = 160/ 
b)T ( = 13608/ 
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9B9. a) T 3 = 84JC 5 
b)T ( = -óx s 

990. T s = 24x 7 

991, T, = -35x 4 


992. b 

993 . b 

994. e 

995. c 

996.22 320 


997. a 

998 .3 

999. a 

1000 .d 

1001 .c 

1009. a 

1001 d 

1004.b 

Eaercicios complememates 

1005.12 

1006.60 

1007.a) 

d)19 

b) 16S 

e)n +1 

c) |i 
c ' 30 

f)n 

1000. 3 ) V = 

(21 b)V = (11 

1009. d 

1010. d 

1011.d 

1012. c 

1013. e 

1014. C 

1015.6 

1016.11680 

1017.504 

1018.5 

1019.« 


1020. a) 10 

b)7 

1091.a) V = 

13,8) 

b)V = 

0 

1022. a) 56 

b)3Ó 

1093. V = [n 

G tJ | n » 6) 

1094. C 


1025. a) k 4 + 

18x 5 + 13Sx" + 

+ 540* 3 + 1 215x 4 + 

+ 1 

458x + 729 

b)x 5 - 

SjC 4 + Kfc 3 - 

- 10x 4 + 5x - 1 

1026. e 

1027. d 

1028. b 

1099. c 

1030 .b 

1031. b 

1039.a 

1033 ,3 


PRÓB ASI LID ADE 

Exefcicios propostos 

1034,a) 


* 

1 1 

9 

3 

4 

5 

6 

1 

a u 

(1- 0 

(U) 

a *) 

(U) 

0 . 6 ) 

9 

(9,1) 

tf.S) 

(9.3} 

(1 O 

(9.5) 

(9.63 

1 

0,1) 

a®) 

(3,3} 

(3. +} 

a Si 

0> 6} 

4 

(4,13 

(4.®) 

H.3) 

(4. +ł 

(OJ 

«, 6) 

$ 

(5, 1) 

f5, i) 

(5.3) 

(5,4) 

CS. S} 

(5.63 

6 

(Ml 

& 93 

(6.3) 

{6, 4) 

(5.5) 

(6.6) 


s = {ai),ci,?),a3) 
...(6,6)) e n(S)= 6 • 6 = 36 

b) E, =10,4), CS, 3), (3,2), 

(4,1>} 

c) Ej = 1(1,1), (2,2), (3,3), 

(4,4), (5,5), ( 6 ,6)1 

d) Ej = ((1,1),(1,3), (1,5), 

(2,2), (2,4), (9,6), 
(3,11(3,3), (3,5), 
(4,21(4,41(4,6), 
(5,11C5,3),(5,S), 
(6,21(6,41(6,6)1 

e) E,= (Cl, 110,31(1,5), 

(3,11(3,31(3,5), 

(5,1),(5,3),(5,5)) 

f) E; =1(2,1),{2,21(2,3 

(2,41(2,53,(2,6 

(1,21(3,21(4,2 

C5,2),(6.2)) 

3) E c = 5 - ((6,6)| 

h) E, = 0 

i) E b = (( 1 , 1)1 

1035. a) E, = {(F, F, F)] 

b)E s = l(M,M,M)(M,M,F), 
(M, I; M), (M, I; F), (( M, W), 
(F,M,F),(F,F,M)1 

C) Ej = [{M, M, M), (F, F, F)) 

1036. a) E, = {1,3,5,7,9,11, 

13,15,17,19} 

b)E, = (16,17,18,19,20} 
O E 3 = [5,10,15,20} 

d) E, = (ć, 12,18} 

e) E s = (2,3,5,7,11,13, 

17,191 

D E t = { 6 , 12 , 18 } 

3 )E 7 = {7] 


1053.^ 1054. jy 

1055. P = ^ 1054 c 

1057. P(A n 8) = ~ 

1058. d 

Exefcfctos compiementarcs 

1059. b 1060.-g- 1061. c 

1069. a) j C)^ b) * 
1063. a 1064. b 

1065.3)87 500 pares 

1066.73% 1067. d 

1068. a 

1069. a)x ■ 11 b)l 
1070.1) bil) a 1071,-| 

GEOMETRIA ES PACIAŁ 

Eacrdaos propostos 

1079, a 1073. d 

I074.a)x = 17° 

b)x = 20° 

107$. e 


c) A* = 


cm* 


11 


u, 2 

b) T 


1037.-1 

1039.-1 


1038. -1 

1040.1 


1076. b 
1078.a 
1080.3 
1082.d 
1084.25,6 m 
1086. b 
1088.C 
1090. d 
1099.d 

1094.2^13 dm 


1041. d 1042. P = ^ 

1043. d 

1044. a)j e)| 

b)l f)0 


4 

d >7 


3 } 7 


1045. a)-12- b)-15- 


1046.1 

1048.1 


19 

1047. lf 

1049.1 


1050. a) g c)g 


b) 

10S1* b 


1052. H 

20 


1077. e 
1079, a 
1081.6 
1003, d 
1005. e 
1087.b 
1089, b 
1091.30 cm 
1093. c 

1095. d 

1096. a = 2 , b = JE 

1097. d 

1098. a) 19 202 cm* 
b)0,17 

1099. d 1100. a 

1101, a 1102. b 

1101 b 

1104. a) A = 2625 o# 
b)x = 15 cm 

1105. e 1106. d 

1107. a 110B.C 

1109.d 1110.b 

1111.a)A B = 16 cm 4 
A, = 128 cm 4 
A, = 160 cm 4 

V = 128 cm 3 

b)A„ = 4/3 cm 4 
A t = 24 cm 4 
A, = 8(3 + ^3) cm 4 

V = 8V3 cm 3 


2 

A, = 108 cm 4 

A t = 27(4 + Ji) cm 4 

V = 81^3 cm 1 

1112 . a) C = 6 cm 

b) A, = 216 cm 4 

c) A, = 288 cm* 

d) V = 324 cm 1 

1113. ( = 4 cm 

1114. a B = -y- cm 

1115. a 1116. c 

1117. b 1118. d 

1119. d = 2-^14 cm 

1120. d = 7m 
A, = 72 m 4 

V = 36 m J 

1121 . h = 3 cm 

d = 5</i cm 

1122. d =■ 2«/l7 cm 

1123. V = 144 cm 3 

1124. V = 50 000 litros de agw 

1125. d 1126. A, = 292 cm 4 

1127. C 

1128. a) A, *> 24 cm 4 

b) V = 8 cm } 

c) d = 2^3 cm 

1129. a) a = 5 m 

b) Aj = 150 m 4 

c) V = 125 m 3 

1130. a) a = iJi mm 

b) A, = 72 mm 1 

c) V = 24 Tb mm 3 

1131. a) a = 3dm 

b) A. = 54 dm 4 

c) d = 3^3 dm 

1132. b 1133. e 

1134.1 mm 1135. b 
1136. a 1137.a 

1138. a) m' = 2ł/3 cm 

b) m = tfi cm 

c) A 0 = 36^3 cm 4 

d) A t = 144^3 cm 4 

e) V = 144^2 cm 3 

1139. a) m’ = 6 m 

b) m = lOm 

c) A. = 240 m 4 

d) A^ = 144 m 4 

e) A. = 384 m 4 

f) V = 384 m J 

1140. V = yy cm 3 ; 

A-Sfcrf 

114!, m = 2J3 cm; 

A 7 s 3 16%/3 cm 9 
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lUS.m 


cm; 


A T =25^3 cm® 

1143. = 36 m®;^ = 96 m ? ; 

V = 48 m 3 

11*4. c 1 1*5 ,3 
1146 *c 


b)^3 


UA1.a)f 

IMS,3 cm 1149.16 dm 

1150. ó 1151. c 


1152. b 

1154*V = 70 VI cm 3 
1155. d 1156.3 m 

1157* c 1158. b 

1159.5) 4n m* 

b) Aj - 94 n m* 

c) ^ = 32n m* 

d) V a $4 ji m 3 

1160. a) = 72itom a 
b) V = BIk cm 3 

1161. a) r = 3 dm 

b) h = 6 dm 

c) Aj = 54ic dm® 
1162*a)h = 12 cm 

b) A-e2l6n cm® 

c) V « 432n cm 3 

1163, A,. = 3óf[ cm 8 , V = 98n cm 3 

1164. h = 9m 1165* b 
1166. d 1167. c 

1163* Faria transbordar o outro 
copo, porque o seu volu- 
me corresponde ao dobro 
do outro. 

1169. a) na embalagem A 

b)a embalagem B 

1170* a) Aj = 60ncm® 

b) \ = 3óje cm® 

c) Aj ~ 9 Ótc cm® 

d) h = 8 cm 

e) V = 96 ji cm 3 

1171. a) Aj = lOSjrdm® 

b) h = 6^3 dm 

c) V - ItyJŻn dm 3 

1172* Aj -144 ji m®; V = 128ii rn 3 
1173* Aj = 24/1 cnĄ V »Ifljr ęrn* 
1174*3 = 4dm 

1175. V = 9óit cm 3 ; Aj “ 9órc cm® 
1176* d 1177. a 

1178, a 1179, c 

1180* V = 2 1790n cm 3 
mi.V = 46B3im 3 
1182*1 050 litros 1163. C 
1184* b 1185.d 

1186* a) h = 4 cm 
b)V = 84ncm 3 


1187. 

1188, 


a 

dstlnoa 


1153,h = ydm 


■*‘ K (i" t) 


ou x = H 

1189. d 

1190. a) A e = 64ndm 5 

b)V ( = n dm 3 

1191. A e = 108 cm* 

1192. V e = 32 cm 3 

1193. V 4 = y ircm J 

1194. V = 36n cm 3 

1195. b 1194. t 

1197 .e 1198 .d 

1199. b 1900. V = 90 

1901.f = 10 

1909. V = 9;A= 16 
1903, F = 8 1904.V = 60 

1205. c# 1906. c 
1907. d 1908.5 = 6480° 

1909. V= 7 1910. F = 6 

1211.6473 cm* 

1212.9a*73 1913. Cf 

1914. e 1915. d 

1916. e 1917. d 
191B. b 1919. c 
1990.C 1991 .d 

1999, V = 10 1993. e 

Exerdcros comptememares 

1994. d = 573 cm 

1995. d = 762 cm 

1996. V = 64 m 3 

1997. V = 250 dm 3 
1298.V = 37573 m 3 

I999.h = cm 
1930. d 1931. C 
1939. A, = 96 cm 4 ; V = 48 cm 3 
1933. V = 2 dm 3 
1234. A, =25673 m* 

1935. A, = 96 cm ! 

1936. c 

1937. b 1938.6 
1939.y = -|h 

1940.60 

1941 . Aj = 6 lt cm'; V = Sit cm 3 
1249. A = 9ÓK cm* 

1243.94 cm 

1244. A embafagem de raio re 
altura h t mais vantąjosa. 


1845* b 1246. C 

1247. d 

1248. A, = TOSit cm* 

1949. v = 97ndm 3 

1250, V = 12n cm 3 

1951. C 1252. C 

1253. C 1254. c 

1255. b 

1256, V = 36n cm 3 

1957. V = 36it dm 3 

1958. = lOOnm*; V = itm 3 
1259.11 = 9 (Ta + i) cm 
1260, R= 76 cm 


GEOMETRIA ANALlTICA 


Exerdcios propostos 


1961. a) A 0,0) c) E(-2, -2) 

b) B (3,9) f) F(-3, -4) 

c) C (-1,2) 9 ) G (2,-D 

d) D(-4,1) h) H(0, -3) 

1262. , 

8- 

F *—1- 
, ; ? 

Ł y 

-- r A 

X 

i-i-- 1 -? 

c 

-2 

1 2 3 

- i i i 

,qj. i.; 

-V 

-3- 

1263. 

A 



t--: - 


* ' 
i 

! v 




i; o 

F+- -+ 


G 

-1 

i 


4r-M 


-il * 3 


-9- 


a) F t E, D t H porque 
abscissa = ordenada 

b) Ec i, poisx = -y 

c) Q E, M, pois abscissa 
£ zero 

d) 9 # sim 

1264. a)n = 2 c)n = 6 

b)n = 0 d)n-7 

1265. a) p = -2 b) p = -22 

1266. a) 10 C) 10 

b)13 d) 10 

1267*a) m = IGoum = **14 
b)m = óou m » -4 

1268* a) 30 unidades de 
comprimento 
b )20 -f 2^/2 unidades de 
comprimento 


1269. p[{, o) 



1270. GlńSręubeisóscetesemA 

1271. b 1972. e 


1273. k = 4 


1274.M=-y 


1275.6) x M = j,y M = 1 

c)*M is3 .y« = 3 

f> x M = -5,y M = 6 

1276.3) d*„ = ~L umdadei 

de comprimento 

b)d^ = unidades 
de comprimemo 

1577. e 

1278. a) G (5, -9) 
b)S(-3,4) 

OGC3 f -9) 

1279. d 1280. e 

1281. a 1285. e 

1283. a) D - 0 pmencem 8 
mesma reta 

b) D * 0 nio pertencem h 
mesma reta 

c) D = 0 pertencem 6 
mesma reta 

d) D * 0 nSo pertencem 6 
mesma reta 

1284* a) Xj = 4 b) ^ = 9 
1985*X A * 2 1286*y 0 = 5 

1287. y c = y 1988. P(6, 6) 

1989. k ^ 9 1990. b 

1291.6) x + y- 2 = 0 

b) 3x + y- 1 =0 

c) x- 2 y + ó- 0 

d) 4x + 3y ** 7 = 0 

1292. a) x - y = 0 
b)2x + y - 4 = 0 
C) x - y « 1 = 0 

1293. P€ f 1294. P € s 

1295. m = 1 1 296- n — 8 

1297, x = 2 ey = 1 * 

1298, x “ 4 ey = -£ 

1299, b 1300. a 

1301* d 1302* c 

1303. a) y + -3p= 1 


w^+ł-i 


C)f + 


I304.a)^ + ^ = 1 

b) X X " 1 

3 9 

«W =1 
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1305. a) -*■ + = 1 

b)^j + = i 

of+Ą-i 

1306. Ć 

1307. a) m = T 

b) m nio £ deFinido 

c) m = -4% 

d) m = -1 

130a.a)m = “ c)m = 1 
b)m = 2 d)m=-1 

1309-a) m = -y c) m = 1 
b)m *y d) m = y 


1310. a) m = -^ c)m = 

b)m = 1 d) m = -1 

1311. c 

131!. a) nn= n = y 
b)m = 1; n = 4 
O m = n = y 
d) m = -£, n - 5 

1313.a)y = -|x +j; 

„2.1 

m - 3 , n - 3 


b)y = 
m = 


- 3 X + 2; 


n = 2 


.. 5 

h)y= -yx; m 


c) y = 4x + ?, m * 4; n = 9 

o 2 

d) y = yX + 9; m = y 
n = 2 

e) y = yx + “ 

m = 7?rt = 7 

f) y = x + 2;m = 1;n = £ 

$)Y = -X; m = —1;n = 0 

5_ 

7 # 

n = 0 

131*. a) m = 1;n*3;y=x+3 

b) m = V3; n * - 3; 
y = J% 3 

c) m = - d3 ; n = * 5; 
y = -73x-5 

d) m=y ; n = 0; 

y 3 
1315. a) m = 4 
b}m = -y 
c) m = 2 


d)m = 


KO, -3) 
KO. -3) 
W, 10) 
f>(0, -3) 


1316. b 1317. b 

1318. a) 2x - y = O 

b) 3x + y- 15 = 0 

c) x + y + 2 = G 

d) x - 2y + 10 = 0 

e) £x - óy + 17 = 0 

f) 25x + 5y-2ó = 0 

1319. a) -x + y + 1 ~Q 

b) x + y - 3 = 0 

c) —V5 x + 3y +19 = 0 

d) -/3 x + y -1 = 0 

e) J% x + 3y -3 + 4^3=0 
1390. d 1321. a 1399. d 

1323. a)x + 2y-2 = 0 
b)3x + 2y - 6 = 0 

1324. a) 3x + y- S = 0 

b) y = -3x + 5 

c) m « -3 

1325.5 

1326. a) paralefas distintas 

b) para le fas distintas 

c) coincidentes 

d) paralelas distintas 

1327. a) 2x - y - 5 = 0 

b) 5x + 4y + 29 = 0 

c) 9x - y - 6 = 0 

d) x - 3y - 10 = 0 

1328. k = -3 

1329. e 1330. e 
133!. e 1339. e 

1333. a) sao paralelas e distintas 
b)m = 4 

1334. a) concorrentes e 

perpendicufares 

b) concorrentes e 
perpendiculares 

c) concorrentes n3o- 
perpendtculares 

d) concorrentes e 
perpendiculares 

1335. a) x + y - 3 = 0 

b) 3x + 4y + 2 = 0 

c) x + 7y + 19 = 0 

d) 4x + 3y + £ = 0 

1336. k = 3 1337. ć 

1338* e 1339. a 

i 140 p 

1341. a) x- 9y + 5 = 0 
b)2x + y - 3 = 0 

1342.5 !343.d 1344. a 

9 8 

1345. m r = y e m t = -y, logo 

r e s oao sio ortogonais 
1346*5 1347, e 

13*6.6 = 60* 1349,0 - 45° 

1350. x t 7y - 97 - 0 ou 
7x - y - 37 = 0 

1351. e 1352, d 

1353. a) d = 9 


1355.a) d = 


19^13 


c)d = 


13 

7^29 


29 

d)d = 0,P e r 

b)M 


b)d 


26 
5 J 2 
9 

1356. e 1357. a 
1358 ,3 1359.5 

1360. a 1361. a 
1369. a) 6rea = 0 

(ĄffeCestaoalinhados) 

b) 6rea = 8 
(unidades de śrea) 

c) 8rea ■ y = 1,5 
{unidades de śrea) 

d) 4rea = ^-= 7,5 
(gnidades de śrea) 

1363, y A = 12ouy A - -20 

1364, )^ = “12 ou)^ = 59 

1365, t 1366. c 

1367. 5 136B.C 

1369.5 1370. a 

1371. a) x + y - 3 = 0 

b)m s -£ 

137!. a) (x - 3) ł + (y - 3) 5 = 9 

b) (x-1) f + (y-1)? = 1 

c) (x+ 3) , + (y+2) , = 1 

d) (x-1) 4 + (y-2) 4 = 9 

e) x 4 +y* = 9 

1373. a) r = 5; C (-2, -2) 

b) r = 3; C (3, -1) 

c) r = 3;CC1, -2) 

d) r= 1;C(-3, -2) 

e) (= 5^3; C (2, -2) 

f) f = 2; C (-1,2) 

3 ) r = 4, C CO, 0) 
h) r — S; C (0,0) 

1374. P{0, 2) 

1375. P<1,0);P(-5,0) 

1376. e . 1377, e 
1378. a 1379. a 

1380. a)(x-2) t + (y-l/ = 1 

1381. e 

138!.(x - I) 4 + / = 4 

13B3.a) r < 0; a eguaęfto n6o 
representa um 
circunferfincta 

M-f 

C ) r = V3 ; C (0,0) 

d) r=2 ; CC0, -2) 

e) r = 0, a equaęflo nSo 
representa urna 
circunferćncia 

f) r = łC(3 J 3) 

13B4.a) sim; r = J% r C (1,1) 

b) sim ; r = £d£; C (4, 4) 

c) n5 o 

d) 5im; f - JV0' C (4p 3) 


ima 13S6.C 

1387, e 1388, a 

1389,e 1390, d 

1391. d 1392-a 

1393. a) Pe X 

b) Pć extemoa X 

c) Pt interno a X 
ć)P Ł interno a X 
t)Pt extemo a X 
f)PG JL 
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1395. Ł> 1396.5 

1397. 5 1398, c 

1399. a)se tangentea X 
W 5 1 etferior a X 

c )s& tangente a X 
cOsćsścantea X 

c)s^ sccantc a X 
f) s£ exteriora X 

1400. 5 1401.a 

1402.0 = x Jb 1403.3 
1404. c 1405. d 

1406.3 1407. d 

1408.6 1409. c 

1410.(5 + 3^5. -1 + ,/S) e 

(2 - 3>/5. -1 - V5) 

1411.3 

Enercfcios complementares 

1419. d^j = 10 

1413.2p = 2,/2 + ^13 +/I7 

1414. d,* = 3ł/l0; M(ó.ó) 

1415. D * 0 =» os pornos A 8 
e CsSo vćitic€s de um tri- 
Jnjulo 

1416. y A = 1 

1417. fe - 3y - 13 = 0 

1418. m = --- 

1419. y = -y* + 4 
1490* perpendścuWes 

1421. yx -y + 8 = 0 ou 

3x - 2y + 16 = 0 

1422. A intersecęio i o porno 

PCI. 1). 

1423. a) Q = (7,7) 

b)V = 31,4 km/h 

1494. k = 5, k = —5 
1425. e 1426. d 

1427.2 (umdade de 6ree) 

1428. e 1429.6 1430.6 

1431.c 1432.a 1433.e 

1434. c 1435. d 1436. d 

1437. C(4, 5); r = 5 

1438.7. n Oy = 0 
1439. d 1440. P e X 

1441. x® - 6x + y* - 8y = 0 

1443.4x ł + 4/ - 2Sy = 0 

1444. 6 1 445.6 1 446. a 

1447. a 1448. a 1449. d 

1450.3 1451. c 


NIJMEROS COMPLEXOS 

Exercicios propostos 

I452.a)a = -4; b = 5 

b)a = y;b = 2 

»»•«(“■ 4) 

b)(3>/2, eVT) 



d) (V5, -2) 

e) (-S, 10) 

f) (-5,10) 

3) (56, 0) 
h)(-1,0) 

1454. a = 2;b = 6 

1455. X = 7;y = 2 

1456. a) 3 b)y 

1457. -S 

1458. x * -1 

1459. m = 0; n = 2 

1460. x = 2,-y = 4 

1461.2 1462.1 1463.6 

1464. a) 1 d)i 

b)-1 e)0 


1465. a) -S b) —i 

1466. a 

1467. sto iguais 

1468. zero 

1469. e 1470. a 
1471.6 

1472. a) 2-5i g)19 + 2i 

b) ć + 3i h) 8 - 3i 

c) 19 + 3i i)^ 

d) 37 j)6 

e) 13 I) e* + b* 

f) -60+ 101 

1473. x = 6; y = 2 
1474* m = 1 e ń = 1 ou 

m - -1 en = -1 
1475, a) z = 0, 3 - i 

b) z = -I2i 

c) z = -8 

d) z= “41 + 7 

1477, z = 1 + 2iouz = + 2i 

1479-d 


1494,a 1495.C 
1496. a) p = 4,/2 ,9 = -jrad 

ł 

b) p=2,0 = -^rad 

c) p = 2, 0 = -y rad 

d) p = ,/2,6 = -y rad 

e) p = 1,9 =~fad 

f) p = 3,5; 6 = 0 rad 



1498.6 1499. a 

1500.6 1501.6 


1480. z = -3 + 5i ou z = 3 + 5i 


’«’■»¥ 'W' 
1 


»T 



4 

T 1 

<< 

24 

25 

4- 

f 

f) 4! 


1482,a)^- + 

1 . 

5 1 


1483.-1 -i 1484.0 
1485.-2 1486. d 

1487.4 1486.3 

1489. -1 <x<0 

1490. d 1491.6 

1499. c 1493. a 


1503. a)Z = 2-[cosy 

-H-seaf) 

b) z “ 3V5 t £cos i 
+ i-sen 

c) z = 2V£ ■ £cos 
+ i*sen^) 

d) z = 2 • J^cos yp 
+ i-sen^) 

1504. a) Z = ,/3 + i 

b) z = 2^2 + 2>/2 i 

c) z = -3^2 - 3^2 i 

d) z = 3i 

1505. a 

1506. d 



1507. a) 9 # 6i 

b) -9 + 3VJ i 

c) -2 + 2i 
1500 . c 

1509, a) -8 

b) -64 

c) “64 

d) "128 - 128^3 i 

e) “1ó 

1510. a 1511-e 


1512, c 1513. a 


1514.x = - 5 ey - - 2 


1515. b 
1517, e 

1519, a) 1 
b)1 

1520. e 
1522. b 


1516,2 
1518.1 
cjO 
d)2i 
1521. e 
1523. b 


1524,x = -ley = 6 


1526.e 


1527. a 


1528. 5 5 ! 

1529. —■ 1530. a 

3 * 


i53l.e 


1533. Zt *= ^ + -=~i e 


_ 1 


g o 


1532. b 

£ 

2 

VI 

2 


Oli z. 


_1_ V5. 
2 £ 

1 . VI 


2 * = I + 2 ' 


1534. e 


1535, a) z=2 ^oos~ +i ot ™ j 

b) z = 6^(QCB^+iOT|) 

c) z = +isen|J 

d) z = 3(cos 0 +v sen 0) 


e)z = 2^cos-y +isen~j 

1536. a) z = -J<2 + Ji i 
b)z = 4 — 4 J3i 
1537.1 + 14i 
1538, a) -1024 

b) “128 +128-^31 
1539.16 


POLINÓMIOS 

Exercicios propostos 

1540. a) g,(P) = 2 d)g,(P) = 8 

b) s,(P)» 4 e)g,(P) = 1 

c) s,(P) = 3 f)g,(P) = 0 


POLINÓMlOS 
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1541. a = 3 OU a = -3 
1541. a)-8 C) 122 

b}-23 d) — 1 

1543. n = 5 
1544-m = 3; n = 4 

1545. a = 1;b = 2 

1546. a) se a * 0, o polinćmio i 

de 4 a grau 

b) sea * 5 =s 8= grau 
ea = 2 =» 1 # grau 

c) a * 1 ea * 3(3°grau) 
se a = 3 s* (P grau) 
sea = 1 =s (1°grau1 

1547. C 1548,c 1549. e 
1550. a = 8; b = 3, C = 0 


1551.m = 


■^1 = 0 


1552. 3ke aplpCx)aO 

1553. a = -|jb-| 

1554. a = -3; b = 9 

1555. m = 1,t= -8 

1556. a = b = 8; c = -8; d = 0 

1557. d 

1556, a) m = 4; n = -y 
b)m = 4;n = -4 

1559. a) 6x ł + 5x s - óx + 16 
b)4x* + x*- 4x 

O -4x 3 - x* - 4x 
d)óx 3 + 5x ! - óx + 1ć 

1560. a) 3 b>4 c) 4 

3 

1561. m = -2;n = yep = 6 

1568.a)x 6 - ?)!‘ + x ! 

b)3x 7 + ćx* - 4x s - 4x* - 
— 3x 3 - 2x* + 4x 

1563. a) 4 b) 6 c) ć 

1564. a) QM = x - 4; RM = 0 

b) QM = x* + 3x - 5; 
RM = 0 

c) Q(x) = X + 3;ft(x) = 0 

d) Q(x) = 7x + 21; 

R(x) - 55 

e) QM = X 4 - 6; 

RM = x + 6 

f) OM = 2x + 5; RM = 1 

1565. AM = X 1 - 4x* + óx - ' 

1566. D(x) = 2x ! - 5x - 12 

1567. m = -84 

1568. k = 8 1569.e 

1570. a) RM = 20 

b) RM = 0 

c) R(x) = -68 

d) RM= -2 

20 
3 


1571.m = 


1578. k = ~ g 

1573. y = ~ 

1574. p=-f 


1575. m = -2;n = 5 

1576. a= -3 

1577. p(-l) = 0, togo pM9 
divisivel por (x + 1) 

1578. a) Q(x) = x - 2; R(x) = 2 

b) Q(x) = x* + 3x + 2; 
R(x) = 5 

c) Q(x) = 4x ł - 10x + 23; 
RM = -47 

d) QM = X? + 5x s + 

+ 15x + 46; 

R(x) = 132 

e) Q(x) - 4x ! + 1ćx + 6' 
RM = 248 


1607.a) 8 


1579. a) QM 
R(x) 


s 3 1 

= x s - yx-y, 


13 

4 


b)QM = -3* S + yX 


1603. V 


-&M 

1604.a 1605. Ot 

1606.S = (-2,1 + i, 1 


RM=-f 

c) QW = jx , + ^*x t - 
RM = ^ 

d) QM = -J-x'-^x + 

+ =1 

■ 8 ' 

r (*> = ~t 

1580. RM = 20 

1581. QCx) = x J -2x s + 10x-19 
l589.coefiden(edex = 14 

1583, k= -1 ouk = j 

2 19 

1584. RM = y* + — 

15B5.e 1586.d 

1587. e 1588. b 

1589. d 1590. a 

1591, e 

1598. a) quociente: 2x + 6 

restO: Ax + (3B - 54) 
b)A = 0eB = 18 
'esto = 0 

1593.3 1594. d 1595. b 

1596. PM = (x + 1) * (x - 5) ■ 

• (x - 3) 

1597. PM = 3 ■ (x - 2)-(x + I) 1 
•(x + 4) 

1598.5 = 1-3,1.2) 

1599.5 = 1-3,-1,1,21 

1600. PM = 2x* - 5x 3 - 8x* + 
+ 17x - 6 

1601. x = 60 
1608,b = 1 ea = 5 


•ł 

e)-2 


b) 3 

c) 4 

160B.4.1 e -2 
1609.a 1610.C 

1611. a 1618. d 

1613. e 1614.1 

1615. a) 8 

b)V = (-S.0.1I 

1616. V = (-1,5) 

1617. V = [-1,3] 

1618. a = 1; b = -12 

1619. m = -ć; n = 12 

1681.a = -2; b = —7; c = -3 
1688.2 

1683. m= -3 

1684. V = [-i, i, -2] 

1685. V = (-i, i, -3,2) 

1686. rn = 6e n = 25 

1687. p = -1 eq = 2 

1688. c 1689. e 

1630. p + q = 11 1631. d 

1638.a)y 

b >ł 

O v = {4 0 , 1 , 2 } 

1633. a) V = (-3,1,2) 


1460. l)P(-5) = 0; 

S) V = 4-5; -4 + 4 1 


-f) 


1 

"2 

1 e b = 2 


<661.a 
1648 .d 

1643.V = [1, i, -i) 

1664. a) 1,3 e -1 

b)a = -3 eb = -1 

1665. c 

1666. a)k = 4 

b)x= 1 - ł/13 


ESTATlSTICA 

Exerdcios propostos 

1667.9} 


PtIKi 

cicolhidat 

Frequ4ncia 

ftbioiutA 

Frtquinda 

rdatiYft 

A 

9 

15% 

B 

6 

10% 

C 

27 

45% 

0 

3 

5% 

E 

15 

25% 

Total 

60 

100% 


b) 


b)V 


-h-M 


1634. V = {-/3, V3;2} 

1635. A £qyaęSo nśo admite 
raizes lnteirss. 

1636. A equaęao n3o admite 
raizes inteiras. 

Exefddos compiementares 

1637. k = 5ouk = “5 

1638. k = -y 

1Ó39.a = 1, b = 2 
1640.2m (m* + Sm + 3) 


27-- 


15-- 

9- 

6" 

3- 


r^dewotos 


ABCDE 


cafe 


10% 


1641. a 


|,b=4,c = -J- 



166B 


1648. a = 4, b = 2,c = -2 
o 

1643. m = -5,n = -y 
1644.9 

1645. P = 4;q = 9 

1646. d 

1647. m = 10 

1648. k = -8 

1649. QM = x s + 2x-1 R(x) = 7 

1650. e 

1651. PM = 3x 4 -4x 3 + 5x*+ 
+ 74x + 88 

1658.12 1653. b 1654. c 

1655, a 1656. C 1657.1 

1658. b 1659. e 


GfupOS 

singuiintos 

F«qu(rkcia 

ataoiuia 

Freqv4rcia' 

fdethfa 

A 

27 

30% 

8 

36 

40% 

AB 

18 

20% 

O 

9 

10% 

Total 

90 

100% 


tipos sansUineos 


H—I—I—h 

9 18 £7 36 


n*de 

cdcias 


Caderno de respostas 
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1669 , b 

1670, aproaimadamenie 

1,65 ■ 1CT* mg cte chumbo 

1671, 


Intemlos 

frcqutnda 

absolut* 

Frcqulrtcia 

ttJalwa 

01-900 

20 

50 

MO1—400 

17 

^ • 100% - 34* 

+M1—600 

8 

-100% = 16% 

5001—flOO 

S 

jjj ■ 100% = IW 

Tbttl 

50 

100% 


"ih 






§ 8 8 88 
* Sł 


1679. 



Fraquincia 

absolula 

FxeQLrfncla 

rclfltiva 

32i-34 

4 

10% 

341-36 

8 

20% 

361-38 

20 

50% 

38 *- 40 

6 

15% 

40i-42 

2 

5% i 

Total 

40 

100% 



1674*mćdia aritmćtlca = 1,78 
medtana = 1,8; 
moda = zero 

1675. mćdia aritmćtica = 1,36 
mediana = 1,15; 
moda = 1,12 

1676. e 

1677. m^dia aritccćtica = 5 

1678. Mo = 15, x * 16 

1679. a 

1680.40 homens e 80 mulheres 


lóai.c 

1689. m£dia ariimćtica = 50 
desvio mićk> - 20 
variancia = 500 
desvio padr8o = 22,3 

1683. rn^dia = 160 
desvio mćdio = 64 
varifinria = 5600 
desvio padrao s 74,8 

1684. a sdademćdia = 19,1 
desvio rrtódto = 3,68 
vari8ncia = 19,59 
desvb padflo = 4,4 


MATEMATICA FINANCEIRA 

ExerciciO$ propostos 

1685. a) 0,05 c) 0,079 

b)0,64 

1686. a) 36% c)0,9% 

b)4% 

1687. a) 15,4 O RS 4,55 

b)1,5 d) 2765,07 3 

168B.a) 1,2% 014,4% 

b)4,8% 

1689. d 1690. b 

1691,b 1699.b 

1693.50% 1694. RS 960,00 

1695.0/ 1696. d 


1697. d 1698. e 

1699. c 

1700. i 0 = 33,3% 

1701. R$ 16800,00 

1702. i a = 20% 

1703. i B = 25% 

1704. e 1705.e 

1706. e 1707. e 

1708. P„ = RS 36,06 

1709. P n = RS 0,70 

1710. d 1711. nio 

1712. b 1713. d 

1714. P„ = RS 728,19 

1715. P„ = RS 10616,83 

1716. a 1717. d 

E*e<dcios complementares 

1. a)6 c)5e8 

W 7,5 

2. a) A maior parte dos alu 

nos i eomposta de me 
ninos. 
b)62,5% 

3. e A.c 

5. d 6. c 

7. y = RS 273,24 

8. b 


EstatIstica e MATEmATICA FINANCEIRA 
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